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秩亏网伪逆平差值的修正估计

刘 丁 酉

摘 要

本文在 [ 1〕 的基拙上提 出了扶亏 的带权测量平差模型 中未知参数向量的一种

线性有偏 估计— 扶亏 网伪逆平差值的修正估计
,

并 着重讨论 了该 估 计在均方误差

意 义下改进最小二乘估计的优越性
、

可容许性 及新产生的 偏 差
。

最后通过实例验证

了所得结 果
。

【关位词】 线性有偏 估计 ; 均方误差 ; 组合主成分 估计 ; 扶亏网伪逆平差值的修正

估计

1 周题的提出

在测量平差中通常采用最小二乘法求解待估的 未知参数向量
。

以间接测量平差为例
,

其

线性误差方程可设为
:

L = A X + 厂
,

E (犷 ) 二 0
,

C o v ( 犷 ) = o “
P

一 ` 。

( 1 )

这里 L 为
n X l观测向量

,

X 为 t X l 未知参数向量
, v 为

n X l观测值改正数向量
,

A 为
n X

系数矩阵且 ar n k( A ) = t < n ,

对角阵 p 为权阵
, Q “

为单位权方差
。

在 v T尸 V = m in 的条件下求 ( 1 ) 中的 X 的 L S 估计 (即最小二乘估计 )
,

我们有
:

X = ( A T尸只 )
一 `

A
T
尸 L

.

( 2 )

统计分析表明
:

( 2 ) 中 X 确实具有一些优良的统计特性
。

但是我们知道
,

一个测量 过 程

有时不仅与随机误差 v 有关
,

而且还受到测量自身几何结构的直接影响
,

特别是 当 这 种 结

构不理想时
,

若仅限于在无偏估计类中按 v T
尸V = m in 来求 X

,

则它很可能不是最好的平差

值
。

该问题从另一方面看
,

由于 L S估 计 x 的协因数阵C vo ( X ) 二 口 2
( A T尸 A )

一 ` ,

其均方误 差为

M ( X ) = E 〔日妥一 x }!
“
〕 = o “

习 犷 ( 3 )

木文 19 8 7年 9月 2 6日收至! {
.

DOI : 10. 13203 /j . whugi s1988. 03. 011



其中 入 2
,

… ,

)t 为 A
T p A 的第 i 个特征值

。

顾及到

设 入
:

) 入
2

夕… ) 入
,

> 0
,

于是由 ( 3 ) 知 M ( X ) 的大小不仅与

A T p A 的对称 正 定性
,

可

V 有关
,

它还 直 接依 赖 于

A
T p A 的特征值 入

i

的取值
。

当某些 入
i

很小时
,

M ( X )就会偏大
,

亦即 X 距待估参数真 值 x

的偏离程度大
,

从而削弱了 L S 估计的性能
。

由此可见
,

对上述情形
,

我们有必要脱离
“
无偏性

” 的束缚
,

而到线性估计类中寻求较

好的有偏估计
。

此外
,

这种情形在秩亏网模型中也会出现
,

因而也存在相应的问题
。

2 楼性有偏估计的现有拮果

关于在线性估计类中寻求有偏估计的工作
,

不少统计学者 已从理论上作过较多探索
。

如

文 〔 2 」提及的岭回归
、

压缩估计及 M aSS y 主成分估计等就是线性有偏估计的代表
。

它 们之

间的一个共 同特征是
:

当矩阵 A
T p A 的结构不理想而使 L S 估计 x 的均方误差过大时

,

相应

地给出某个线性有偏估计 X
,

并使其有较小的均方误差和较小的范数
。

即
护 、 沪 Z 、 沪叭如 Z 、

M ( x ) ( M ( x )
,

}}x }} ( }}X l}

但是由于这些估计一般与参数
。 “
及 X 等有关

,

因而在实际应用上必须首先通过样 本 来 预

估
。

最近文 〔 1 〕 对等权线性回归模型 (即 l( ) 中 p = I
。

) 提出了回归参数 X 的组合主成分

估计
。

该估计正好弥补了上述估计之不足
。

不失一般性
,

我们可设误差方程 ( 1 ) 就是等权

线性模型 ( p = I
二

)
。

进一步采用以下相似变换

B = A Q
,

犷 = Q T X
,

( 4 )

则 ( 1 ) 又可化为相应的典则形式
:

L = 丑 y + V , E ( V ) = 0
,

C o v ( V ) = o “
I

。 。

( 5 )

( 4 ) 中 Q = ( q , ,
q

: , … , g :

)
, q ;

( i 二 1 , 2 , … , t ) 为 A T A 的特征值 入
;

( i = 1 ,
2

, … ,
t )

相应的标准正交特征向量
。

文 〔 1 〕 的主要工作是
:

对典则方程 ( 5 )
,

顾及到 Y 的 L S估
Z 、 Z八、

计为 Y = O T x 二 A
一 ` B T L ,

A =
jD ag 〔 入

; ,
入

2 , … ,
入

,

〕
,

并利用非均匀压缩得到
:

入
一

} y `

入i y
, ,

入
i

) 1 ,

( 6 )

入
;

< 1

r.
.

l之
.

we
..、

一一
ùiy

从而

即为

X = Q Y ( 7 )

( 1 ) 中 X 的组合主成分估计
。

且有

定理 1 在椭球 丫T G 丫 ( d 内
,

组合主成分估计 Y 比 L S 估计 y 有较小的均方误差
。

其

G = D i a g 〔 (入
一

l 一 1 )
“ ,

丫, =
y(

,

a/
, y Z

a/
, … ,

,
(入

一

卜 1 ) “ ,

(入
, + : 一 ] )

“ ,

…
,

(入
t 一 1 ) 2 〕

t

/“ )
,

d 二 习 (入
一

{ 一 乳
一

于) + 习 ( 入
一

子一 入
i

)
i 目 r 十 l



叭 》 从 )… )入
r

)1 >入
r

l ) +… )入,

定理 2 组合主成分估计 X 可表为 X 尹( 沁 1 ,

X =
习

。 、
X宁

,

1 二 0

> 0

2
,

… ,

)t 的线性组合

且1二一一叭
l

.

习ó
其中 X 辛

为 x 的丢弃后 i 个主成分的 M
a SS y 主成分估计

,

i{::
;

一
。 一 ; + , ,

}
入
一

’ 一 `
’ `

{
’

…
` ; “ 一 ` ; 巴’ ` ”

火 1 一 入一 {
,

z = 0

1 蕊 i ( t 一 r 一 1 ;

二 云一 r ;

t 一 r + 1 ( 乞簇 t 一 1

2
, 、 洲、 、

注意 到 Y 二 A
一 ’

O
T

A
T L 二

尹产、

( y l , y Z , … , y t
)

T ,

这里 y ;

即可视为Y 的第 ￡个主成分
。

若

给定某个界限
a 。 ,

则将小于
a 。
的那些 入;

对应的 y
,

去掉
。

… , 0 ) T 及 x 份=
Q Y 于即可获得 X 的丢弃后

r
个主成分的

Z 、 洲、 、

从而由 y 誉= ( y 工 , … , y 。 一 : , o ,

M a s s y 主成分估计
。

定理 3

这里
,

在均方误差意义下
,

组合主成分估计 X 在线性估计类中是可容许估计
。

线性可容许估计的统计意义在于
:

当我们在线性估计类中给出某个具体的估计 X

(如组合主成分估计 ) 时
,

通俗地讲
,

我们希望 X 必需满足一个条件
,

这就是不 存 在 另 一

个线性估计 X
/ ,

使之在均方误差 意义下有

M ( X
,

) 簇 M ( X )

一致地成立 (否则我们就宁愿采用估计 X
/

)
。

此时我们则说满足上述条件的线性 估计 X
/

为

可容许估计
。

上述定理表明
,

组合主成分估计不仅是一个线性有偏的可容许估计
,

而且它不 含任何待

定的参数
,

并能在一个有限的椭球内使未知参数估计的均方误差变小
。

将该估计应用于模型

( 1 ) 的不等权情形仅在形式上有 A
T p A 与 A

T
A 之异

,

因而可 以容易地引进到测量中来
。

但是组合主成分估计无法直接应用于带权秩亏自由网测量模型
。

为此
,

本文在 〔 1 〕 的

基础上对该模型中未知参数的估计问题进行了探讨
,

并提出了一个类似于 ( 7 ) 的参数估计

— 秩亏网伪逆平差值的修正估计
。

3 秩亏网伪逆平差值的修正估计

设秩亏 自由网的线性误差方程为

L = A
I
X + V , E ( V ) = 0 ,

C o v ( V ) = a Z p
一 ` .

( 8 )

上式中系数矩阵 A :

的秩 ar kn ( A
;
) = 。 < t ,

秩亏 d 二
卜 m

,
L

, x , V , p 及 护 如 ( 1 ) 所



述

由于 ( 8 )是一个含有降秩阵 A
;

的矛盾方程组
,

X 的 L S 估计 X 所满足的法方程为

A百P A : X 二 A T尸 L ,

且
r an k( A百p A : ) 二 ar kn ( A ;

) = 。 < :
,

所以 A百p A
:

中存在着 入; = o 的特

征值
。

这表明
,

对秩亏自由网模型 ( 8 ) 中 X 的 L S 估计的改进问题
,

不能直接利用 ( 6 )

式求 X 的有偏估计来实现
。

为此
,

我们首先结合测量平差的方法从数学上作以下处理
。

由文 〔 3 〕 知
,

秩亏自由网伪逆平差中的伪观测法实质上是利用附加观测 L, 及观测 改

正数 V, 而增设 d个线性误差方程
:

L, o s x + V
` ,

权阵为 I d ,
( 9 )

其中 s 为 a x 才系数矩阵
, r a n k ( S ) = a 二 t 一拼

。

且要求

A I S
T = 0

, S S T = I d ,
( 1 0 )

于是误差方程组 ( 8 ) 与 ( 9 ) 的联立方程组为

A
1 V

)
V , 夕

P
。

O

权阵为 ) ( 1 1 )

且上式中 〔 A百 s T

〕
T

为列满秩矩阵
。

顾及到 L, = v
尸 =

气 1 d I d

0
,

则 ( 1 1 )

护,三̀.!
l

+X

、

!
rZ

一一

、

!
.尹LL产.1̀,,、

的最小二乘解 X 满足

( A百p A : + S T S ) X = A T尸 L ,

这里X 即是 ( 8 ) 中 X 的最小范数最小二乘估计 ( 以下简记为

A TP A
I

的零特征值所对应的特征向量组成
。

不失一般性
,

仍设

五N 估计 ) X L N 。

( 12 ,

且 S , 由

叭 ) 从 ) … ) 入
:

) 1 > 人
r

+l ) … ) 瑞 > 呱+l = …

A丁P A ; 的特征值为

= 入
。 = 0

,

q ; , q : … q :

为其相应的标准正交化特征向量
,

且记

Q = ( q , , 口: , … , 口 .

) = ( Q : : S T )
,

Q
: = ( q , , 口2 ,

…
, q。

)
, s T = (叮

二 + i

A = D ia g [入: ,

入: ,

…
,
入

,

] = D i a g [ 入: ,

,

…
, q t

)

入: , … ,
入二魂二扛夕〕

D = n i a g [ 0
,

…
,

0
,

1
, … ,

1 ]
` . -、 尸~ J

A = D i a g 〔入, , … ,

、 . . , 尸~ J

d

入
二 ,

1
,

… 1 〕 = A + D
,

d

则 ( 1 2 ) 中的系数阵可改写成
:

A百P A
, + S T s = Q A O T + Q D Q T = Q 入 Q T .

仍利用相似变换
B , = A ; Q

,
y = Q

T
x

,

则 ( 8 ) 式亦有典则形式
:

( 1 3 )

L = B I y + V

且 Y 的 L N 估计 Y
L N
满足

:

E ( V ) = D C o v
( V ) 二 .Q

Z P 一 ’

么
、 一 。

T

金
L 、 一 。

T

。又
一 `
。 T。。 , “ ·

仄
一 ` B丁p “

.

e , (认
,

) =
万

一 ` 。百, e o v ( : )。 。 ;

面
一 `

( 1 4 )

一

万
一 `
刀 T尸 e o v ( v ) P丑 :

灭
一 ’



=

又
一 `刀百尸 ( a Z尸一 `

)P刀
,

又
一 `

= “ 2
(牙

一 `入灭
一 ’

)
,

( 1 5 )

从而 M ( X
L N

) = E 〔 ! }

= E 〔 1{

X
L N 一 X

丫 L N 一 Y

〕二 E 〔 1}Q ( Y L N 一 Y ) }}
“ 〕

二 M

二 “ 么 t rC vo ( Y L N ) = a Z
习
i = 1

( Y L N )

久了i ,

( 1 6 )

为改进 ( 1 4 )

均匀压缩估计
:

中的 L N 估计 Y L N ,

如 ( 6 ) 式之作法并顾及到 A 之结构
,

现构造 以下非

乡 1

0 < 入
i

< 1 ,

A了

于 ( 1 7 )

I
d

其中 A : = D ia g 〔入
: , …

K = D i a g 以
一

}
, …

\

{八 八

{
` L N 一 “

` L N ’

, 入
r

〕
, A : = D i a g 〔入

r + , , …
,

从而由 ( 1 3 ) 及 ( 1 7 ) 有

X = Q Y = Q K Q

, 入一 生
,

入
r + : , … , 入。 , 1 , … , 1 〕

.

`
一一

.

J

d

X
L N 。

( 1 8 )

因上式中的 X实际上是 对 L N 估计 Y L 、

进行非均匀压缩得到的
,

故称之为秩亏网 伪 逆 平 差

值的修正估计
。

注意到

x = Q K Q
T X

L 、 = Q K A
一 ’

Q T A丁p L = M A Tp L
,

其中

M =
Q 〔D i a g (入

-

1 , … , 1 )〕 Q
T

认~

一
J

因此
,

伪逆平差值的修正估计 X 实际上只需要直接从 L S 估计 X 的基础上直接修 正 得 到
。

4 秩亏网伪逆平差值的修正估计的若干性质

定理 1
尹

在椭球

( 入
一

卜 1 )
“

y 子
0 厂 + 习 ( 乳

i 二 r 十 1

、 。

y 节
_

`
一 1 )

` 二石 簇
:

少 {
U 一 i

仓-l



+习 (入
一

卜 入 ;

奋月 r +乞

内
,

秩亏网伪逆平差值的修正估计 x 比 L N 估计 X
L N
有较小的均方误差

。

证明
:
利用正交变换下均方误差不变的性质

,

我们只需证明估计 Y 比其相应的

( 19 )

L N 估 计

Y L N
有较小的均方误差即可

。

由 ( 1 5 ) 及 ( 1 7 ) 知 Y 的均方误差为
:

M ( Y ) 二 t r 〔C o v (丫 )〕 + }} E ( Y )
`

一 Y l}
.

“

= o “ t r 〔 尤灭
一 ’ v 万

一 ’ x 〕 + }l ( K 一 I ) Y 11
么

一 O ’ 〔月
, ` 一

君+ ;

买
, : “ 〕 +

烈 (入
一

生一 1 )
2
夕争+ 习 (入

` 一 1 )
“ 夕于

.

i = t + 1

( 2 0 )

顾及到 ( 1 6 ) 及 ( 1 9 ) 可得
:

M (丫 ) < M ( Y 、 N )
。

证毕
。

注意到 ( 1 4 ) 中的 Y L、 的向量表示为
Z、

Y L N =

Z 、 洲、 护产、

( y : , y Z ,

一
,

y 二 ,
O

,

…

于是 Y 的丢弃后 `个主成分的主成分佑计 为Y气 * y : 一
’ .

, ,
’

一 i ,
o

, … ,
0 )

T

( 畜= 0
,

1
,

2
, … ,

琳 )
。

从而由

x 气 二 O Y气

0 )
r

/ 、

= ( y l

= O
,

Z 、

1
,

2 爪 ) ( 2 1 )

我们可以将 ( 1 8) 式所确定的 X 进一步表现为凡云与 x . ; ( 玄川〕 ,
1

, 2 ,

… … m ) 的一

个线性关系
。

即

定理 2
尸 对于秩亏网伪逆平差值的修正估计黄

,

有
:

X 一

尧
。 。 . X . ` + X “ N ·

( 2 2 )

且 。 *
满足

.

习 。 , = 0
i = 0

{
` 一 ` ’

1
` 一 `

_

一 ` 一 ’ ` ’

“ ` =

}
` 一 ’ 一 无“ ,

_

}
`一三! 一 `一 , ’ ` ’

\ 1 一 入一 孟

云= 0

1 ( 玄 ( 琳一 r 一 1

云= 琳 , r ( 2 3 )

琳 一 r + 1 镇 艺《 琳一 1

证明
:

由 ( 1 3 )
,

( 18 ) 及 ( 2 1 ) 知 ( 2 2 ) 式等价于



Y=。 。 Y气 十叭 Y气 +… +叭 一 lY .。 一 1 +

再将 (14 )

定理获证
。

(1 7 ) 及 Y .、
(乞 = 0

, 1 , 2 , … , 。 一

Y L N ,

1 ) 代入上式求解 可得 ( 2 3 ) 式

在定理 3, 之前
,

我们需要给出以下的定义
:
对于模型 ( 8 )

,

若 c, X 为 x 之一线 性 函

数且存在 c, X 之一无偏估计量 叭 L )
,

则称 c, X 为可估的 , 若 C 为
r x t 矩阵

,

其各行 向 量

为
e ` , , c `

定理 3
产

计
。

证明
:

2 , … , e ` r ,

而
e l ;

x 都可估 ( 落= i
, 2 , … , r ) ,

ig1J 称 c x 为可估的
。

在二次损失下
,

秩亏网伪逆平差值的修正估计 X 是线性估计类中的 可 容 许 估

由文 〔 4 〕 知 ( 12 ) 中的 L N 估 计 x L 、

为 x 的无偏估计
,

于是 x 是可估的
。

若令 s 二 I
: ,

并记 K ; 一 。 K五
一 `
。 T A了p ,

则 f
二 K ,

L
。

顾及到 (1 2)
,

l( 8) 及

A丁尸A
,

( A T尸 A
,

)
一

A百尸专
一 A l尸专

,

所以

( 2 4 )

2 )

K I
A

,
(叮 P A

,
)
一

叮 p 二 0石
一 `
。 T

鲜尸A
;

(A 丁p A
:

)
一

叮 尸

二 。 K仄
一 `

从 尸士 p 士 = K , ,

K ,
A

,
(叮尸A

,
)
一

叮叮
= 。石

一 `

万又
一 ` K QT

.

K , A
,
( A丁P A ; )

一 s T 一 Q K又
一 ` A A

一

Q T ,

于是 由

尤仄
一 `入万

一 `犬 = D ia g 〔入一里
, … ,

入
一

于
·

入
: 十 ; ,

一
,

入

元万
一 ` A A一 iD

a g 〔、
一

专
,
入
一

盆
, … , “ 一专

, 1

0
, … , 0 〕

0
, … ,

0 〕

及 O 的正交性
,

知

K ,
A

,
( A百p A ; )

一
A TK T ( K , A

,
( A玉p A

,
)
一 s , .

这里
“ U ( R

在损失函数 }!

获欲证
。

” 意味着
“ R一 U ”

为半正定矩阵
。

从而由文 〔 5 〕 中的 定 理 4
.

5 知
, K : L

S X 一 K ,

川 }
“
之下为 SX 的可容许估计

。

亦即 X 是线性类中的可容许估计
。

即

由 X 的 L N 估计 X
L N

的无偏性及 ( 18 ) 易见 X 是线性有偏的
。

为估 计 X 新 产 生 的 偏

差
,

我们考察一下其相应的残差平方和
,

于是有

中 ~ = V 乙 P V ~ = ( L 一 A 、 X ) T P (乙一 A
、 X )

广、

= 〔 ( L 一 A
I
X

L N
) + A ; ( X L N 一 X )〕 T p 〔( L 一 A ,

X
L N

) + A l

= (乙一 A : x
L N

)
T尸 (乙一 A z X L N

) + 一 x )
T A T尸 A

,

( X
L N 一

/ 、 产̀ 勺沪

( X
L N 一 X )〕

X )
\/X
"

)
.

`八X

+ 2 ( L 一 A
,
X

L N
) T p A

,
( X L N 一

顾及到 ( 2 4 )
,

有

A Tp ( L 一 A
;
X

L N
) = 0 ,
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一

(:一 A:

戈
N L

)
, , ( : 一 , :

妥
L N

) + (云
、 一
艾 ) , 、 百, , : (众

N一
艾)

、二尸、产、、了、 ,
ù

妇O丹0t
J廿QOó.,材O自,自犷、

ù
、̀ J口了̀气一

叹
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叭

这里 。 即为新产生的偏差
,

且有

中 = Y L N
( I 一 K ) 、 ( I 一 K ) Y L N

总
;

( 1 一 入
一

l )
Z y 专+ 习 入

,

( 1 一 入
;
、

)
: y

五= r 十 1

再顾及 ( 18 )
,

( 1 5 ) 及定理 1, 的证明
,

立即可得

1 ) J IE ( X ) 一 X }l
“ = 公 以

一

卜 1 冲考
+ 艺 住

; 一 1 )
2夕于̀

盆= t i = r 十 l

2 ) V a r
( X * ) ( V a r ( X L N )

( 2 6) ~ ( 2 8) 表明
:
对于参数真值 X 的估计而言

,

首先在译科过 程 中 适 当选 取侧

量的几何结构是一个至关重要的环节
。

因为无论是最小二乘意义下的无偏估计
,

还是 均方

误差最小意义下的有偏估计
,

都存在一个与该结构相关的问题
。

那
:

LS 估计 X 的各分最 偏

离 X 的幅度过大
,

在很大程度上依赖于样本观测谁的好坏
, 而均方误差意义下的估计 虽 能

使其估值更接近真值
,

但有一定的偏差
。

因此上文给出的秩亏网伪逆平差值的修正估计在这

二者之 间起了一个调合 的作用
,

它可以作为对 SL 估计在一定范圈内的较好修正
。

5 算例及分析

本节给 出秩亏网伪逆平差值的修正估计在秩亏网平差中的一

个应用算例
,

并由此验证以上的理论分析
。

例 1 在图 1所示的水准网中
,

其观测高差及其权分别为 ,

L 。 = 〔0
。

0 8 8
,

0
.

0 5 3
,

0
。

08 4
,

1
.

0 3 2
,

1
.

幼 2
-

1
。

1 8 0〕 T
( m )

,

P == D i a g 〔0
.

0 5
,

0
。

5 2 ,
0

.

0 1 , 0
.

3 2
,

0
。

0 2
,

0
.

4 0〕
.

各点高程近似值取定为
:

二
r

= 1 0 0
.

0 7 8 ( m )
, x 呈

二 1 0 0
.

0 99 ( m )
, X忿= 10 1

.

2 16 ( m )
,

戈宝= 1 0 0
。

0 0 0 ( m )

因而整理后的误差方程为 (单位为 m m )
:

屏忿
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L 二 二 A z X + V
,

一 8 5
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一一/
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于是计算可得
:

、

、 ll
J
JJ

we!

!
;

I
七

J

五1111/

Q自J块

月块notJ9自ù勺一
ó00

:
O

。

9 7 一 O

一 0
.

5 2

一 0
。

4 0

一 O
。

一 O
。

一 0
。

0 5

一 0
。

0 1

AP
Tx

A一一N

3 2 一 O
。

0 2

/才

!14

\ 一 0
。

0 5

一 O
。

一 O
。

0 1 一 0
。

0 2 0
。

0 8

C = A丁p L = 〔一 3 2
.

9 4 ,

N 的特征值为

入1
士 1

.

4 4 9 7 6 3 9 3 8 ,
入

:
七

对应的特征向量构成的正交矩阵为

厂 0
。

7 88 57 6 1 5 0

{ 一 0
.

5感7 9 9 2 2 3 4

O ` }

4 3
。

6 9 ,

1
。

0 8 4

一 10
.

6 4 , 一 0
.

1 1〕
。

4 3 0 6 0 1 , 入s
出 0

.

1 0 5 8 0 5 4 6 1 , 入` = 0

0
。

2 3 6 8 5 7 29 4 0
.

2 6 8 4 14 4 3 6 0
.

5 \

0
。

5 5 9 1 7 4 3 5 9 0
。

3 0 2 6 3 6 9 7 4 0
.

5

一 0
。

一 0
.

17 8 了0 0 6 2 3 一 0
.

7 9 4 4 9 3 7 3 3 0
.

2 9 4 6 9 6 0 9 8 0
.

5

0 2 1 8 8 3 2 12 一 0
。

0 0 1 5 3 7 9 2 0 一 0
。

8 6 5 7 4 7 5 1 6 0
.

5

因而在 N 的凯莱逆意义下对应的 X 的伪逆估计与伪观测法所得估计 无伪观及 Y 伪观 分别为

X 伪逆士 〔一 1 8
.

1 8 8,

X伪观七 〔一 1 8
.

18 8 ,

Y 伪观七 〔一 3 4
.

3 2 4 ,

3 6
.

9 4 9 , 一 8
.

5 0 9 , 一 1 0
.

2 5 1〕 T

3 6
.

9 4 9 , 一 8
.

5 0 9 , 一 1 0
.

2 5 1〕
T

2 3
.

1 2 9 , 1 2
.

6 6 8 , 0 〕T .

( 2 9 )

且 X =
Q K Q T X 伪观 = 〔一 1 3

.

2 5 5 ,

2 6
.

2 5 3 , 一 12
.

3 1 9 -
一 O

,

尸、 、

X Z +

6 7 5〕
T ,

由此可见
:

几逆 一

戈伪观
,

且 对艾伪逆
,

巍
观及厂

,

分别有
:

式
+

Z、
声
产、

x 3 + x 4 = 0
。

由于所有估计的均方误差公式中含有真值
。 ” 及 y ;

( i =

算时
,

我们可在同一尺度下采用无偏估计量
“ “
及 y ;

来代替

会带来实质上的差异
,

只要 Y 处在定理 1 ’

中相应的椭球内
,

时是
G Z

的增函数
。

1
, 2 , … , m )

,

对其进行估

0 “
和 y

; 。

这是因为这种 代替不

那 么各种估计的均方误差 就 同

注
汹澡

、 =

里型 * 4 1 5
_

3 7 3
所 以由 ( 1 6 ) 及 ( 2 9 ) 有

9 8



M ( X伪观 ) =
M ( Y L N

) 士 4 0 2 1 6
。

1 3 3 ( m m )
:

再由 ( 2 0 ) 及 ( 2 9 ) 可算得
:

M ( X ) =
M ( Y )士 7 5 4

.

5 96 ( m m ) :

而 }} X伪观 }}
二 4 3

.

2 8 4 ( m m )

x }} = 3 1
.

89 4 ( m m )
,

这表明伪逆平差值的修正估计 X 在均方误差意义下确
·

实能很好 地改 进 L N 估 计 的 结 果

( M ( X
L N ) 是M ( X )的 53

.

2 96 85 倍 ! )
,

且保留了亏秩平差中的范数最小性质
。

再比较一下单位权中误差的估计值
:

a 伪观 = 防
尸
们犷 一

, _
二 , 、

l 一
- -

一
-

— l 主 士 Z甘
。

4勺 4 吸 m m 夕
n 一 矛竹

但
补斤林 一

_ _ , 、

—
l 士 士 艺 1

。
挂艺万 气m m 少

n 一 万性

/产..̀.
,、

一一修

2

伪
产口

因此二者改变甚微
,

其中华
V 分别为对应于 X : N和 X 的观测改 正数

。

这意味着
:
我们 可

以在基本不改变 L N 估计的性能的基础上使均方误差变得很小
,

从而提高估值的精确度
。

综上所述
,

本文所讨论的伪逆平差值的修正估计与其它线性估计比较有以下优点
:

1 ) 估计本身不带有任何参数
,

应用方便
,

2 ) 数据利用率高
,

仅在 L N 估计的基础上增加一些计算步骤即可实现估值 ,

3) 对 NL 估计的最小二乘意义能基本上顾及
,

因而保留了 l入 估计的 良好统计性能 ,

4) 对估计的均方误差作了实质性的改进
,

并保留了亏秩平差中的范数最小性质
,

使估

计的精度在这种意义下得到提高
。

徐 因副教授衬 本文的撰写多次热心指导
,

特此致谢
d
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