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分组平羞与精度评定

放宗侍 于正林

摘 要

本文详细推导 了附 有限制 条件的 条件分组平差的计算公式和精度评定公式
,

并

由此引出其它各种分组平差—
附有未知参数的条件分组平差

,
无参数 的条件分组

平差
,
附有限制条件的间接分组平差和序贯平差— 的计算公式和精度评定公式

。

【关挂询】 分组平差 , 精度评 定 , 附有限制条件的条件分组平差

引 言

〔 1 〕 中已详细论述了附有限制条件的条件平差模型可以作为各种测量平差方法 (包括

经典平差和广义平差 ) 的概括模型
, 〔 1 〕不仅详细导出了该模型下的平差计算公式和精度评

定公式
,

而且还由此引出了其它各种测量平差方法的平差计算公式和精度评定公式
。

上述基

本思想同样适用于分组平差
。

本文将重点讨论这方面的问题
。

众所 周知
,

在平差网形较大
,

观测数据较多
,

或在旧网扩充
,

增测 了新的观测数据等情

况下
,

均可以采用分组平差
。

在现有的平差文献中
,

声般对各种分组平差方法介 绍 较 为详

尽
,

而对精度评定问题
,

特别是对具有参数的条件分组平差的精度评定问题
,

则叙述较少
。

本文将侧重讨论分组平差中的精度评定问题
,

详细地给出主要平差结果的 自协因数阵和互协

因数阵
。

文中绝大部分符号的意义均与 〔 1 〕 中相同
,

因此
,

本文将不作过多的注释
。

1 附有限制条件的条件分粗平差

两组条件方程中均含有未知今教

平差计算公式
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上述两种解法是完全等价的
。

式中符号分别为

N : : = N : : 一 N : , N了盖N : : , = 刀 : 一 N : : N了登B : ,
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N
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观测值改正粼的计算公式为

V = O A百K : + O A百K : .

现对 ( 1 ) 式所表示的函数模型进行分组平差
。

首先对 ( l .a) 式进首第 1次平差
,

数模型为

( 6 )

其函

A , V , +

c 一 , n n s l

f : ,

e 一 ,

1

R ( A l ) == c l ,
R ( B 一) = “ ( c x 。

( 7 )

它是附有未知参数的条件平差的函数模型
,

因此
,
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现对 ( 1b )
、

( I c ) 两式进行第 2 组条件平差
,

其函数模型为

A
Z
V

“ 十 B : x “ = 了: ,

C x l, = 了
二 。

( 1 0a )

( 1 0 b )

_ _
Z 、

式 中
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是经第 1次平差后
,

将 L’
、

和限制条件方程的 自由项
,

其计算公式为

X 尹

作为新的观测量所列出的第 2 组条件方 程
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这里需要重点袭 出的是
:

在藻 江次平差时
, L是观侧向量

,

其先脸权逆阵为 O
,

而 未 知

参数向量 X 是不具先验特征的非随机量
。

但经过第 1次平差后
,

原观测向量 L 经过 第 1 次

改正 ( V, ) 后变 成 了 L,
,

它的权逆阵由 0 变成了 O宝
, 。

同时
,

未知参数的近似值 X
。

经第

一次改正 ( x, ) 后已变成 了 x
` ,

而且它也具有权逆阵Q c
, ,

即 x 已由不具随机特 性的 参

数变成了具有随机特性的随机量了
。 l

将 ( 1 0 ) 式改写为

A
: B Z

{ {;:心 )
,
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)

0 C
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简记为

A V = f

它是经典条件平差的函数模型
,

因此
,

对应的铁方程为

( A Q A T ) K = f
,

其具休形式为

料

( 1 1b )

( 1 2 a )
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将 ( 12b ) 式与 ( 3 c
) 比较可知

,

它们的系数和常数项均完全一致
。

可见
,

求得的 K :

与 K
。

就是整体平差的结果
。

观测值
、

未知参数的第 2 次改正数为

V = Q A T x ,
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第 2 次平差后的最后结果为
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现在证明分组平羞中
,

两次改正数之积与整体平差时求得的改正数祖等
,

眼证明
:
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以上介绍的第 2

的另一种解算方法
,

次条件平差是先解算K Z

和 K s ,

再计算 V “ 和

洲产 、
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这种方法是先解算 x 和 K s ,

再计算 K :

和 v “ 。

下面介绍 第 2 次 平 差

它的推导思想 是
:

将
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、
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第 2 次改正数 V “ 的计算公式以及平差最后结果的计算公式仍与 ( 13 e)
,

2 精度评 定公式

2
.

1 验后单位权方差的计算公式为
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。

。 若= V , p V / (
e ; + e : 一 u + S )

.

( 19 )

由于 v ` ’ P v ll = v 祥 T P v ` = o
,

则有

V , P V 二 V , T P V I + V扩 , 产,
V l,

V T P V 二 I TK盆+ f 百K
: + f万K s ,

( 2 0 )

( 2 1)

这表明
:

V T p v 也可分组计算
。
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2 主要平差结果的自协因数阵和互协因数阵

由于第 2 次平差的函数模型属经典条件平差
,

因差
,
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3 平差值函数的权倒数

设有平差值函数
:
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X )

, ( 2 5 )
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:
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,

此处不再详述
。
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:
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第 1次平差
。

首先单独平差第 工组条件方程 ( 3 1a
)

,

其函数模型为

A : V , = f : .

( 3 2 )

显然
,

它是无参数的经典条件平差模型
,

观测值的先验权逆阵为 O
,

故法方程及其解为
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。

即单独平差第 l 组条件方程 ( 3 1b) 和 ( 3 I c)
,

其函数模型为
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,

它是附有限制条件的条件平差模型
,
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精度评定公式

验后单位权方差

a 合= V T p V / ( e , + e : 一 u + s )
,

气3 8 a )

式中

V T P V = V , T P V
, + V I, T P V I,

=
几州 + 了孟K Z 十了r K 。 .

(邪 b )
.

.2 2
.

2 各种自协因数阵和互协因数阵

由于第 2 次平差的函数模型属附有限触条件的条件平差
,

观溉向量 厂 的 权 逆 阵 为

Q 尝 ; ,

因此
,

主要平差 结果

结果列于表 2
。

J
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L X 的自协因数阵和互协因数阵可参照 〔 1 〕 直接写出
,

其
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平差值 函数的权倒数 (略 )

2 其它各种分粗平差公式的弓1出

众所周知
,

分组平差的方法还有附有未知参数的条件分组平差
,

无参数的条件 分组平
差

,

具有分块权逆阵的条件分组平差
,

附有限制条件的闻接分组平差
,

以及序贫乎差 (参级间

无限制条件的间接分组平差 ) 等等
,

而这些分组平差法均为
“ 1 ”

中介绍的附有限制争件的
条件分组平差的特例

,

因此
,

它们的计算公式均可由
“ , , 巾的计箕公式 引出

,

秀哈嗜{焦

幅
,

本文只简列数例
。

2
。

2
。

附有未扭今橄的条件分组平位

.

1 两组条件方程中均含有未知参数
.

1
.

1 平差计算公式

函数模型
:

第 I 组
:

A 1

C z 一件

尹
、 / 、

+ B l x =

e l “ u , 1

f ;
`

, R ( A x
) = e ; , R ( B

;
) = u < e l ,

c z , 1

( 3 9 a )V气

第 五组
: A

: V + B
: x = 了: 。

( 3 9 b )
C Z , 托 n , I c : , u u 一 l e : ,

1

因未知参数之间无限制条件
,

故该分组平差问题即为附有限制条件协 条 件 分 组 平 差

( 1
.

1 ) 取 c 二 0 时的特殊情况
。

第 1次平差时
,

因其函数模型与 ( 7) 式相同
,

故法方程及

第 1次的平差结果同 ( 8 )
,

( 9 ) 诸式
。

第 2 次平差时
,

其函数模型为

( 4的

由 (1 劲 ) 式
,

尹气 `

一A
:

V l, + B : 义 I, = f
: .

顾及c ” Q
,

曝得集 2 次平差时饱的汰方祖及其解
.

(第 1种解法 ) 为

( N
Z : + B : N二, 刀 r ) 丈

, = 产: ,

K : = ( N Z : + B : N百I B下,一 , f : .

(凌I翻 )
·

( 4 1b )

由 ( 1 3 )
,

( 1 4 ) 两式即得第 2 次的平差结果为

x 护 = ( Q 令 , 个 ,

人荃+ Q 令 , B百) K : = N奋. B I K Z ,

J` J
~
娜 J `

( 4 2 )

V l, 二 ( O , z

~ L

Z
、 `

/ 、 .

L = L , + V I,

产、 Z 、 洲、 、

X = X , + x ,,

百+ Q 它
`
分

` B畜) K : = Q A荃K : 一 Q月TN ; 受B : ” ( 4 3 )

由 ( 1 8 ) 式
,

顾及 c 二 。 ,

又可得第 2 次平差时的法方程及其解 (第 2 种解法 )

产、 .产 产、 韶 .内“ 八 八训 产护

ee( N
: + B百N万盖B :

) x 扩 = B百N 万益f

x l, 二 ( N
二

+ B I N百盈B : )一
’ B百N百孟

K : = N毅 ( f 一 B : 戈 ,,)
.

2 ,

f : ,

( 4 4 )

( 4 5 )

为

( 4 6 )

( 4劝

( 4母)
`

3 9



矛户
、 口

八
`

L
、

X的计算仍与 ( 4 4 )
,

( 4 5 ) 式相同
。

2
.

1
.

1
.

2 精度评定公式

在 ( 1 9 ) 式中取
: 二 o ,

即得验后单位权方差的计算公式
:

.

言:
= v ? , v / ( e , + e : 一 、 )

,

顾及此处不存在限制条件
,

故由 ( 2 0 )
,

( 2 1 ) 式知

V T P V 二 V
, T P V , + V ll T P V I,

( 4 9 )

+ f 百K : .

在表 1 中
,

取 c = 0 ,

即得主要平差结果的自协因数阵和互协因数阵
,

( 5 0 )

其结果列于表 3
。

裹 3

{ 艺
’

父

香…
。 :

,

一瓦`R T

…竺
它

,
全
一录“瓦。 全

x } 对
`

称 { N祝

2
.

1
.

2 特殊情况 (第 1 组条件方程中不含未知参数 )

2
。

1
。

2
.

1 平差计算公式

函数模型
:

第 I 组
:

A
, v

e l , 儿 n 一 1

= f
, , R ( A

,

) = e : ,

c l ,
1

= f
Z , R ( B ) = u .

e Z , l

( 5 1 a )

A
: V

C Z , 环 n ,

( 5 1 b )
八B

+第 亚组 :

C Z , 林 肠 s

因第 1 组条件方程中不含未知数
,

且未知参数之间又无限制条件
,

故该分组平差问题即

为附有限制条件的条件分组平差 ( 1
.

2) 取 C = 0 时的特殊情况
。

第 1 次的平差计算公式 与 ( 33 )
,

( 34 ) 诸式相同
。

第 2 次的平差计算公式只要在 (3 5)
,

( 3 6 ) 诸式 中令 C 二 o 即可直接写出
:

函数模型为

A
: V I’ + B x = f

:

法方程及其解为

( 5 2 )

t

嗯入XK\ "护..̀..̀,̀
、

、 ..月̀

!
尹

N
2 Z B 了

( 5 3 a )

Z̀..̀.1.
.

.、

K : = N万盖

x = N万心

( f
: 一 B x )

,

( B T N万益f
:

)
.

( N
2 2 = A Z Q全 , A百

( N b b = B
T

N百受B )

( 5 3 b )

( 5 3 e
)

第 2次的平差结果仍用 ( 3 7 ) 式表达
。

2
。

1
。

2
。

2 精度评定公式



在( 3 8 )式中取
:=o

,

即得验后单位权方差
:

八 2 , , 。 _ , , , ,

a o = y
`

尸 y / 吸C x + c : 一 “ ) ,

( 5 4 )

式中

V T P V = V , T P V
, + V l, T P V I,

T侧 + f 荃K : 。

在表 2中取 c = 0
,

即得主要平差结果的自协因数阵和互协因数阵
,

( 5 5 )

其结果列于表 4
。

{ 艺 1 交

艺1
。 。 , 一

。 :
, A歌爪卜云: 。 。 : 二簧“ )A

: 。
川

一 。 : 尸 A

沃冲 。 :

父 对

2
.

2 无今橄的条件分组平位

2
.

2
.

1 平差计算公式

函数模型
:

第 I 组
: A : V = f : , R ( A : ) = r ; ,

( 5 6a )
r z , n n , 1 r l , 1

第 兀组
: A

: V = f
: 。

( 5 6 b )
r : , n 摊 5 l r : , 1

因两组条件方程中均不含未知参数
,

故该分组平差问题实为附有限制条件的条件分组平

差 l(
.

2) 取 c 二 o
, B = 0 时的特殊情况

。

当然
,

也可看成是第 1组条件方程中不含未知参

数的分组平差的进一步简化
。

第 1 次的平差计算公式仍与 (3 3)
,

(3 4) 诸式相同
。

第 2 次的平差计算公式
,

只要在 ( 3 5)
,

( 3 6 ) 诸式中令 c = 。 , B = 0 后即可直接写出
:

函数模型为

A
Z V ,, =

法方程及其解为

了 ( 5 7 )

N : : K : = f
: 。

K Z = N万孟f : 。

第 2 次的平差结果仍用 ( 3 7 a
)

,

( 3 7 b ) 式表达
。

( 5 8 a
)

( 5 8 b )

2
.

2
.

2 精度评定公式

在 ( 3 8 ) 式中取 S = O
, u = 0 并顾及

c : = r : , c : = r : ,

即得验后单位权方差
:

0 盖= V T P V / (
r ; + r :

)
,

( 5 9 )

式中

V T P V = V , , P V , + V 分 T P V I,



= 了T K 至+ f 百K : .

即得平差值 乙的协因数阵
:

( 6 0)

在表 2中
,

·

令 B 二 0

O 。 = Q 。 ` 一 O个 ` A百N 百孟A 2 0 个
`

口J I J J司 J̀

( 6 1 )

2
。

蕊

2
.

急
.

1

附有限制条件的间接分组平差

平差计算公式

函数模型和随机模型分别为

八x,1第
.

1组
: V ; = B z

n z , 1 n z 一u u

一 f ; , R ( B l
) = u < n ; ;

n z , 1

( 6 2 a )

第 亚组 : V 2

凡 2 ,

护产 、

= B : X 一

l
一

n Z , u u , 1

( 6 2b )

( 6 2 e )

将

。 一

〔
( 6 2a )

,

( 6 2 b )

C

S , 林

Q
, , 0 ` Q了; 0 、 。

尸 二 Q 一 ` 二
!

_ .

, = j
O Q万孟

产

P -

Q
Z: O P :

( 6 2d )

( 6 2 c ) 三式改写为

一 V l + B z

一 V Z+ B:

C x = j
: 。

可见
,

该分组平差法实为附有限制条件的条件分组平差 ( 1
.

1) 取 A ; = 〔一 工

〔 O 一 工〕 的特例
。

且有

N
, 二 二 A

,

Q A T
= Q , : ,

N
: : 二 A

:

Q A万= Q
2 2 ,

N
: : = 0 ,

N
: = B TN了I B , = B Tp ; B ; 。

第 1次平差
。

其函数模型为

( 6 3 a )

( 6 3 b )

一

(弓3 e )

0 〕
、

A
: 二

( 6 4a
)

( 6 4 b )

一 V f + B , 戈 产 = 了
: 。

( 6 5 )

由 ( g b ) 式知
:

K ;
二 N了l ( f : 一 B , x `

) = p ,

( f : 一 B , x `
)

将上式代入 ( 8 ) 式得法方程及其解为

( B Tp , B , ) x ` = B Tp , f

产、

X ,

( g d )

二 ( B Tp , B ,

)
一 ’ B TP ,

f
, .

式得第 1 次的平差结果为

( 6 6 a )

( 6 6 b )

由 ( g e )
、

X
, 二 X

。 +

J产、

劣

二 B l x , _

= 毛 , + V 打

f
: ,

V 或= 0
,

, L二
= L : .

( 6 7 a )

( 6 7 b )

( 6 7 e
)

V八L

4 2



J10

衰

第 1次平荐谊的协涸数阵倒于表 弓。

B : N;东 B百 O j3 : N二

Q2 2 O

八 L人 L

X
,

对 称 N 二

下 兮
一

竺
_

第 2 次平差
。

其函数模型为
子产、

一 V
z + B 2 x l,

产、

C 义 l,

= 了
: ,

( 6 8 a
)

二 了
二 。

由 ( 12 b ) 式
,

顾及 此 时 N
Z : = N

Z : = Q : 2 ,

1 种解法 ) 为

瓦

( 6 8 b )

次平差的法 方 程 (第

{
。

2 ’ ` ” Z N ; ’ “ ” : N ; ’ “ ’

} {
` 2

气 C N二
万B l C N二

互 C T / 又 K s

( 6 9 )

由 (玉润 ) 式得

x 护 = N百’
( B荃

,

K : + C T K s )
。

( 7 0 -)

由 ( 1 8 a
) 式

,

顾及此时

r
一 ( N

:
+ B百企

, Z B : )

N衬 = O孔 二 p : ,

即得第 2 种解法的法方程为
洲气 、

X

C K s

才
’ 尸 ’

兀

}
了

二 沪

( 7 1 )

Z且.leelt
、

一一

、

、
`

l
.es../

I,尸....二..厅̀、

、

、

1
1/

TC0

洲八、

由此可直接解出 二 扩 。

第 2 次平差结果为
` 洲, 、 Z 、 Z 、

X = X , + x ,,

玛ěL梦= B 一 义 l, f
: ,

二 L生+ V 竺

/ 心

“ V : = B : x ,, 一

: = L Z + V
Z 。

( 7 2 a )

( 7 2 b )

( 72 e )

v<lL

2
气

。

3
。

2 精度评定公式

由 ( 19 ) 式
,

顾及此时 c : = 摊 , , e : = n :

= V , P V / (柞
: + n : 一 u + s )

,

式中

即得摊后单位权方差的估值计算公式为

( 7 3 a
)

八心

V , p V = V Tp ; V
; + V百p : V : = V百

T p ; V 蛋+ V 梦
, p ; V 梦+ V省P : V :

= f T K至+ f省K Z + f 了K
:

4 3



=1丁 p :f ;一 (B百 p :f :
)

rx` +f百尸
:

f :一 (B百 p :

f :
)

T x“ +f了K 5.

( 73b )

由表 1
,

顾及此时的一些符号特征
,

即得主要平差结果的协因数阵
,

其结果列于表 6
。

衰 6

} 艺
1

{ 乞
·

{ 又

子
1

…
一 Q ; · `

…
” 几。 全·

1 1
” ! 。 :

全
:

{ }
” 2 。 ` 刀`

…
” ’

Q 全

X } 对 { 称 { N : 卜 N` 艺c T
N : 咨c N ; 忍

2
。

4 序贯平位 (无限翻条件 的间接分组平位 )

2
.

4
.

1 平差计算公式

第 I 组
: V , =

n 一 , 1

护八、

B

林 x , 凡 。

x

玲 。 -

( 7 4 a
)

第 亚组 : V : =

n Z , 1

介
B :

X

玲 。 ,

一 f , ,

R ( B ;

)
= n 。

<
n : ,

I n 一 , 1

一 了
: 。

n : , 1

( 7 4 b )

托 2 , 件 。

随机模型与 ( 6 2d) 式相同
。

因未知参数的个数为必要观测数
n 。

(“ = n 。
)

,

参数间无限制条件
,

所以
,

该分组平差

法实为附有限制条件的间接分组平差的进一步简化 (取 C = 0 )
。

第 1 次的平差计算及精 度

评定公式 与 ( 6 5) ~ ( 6 7 ) 诸式和表 5一致
。

第 2 次平差时的函数模型为

一 V : + B : x l, =
f

: .

( 7 5 )

在 ( 6 9 ) 式中取 C = 0
,

即得第 1 种解法的法方程及其解为

( Q
: : + B :

N二’ B百) K : = f
: ,

K : 二 ( Q
2 2 + B Z N二` B百) 一 ` f

: .

在 ( 7 0 ) 式中取 C = 0得

x 扩 = N 二卫B百K : .

在 ( 7 1 ) 式中取 C 二 0
,

即得第 2 种解法的法方程及其解为

( 7 6a )

( 7 6 b )

( 7 7 )

( N
二

+ B百p Z B :
) x “ = B l p :

f

x 才 = ( N
二

+ B百p : B Z

)
一 二B百p : J

( 7 8 a )

( 7 8 b )

第 2 次的平差结果仍用 ( 7 2 ) 式表达
。

2
.

4
.

2 精度评定公式

在 ( 7 3 ) 式中取
S = 0 , u = 柞 。 ,

即得

a
矛

= V T p V / ( n : + n : 一 n 。
)

.

4 4

( 7 9 a )



式中

V, 尸护 == V丁尸
: V : + V百p : V

:

= V主
T p : V夏+ V竺

, p : V竺+ V百尸
: V :

一 r r P : , : 一 (丑下P : r: ) ,

乡
+

几 尸 :

孔一 (丑畜P ,
.

了
: ) ,

;
, .

( 7 o b )

由表 6
,

顾及此时 C = o
,

即得主要平差结果的协因数阵
,

其结果列于表 7
。

衰 7

耳臼一犷
X

B i Q 全

B : Q 全

N言忍

3 枯
·

束 语

由上面的讨论
,

可得如下几点初步结论
:

l
。

测量平差中的各种各样的分组平差法均为附有限制条件的条件分组平差的特例
。

因

此
,

各种分组平差法的计算公式均可由附有限制条件的条件分组平差法的计算公 式 一 一 引

出
。

2
。

分组平差的要点在于
:
第 1 次平差是针对第 I 组的函数模型和随机模型— 原观测

量 L 的权逆阵O
,

第2次平差则是针对第 亚组的函数模型和随机模型— 新的观测量即第 1次

的平差结果 L,
,

X
`

(如果有的话 )的权逆 阵 0 。 , ,

0 分 ,
与 0 公 , 分 , ,

而不是对观测量 乙的

权逆阵 O 的
。

只要遵守上述原则
,

则分组平差的结果 ( V,
+ V

扩 , 义 + 戈扩 ) 必然与整体平

差的结果 ( V
、
戈 ) 一致

。

3
。

上述原则可进一步推广
,

即分两组平差的原则可推广到分多组平差
。

当进行 第 (七十

1 ) 次平差时
,

则是针对第 ( k + 1) 组的函数模型与随机模型一一第 叱次平差结果

的权逆阵
。

L k
和 X “

4
。

未知参数间的限制条件方程可放在第 五组
,

也可放在第 工组
,

甚至可将限制条件方

程中的一部份放在第 I 组另一部分放在第 亚组
。

5
.

一般说来
,

第 2 次平差时有两种解法
,

即有两种解算途经
。

召是先求联系数再求未

知参数 x “ ,

二是直接由法方程解算未知 参 数 砂
。

即使是序贯平差法也可这样做
。

当然
,

我

们在对某一具体平差问题进行分组平差时
,

要选择一种适合本题特点的方法
,

以 减 少 工 作

量
。
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