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螺经纬仪观测误差的随机模型
*

朱 光

摘 要

本文对 陀螺经 纬仪观测数据的主要 误差进行 了分析
。

应用马尔柯 夫 (Mar k o ) v

随机 过程的理论研 究了陀螺仪观测误差的随机 模型
,

并用实例计算进行 了验证
。
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引 言

新一代高精度陀螺经纬仪 (如联邦德国的 G y or m at 型陀螺经纬仪 ) 的 出现
,

为陀螺仪在

大地测量和工程测量中的广泛应用开辟了新的前景
。

因此
,

对陀螺经纬仪观测数据的处理方

法也就相 应提出了更高 的要求
。

只有对观测数据
「

进行更为详细的数值分析
,

才能使建立的平

差模型更好地符合实际观测误差的作用规律
,

从而得到更为准确可靠的平差结果
。

国内外一些学者都曾对如何合理地确定陀螺经纬仪观测数据的 平差随机模型问题作过一

些论述 「̀ {
’

〔“ ]
。

木文是在归纳了前人研究成果的基础上
,

进一步地分析了陀螺仪观测 误 差

的作用规律
,

具体地应用 M ar ko
v 随机过程概念建立了陀螺仪观测误差的 随机模型

,

并编 制

了柑应的 F O R T R A N 计算程序
,

对实测数据进行了试算
。

给果表明
,

由 M
a kr vo 过 程建立的

陀螺仪观
.

测误差随机模型
,

无论在平差结果的精度方面
,

还是在实用可行性及计算效率等方

面都具有 良好的性质
。

1 陀螺经律仪逆礴点法观测中的主要我差影响

陀螺经纬仪逆转点法观测中受到多种误差因素的影响
。

为了使所建立的误差模型更好地

符合实际误差影响的作用规律
,

需对主要误差影响进行讨论
。

通过对陀螺转子轴摆动的分析

可知
,

观测数据中主要误差来源有
: 1 ) 读取逆转点时的读数误差 , 2 ) 跟踪逆 转 点 过 程

中
,

摆动的不规则性影响 ; 3 ) 陀螺仪悬带不稳定以及陀螺转子轴的转动频率不稳定嚼响 ,
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4 ) 观测过程中温度变化对观测精度的影响
;5 ) 陀螺仪转子轴在摆动过程中出现

不规则性衰减对观测精度的影响等
。

下面逐一进行分析
。

读数的误整影晌

一般认为读数误差是陀螺经纬仪观测过程中的一项主要误差来源
,

该影响具有偶然误差

的性质
,

在各次读数过程中产生的读数误差一般被认为是独立的
。

这里的误差独立是指读取

读数本身而并非指获取逆转点的过程
。

可将读数过程分成两部分
,

即判断逆转点和读取逆转

点读数
,

而前者误差之影响是主要的
。

1
.

2 限陈扭动的不规则性影晌

这一误差影响具有偶然误差的性质
。

在观测过程中通常要求在两次读数之间连续均匀地

跟踪陀螺仪转子轴的摆动
,

否则将对读取逆转点读数产生影响
。

由于整个观测过程是一个重

复往返的连续摆动过程
,

所 以在 t i

时刻发生的该误差影响在一个摆动周期内会对 t ; 十 ,

时 刻

和 t ; , :

时刻产生不 同程度的影响
。

由于摆动过程的连续性
,

使得这一误差影响具有一 定 的

相关性
。

1
.

3 陀 , 仪悬挂带不称定和转子轴转动组率不旅定的影晌

这是一种不确定型的误差影响
,

具有随机性
。

由于该误差影响的干扰可能导致陀螺轴运

动轨迹产生畸变
。

故该误差影响直接对确定陀螺轴摆动过程中的动平衡位置产生影响
,

这是

陀螺仪本身存在的干扰影响
。

例如
,

电压的变化
,

轴系间的摩擦等因素的影响所致
。

.

4 渔度变化的形晌

在观测过程中温度变化的影响能使陀螺转子轴的重心产生漂移
,

而这种漂移又不同于正

常的摆动衰减
,

有时它能叠加到摆动过程上
,

直接对逆转点读数产生影响
。

由于温度上升
,

影响悬挂带伸长
,

使重心下移而影响摆动周期
。

观测过程处于相对稳定的阶段时
,

陀螺仪马

达的温升按线性规律变化
,

则该误差影响亦呈有规律的变化
。

1
.

与 不规玛衰减的形晌

陀螺仪转子轴在摆动过程中除了按照一定规律衰减进 行减幅摆动之外
,

由于受到仪器本

身可能存在的各种随机信号的干扰
,

使陀螺转子轴还可能产生不规则的阻尼衰减运动
,

这 类

误差影响对于确定摆幅
a 。
和衰减系数 K 带来干扰

。

这也是一种具有随机性质的误差影响
。

综上所述
,

可 以将以上几类主要误差来源归纳为两部分误差影响
。

一部分误差是受观测

者人为因素影响的
,

在跟踪读数过程中产生的偶然误差
,

即由读数误差影响和跟踪逆转点的

不 规则性影响所产生的一类误差
。

由前面的讨论可知
,

跟踪读数是按照连续摆动周期重复进

行的
,

从而使得这一部分误差具有相关性影响
。

另一部分误差是由于仪器本身存在着干扰引

起的
,

这一部分误差包括悬带和转子频率的不稳定影响
,

温度变化和不规则衰减等因素的影

响
。

根据前述分析可知
,

陀螺仪的
.

摆动过程是一个呈周期性变化的连续过程
,

因此
,

前述各

种具有随机性干扰影响的误差因素在整个连续摆动中构成了一个随机过程
,

并且由于摆动的

周期性
,

这一随机过程还可以认为是一个平稳随机过程
。

采用噪声与信号的概念来代替上述

两部分误差
,

可用符号△表示第一部分的误差— 噪声 ; 用符号 X表示第二部分的误差—



信号
。

在观测过程中
,

噪声△只发生在读数点上
,

由于它的相关性
,

所 以它又是有色噪声 ,

信号 X 在整个连续摆动过程中都存在
,

且与噪声△相独立
。

通常情况下
,

可以采用确定协方差函数的方法
,

利用协方差函数来描述随机过程的统计

性质
。

但是
,

协方差函数的严密表达式常常是难以准确求出的
。

由于协方差函数的介入
,

从

而不可避免地会 出现公式推导上的近似表达和计算工作上的繁琐
,

在很大程度上限制了该法

的应用
。

因此
,

顾及到陀螺仪观测过程中的周期连续性摆动之特点
,

不经过确定 协方 差 函

数
,

采用 M
a kr vo 过程的概念来建立陀螺仪观测误差的随机模型是有其现实意义的

。

2 M ar k vo 过程确定的裸差模型

据上述讨论可知
,

随机千扰的误差影响存在于 整个连续摆动过程中
,

它的 影响是一个随

机过程
。

该随机过程在 , :

时刻的统计性质要受到 。 i

时 刻前的过去时刻的随机过程状态的影

响
,

其影响程度随着过去时刻 t , (了< i) 距 t ;
时刻的远近而不同

。

顾及陀螺仪逆转 点法 观

测中特有的周期性连续摆动之特性
,

可以考虑采用 M ar ko
v 一

1过程和 M
a kr vo

一
2 过程来确定

观测误差之随机模型
。

.2 1 M a kr vo
一

1过程确定的误趁摸型
`

可 以想象
,

随机过程在整个连续摆动过程中的状态会随着摆动的周期性的连续变化而变

化
。

由于随机过程状态的这种周期性的连续变化
,

随机过程在 t i

时刻的状态就可以认为 是

决定它在 t
i 卜 :

时刻统计性质的主要原因
,

而它在 t ; 一 : ,
t

; 一 2 , … , t Z , t :

等过去时刻 的 状

态对 t ; , :
时刻的随机过程统计性质的影响就是非常次要的了

。

如果忽略这些次要因素 的 影

响
,

可以认为此时的随机过程具有 M ar ko
v
特性

。

也就是说
,

随机过程在将来时刻 云; , :
的统

计性质仅仅取决于现在时刻 云; 的状态
,

而与过去时刻的状态无关
; 。

顾 及到随机信号千 扰 误

差影响在连续摆动过程中的这种无后效性
,

可知陀螺仪逆转点法观测中所产生的 误 差 影 响

(记作 ` ;
) 是一个 M ar k vo

一
1过程

。

换言之
, ` ; 的取数仅仅与获取第 卜 1个逆转点观测值

的误差影响
c i 一 ;

有关
。 ` i

可以通过
c i 一 :

与以前的误差影响相联系
,

而 ` ;
本身 则 不 需 顾

及 ￡ , 一 : 以前的误差影响了
。

设陀螺仪观测值的观测方程为

L = G Y + c ,

( 1 )

式中 L 为观测值向量
,

G 是第一设计矩阵
,

它确定了衰减模型的形式 ; Y 为 待 定参 数 向
皿 K l

量 , ￡ = (̀ , , 仁 2 , … , `
。

)
T
是误差向量

。

对于 M
a kr vo

一
1 过程来说

,
一

可以用一阶差分方程的形式来描述 仑 i :

￡ ; = △ ; + p￡ : _ 一 ,

( 2 )

式中
,

△ i
为噪声 (读数误差 ) , p是比例因子

,

回 < 1
。

设初始状态为

c o = X
o ;

E (△
;

) = 0
,

E ( X
。

) = 0 ,

D (△ *

) = a盖= o
资

,
D ( X

。
) = 0 类== 0盖

D (△ ; ,
X

。
) = 0

。

( 3 )
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上我第士式中的
` 。

为初始信号
。

展开 (2 )式
,

有

` , 二 △ 1 + pX
。 ,

它: = △ : + p c , 二 p△ , + △
: + p “ X 。 ,

C 。 = △ 。 + p￡
2 = p Z△ 一+ p△ 2 + △ 。 + p

3
x

。

n 一 1

￡
。

= △
。

+ p ` 。 _ , = △
。

+ 名 p ’ △
二 一 ; + p

.

X 。 .

j = l

用矩阵形式加以概括
,

得

仁
.

t X I
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o

n X I I X I
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+ C △
n X n . 况 1

( 4 a )
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,
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将 ( 4 a
) 代入 ( 1 ) 中

,

得到

L = G Y + B X
。 + C△ ,

进而可得到平差的数学模型为

E ( L ) = G Y

D (毛) = a 圣C C
T + 0

全B B T

( l a )

( 5 )

一 。
萝。

, 十 。
受。

: =

全
。 , Q

i

由 ( 5 ) 式确定的随机模塑体现了用 M a政。 v 一 1玉步程描述的陀
i

螺仪舰侧 ;数据的 误 差影

响岌咋用
l

婉律的特点
。

该随机模垫是杏能正确地反映出实你欢劝误爱影响
,

贝丁取决于读被机

过栓的过去时刻的状态影嗬因
一

萦械葱略得是害基本合理
。

为此
,

下面继续讨论 由 M。赚的
一 2

过程建立随机模型的问题
。

2
.

2
.

M ar k o v 一 2 过程确定的误差摸型

由前述可知
,

M ar 如
v 一

1 连穆描述观测误差的影响
,

顾及了陀绷义邀转点观侧的周期性
的连续性特点

,

对观测过程中误差影响因素进行了一定的假设
,

忽略了随机过程在过去时刻

的状态影响因素
。

现在考虑随机过程在 : 、 _ ; 时刻的某些性质
,

在经过一个周期后
,

可 能会

保留到随机过程在 t
、 十 : 时刻的状态 中

。

也就是对随机过程在将来时刻 , ; 十 ; 的统计性质顾及

过去时刻 t i _ , 的状态影响因素
,

即采用 M
a kr o v 一

2 过程来进一步探讨观侧数据误差影响
“ :

的

统计性质
,

显然对陀螺仪观测误差影响的这种描述 比 M
a kr vo

一
1 过程的描述更加符合客视实

际
。

在这里
,

对于第 i 个误差影响
。 *

的确定
,

不仅要考虑第 i 一 1个误差影响
￡ ; 一 ; ,

而且还

要顾及到第 i 一 2 个误差影响
` ; 一 : 。

仿前
,

写出 M
a kr o v 一 2 过程对应的二阶差分方程

:

￡厂= △ 、 + p l￡ , _ , + p : ￡ ; _ , ,

( 6 )



式中
,

△
1

为噪声 ( 读数误差 )
, 。 , ,

。 :

为比例
.

因子
。

设初始状态为
:

、..̀..rJ

.

￡ o = X
l , ￡ 一 l = X

Z ;

E (△ ;
) = 0

, E ( X l ) = E ( X
Z

) = O ;

D (△ ;
) 二 o

叉
= 0
釜

,

D ( X
,

) = D ( X
Z

)

将 ( 6 ) 式展开
,

有

( 7 )

22O一一
,ùX

O二

( 8 )
22

一一一一一一一一,人23
CCC

:
.

|||少/￡ 4 =

△ , + P : ￡ 。 + p
Z￡ _ , = △ , + p

I
X

: + p
Z
X

:

△ : + p 、 ` 1 + p
Z￡ 。 = △ : + p

, △ , + ( p考+ p Z
) X + p :

p
:

X
Z

△ 3 + p l ￡: + p
: ￡ :

△ 3 + p , △
: + ( p于+ p :

)△
1 + ( p全+ Zp : p :

) X
; + ( p圣p : + p

△ ` + p
; ￡ 3 + P 么` 2

△
` + p : △ 。 + (p全+ p Z

)△
: + ( p灵+ Z p , p :

)△ :

+ ( p全+ 3p圣p
: + p盖拼

, + ( p ; + Zp :
p

:
) X

Z

归纳为 矩阵形式
,

`
_

口 X I
n 又 n n X I

+ b -

n X 月

= C △ +

. X 公 n X
.

1
只

口 X 名

X
1

1 欠 1

X
盆另 1

+ b Z

n X l
万:

1 X l

( 9 )

式中
,

C = ( C

厂

,、

l
产-21以XX

)
n x 二 ,

1

0

P
1

p I C
i 一 z , j

云= j ;

j > i ;

i = 2 ,

j 二 1 ;

其它 (云) 3 )

!、l
又
、

一一C

B = ( b

+ p
Z
C

,

X 一

(
b z = ( b 一

b : = ( b : 1

b : 。

)
T ,

b : 。

)
T .

户bbb

b l ; =
【

p

:

l
p `

、 p l

+ P
:

p
l b - _ l + P : b l , i 一 2

i = 1 ;

艺= 2 ;

其它
。

b : i = p :
C 艺二 1

, … , n
。

上述短阵表达形式很便于编写计 算程序
。

将 ( 9 ) 代入 ( 1) 中
,

得

毛 二 G Y + ￡ = G Y 十 B X + C△
。

( l b )

进而得到 平差数学模型为

E ( L )

D ( L )

= G Y
,

= o
釜C C T + o

全刀B T

( 1 0 )2
刁= o 荃Q

, + o
羞Q

: = a 子Q
; 。

1 1



这里 c 和 B矩阵如( 9 ) 式所示
。

至此
,

我们得到 由 M ar ko
v 一

2 过程描述的陀螺仪 观 测 数

据误差的随机模型
。

为了验证按 ( 5 ) 式和 ( 6 ) 式所确定的平差模型的实际效力
,

下面给出实测数据的试

算结果
。

3 主要计算精果及桔论

笔者利用 G A K
一

1

的 1 组观测数据进行 了试算
。

在计算中
,

对 M a kr vo
一

1

0
.

1一 0
.

9的范围内计算了不同的 O : 和 0
2

矩阵 ; 对M a r k o

一
3 型陀螺经纬仪 (标称精度 士 3 0’’ )

过程中的 p 值
,

按 0
.

1 为 步 长
,

在
v 一 2过程

,

使 p ;

和 p
:

的值在 一 0
.

9~

。
.

9之 间
,

也求出了相应的 O
:

和 0
2

矩阵
,

对于所计算出的协因数矩阵 O
,

和 O
: ,

经过方差分

量估计迭代计算
,

从而得到验前估计与验后估计一致的方差分 量 因 子
u , 和 “ : ,

它 们 的 初

值可以用数值 1 来代入
。

全部计算工作均按笔者编写的 《 陀螺经纬仪观测数据平 差 计 算程

序 》 在计算机上完成
。

按 M ar ko
v 过程建立观测值协因数矩阵的计算框图如图 1所示

。

为便

于比较
,

本文还采用由不同拟合曲线求出的协方差 函数所确定的误差模型方案 (即表 1 和表

2 ) 中所列 c 类计算方案进行计算
,

用来与由 M ar ko
v
过程建立的误差模型计 算方案进行对

比 (即表中所 y1J M 类计算方案
,
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,

表 1

和表 2给 出了主要计算结果
。

表 1 列

出了不同组观测数据在各计算方案中

平差值的精度
。

根据 ( 5 ) 和 ( 10 )
,

图 1

可以得到平差值 Y = ( G T D艺` G )
一 `

G
T

D 石
` L ,

其方差
一

协方 差 阵 为 D 八 =

Y

( G
T
刀i

’
G )

一 ’ ,

取其主对角线元素 即

为相应未知数的平差值之方差 (或中

误差 )
。

由表 1 可见
,

在对各组观测

数据的计算中
,

以 M ar k o v 过程 类 计

算方案所得平差值的精度 最 高
,

且

M
一

2 方案又较 M
一

1方案为好
。

表 2

说明了干 扰信号 X 在不同计 算方 案

下
,

对平差结果可能产生 不 同 的 影

响
。

而对 c 类计算的平差值的影响比

对M 类方案平差值的影响显著
,

尤其

是当观测值本身受到较大的干扰误差

影响时更为明显 (如数据 V )
。

而 采

用 M
一

2 计算方案则可以比较好地 解



决抵抗干扰信号 x对其平差值的影响间题
。
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实际上
,

一个好的随机模型应在各主要方面都龋表现出幕妖的性威
。

从表 1 和毒 么可

见
,

按 M
a r k o v 一

2 建立的随机模型的计算方案 ( M
一

2 ` : , )
,

无论在平差结果的精度上
,

还是

在抵制干扰信号X 的能力上都体现出了较好的性质
。

在计算过程中
,

该方案还具有计算效率

高的特点
。

这些
,

都说明了 M ar k vo
一

2 过程建立的观测误差随机模型基本上反映出了陀螺仪

观测误差的统计性质及作用规律
,

也说明了该法在测量实际生产中应用的现实意义
。

同时还

应指 出
,

合理她确定 p 值 (对M ar ko
v 一

1过程 ) 或 p : , p Z

的值 (对 M ar ko
v 一 2 过程 )

,

以及

方差分量因子
a :

和
,

a :

的值是很重要的
。

因此
,

还需要应用方差分量估计理论或其 它 方 法

解释和评价
,

对所建立的随机模型进一步探讨
。
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