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罗 德 里 格 矩 阵

在共线方程严密解法中的应用

张 森 林

摘 要

在共线方程严密解法中
,

人们 习用的是以方位元素X
s ,

Y s , Z : , 甲 , 。 , K 为

未知数的严密公式
。

本文则 以 罗德里格旋转拒阵的三个独立 元素 b
, a , c

取代角方

位 元素 甲 , 。 , K ,

并推导 了相应的误差方程式
。

理论表明
,

新方法在组成旋 转 拒

阵和计算误差方程 系数中只 需作加
、

减
、

乘
、

除等运算而不需解求三角函数
,

因而

节省 了计算工作量
。

【关镇询】 共线方程 ,
误差方程式 , 旋转拒阵 , 外方位元素

一
、

引 言

由共线方程线性化所获取的误差方程在大倾角的情况下
,

例如在近景摄影测量中
,

一般

要应用严密的公式
。

长期以来
,

人们所习用的是以方位元素x s 、

Y s 、
z 。 、

印 、 。 、 K
为未匆

数的严密公式
L` (以下简称方位元素法 )

,

该公式要求用三角函数组成旋转矩阵相误 差 方

程式的 系数
。

由于三角函数的计算的时间长
,

因而方位元紊法的计算工作量较大
。

’

本文以罗德里格矩阵的独立元素 b
、 “ 、

c 取代方位角元素 叭 “ 、 K
作为共线方程中的未

知数
,

并推导了在这种前提下误差方程组成的严密公式 ( 以下简称为独立元素法 )
。 产
理论棒

计表明
,

罗德里格旋转矩阵的组成只需作加
、

减
、

乘
、

除等算术运算
,

且乘除法总次救扭为
22 次

,

因而可节省计算工作量
。

以下讲述这种推证与实验
。

为了简化推导过程
,

共线方粗中
只取 X s 、

Y : 、
z :
和罗德里格矩阵独立元素 b

、 a 、
c 等 6 个未知数

。

二
、

罗扭里格矩阵的计算和反对称矩阵的性质

罗德里格矩阵是指由实反对称矩阵 S组成的旋转矩阵

本文 1986年 6月收到
.
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a 、

b
、 c
为罗德里格矩阵的独立元素

。

将 S代入 R 并展开得
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式中 △ 二 1

弦
。

十生 ( a Z + b
Z + e Z

)
, a ; 、

b
: 、 e 、

( i = i , z , 3 ) 是旋转矩阵 R 的方向余

则

1
.

罗德里格矩阵的计算

将 ( 2 ) 式中的运算合并化简如下
。

设 A A = a x a
/ 2 , B B = b x b / 2 ,

A B 二 a x b / 2 ,
A C = a x

c/ 2 ,

`

K 二 ( A A + Bp 十 CC ) / 2 ,

W
, 二 1 十 K

,

a , = ( W
: + A A ) /W

; , a : = ( 一 e 一 A B ) /W
:

b ; = ( e 一 ^ B ) / W
; ,

b
: = ( W : + B B ) /W

l ,

e ; = ( b + A C ) / W
, , e : = ( a 一 B C ) /W

: ,

C C 二 e 又 e
/ 2 ,

B C = b x
c/ 2 ,

W
: = 1 一 K

s

a 。 = ( 一 b + A C ) / W
,

b
。 二 ( 一 a 一 B C ) /W

l

e 。 =
(W

Z +

CC ) / w
; } ( 3 )

由 ( 3 ) 式可知
,

组成罗德里格矩阵的 9 个方向余弦总共只需做 22 次乘 (除 ) 法
。

反对称拒阵 S 和罗德里格矩阵的性质

S T = 一 S \

( I 一 S )
T 二 ( I + S )

、

R了 = R
一 ` = ( I 一 S ) ( I + S )

一 ’ = ( I + S )
一 ’

( I 一 S )
( 4 )
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一 ’ = 毛( x + R

T
)

Z
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性质 1
、

2可直接由定义得出
,

现将性质 3
、

4 证明如下
。

由 ( 1 ) 知 R = ( I + S ) ( I 一 S )
一 ’

又 R 为正交矩阵
,

故

R
一 1 = R ,

R
一 1 = ( ( I + S ) ( I 一 S )

一 1 )
一 1 = ( I 一 S ) ( I + S )

一 i ,

R T = ( ( I + S ) ( I 一 S )
一 `

) T 二 ( ( I 一 S )
一 1 ) T

( I + S ) T

= ( ( I 一 S ) T )
一 ’

( I 一 S ) = ( I + S )
一 `

( I 一 S )

R一 1 = R T = ( I 一 S ) ( I + S )
“ ’ = ( I + S )

一 1 ( I 一 S )

性质 3得证
。
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二万 L 气主 + 。 ,
一

L l + 。 , + 气几 + 。 )
一

、 l 一 。 ) ,

1
, T

.

。 、 _ 1

二 一二 , 吸1 十 口 )

2

= ( I + S )
一 ` ,

, :
.

0
.

: 0 、

1
, :

`

0 、 _ ,

叹l 十 口 + 1 一 。 ) = 一二 灭1 + 0 )
艺

2 I

故 性质 4 得证
。

三
、

独立元狠法严密公式推导

已知中心投影的构象方程式

x 二 一 f

( 6 )|1
.

||

y 二 一 f

a l ( x 一 X s ) + b l ( Y 一 Y s
) + e x ( z 一 2 5

)
a 3

( X 一 X s ) + b
。
( Y 一 Y s ) + e 3 ( Z 一 2 5

)

a :
( X 一 X s ) + b : ( Y 一 Y s ) + e : ( Z 一 2 5 )

a :
( X 一 x

s
) + b 3 ( Y 一 Y s ) + e 3 ( Z 一 2 5 )

式中
a ; ,

b
; , c ;

为旋转矩阵 R的方向余弦
,

R取用罗德里格矩阵
。

将 ( 5 ) 式线性化
,

得出误差方程式的一般形式为

V
二
二

V
, =

瓷
d x

s +

轰
` Y S +

散
d z s +

豁
d b +

Oy
J v

.

o y

万瓦
“ A s 十

~

部几
d y

。
+ 一

擎 d z
。

+

理工d b +

d 乙 s 一

己b

巫
`

d a _ _

Oa

Oy 月 _ .

—
U 比 , 一

d a

,

卫兰 d。 一认
己C

一

旦红d。 一 L
.

己C

L
二 二 x 一 (

x ) = x + f
a :

( X 一 X s ) + b l ( Y 一 Y s
) + c ;

( Z 一 2 5 )
a 3

( X 一 X s ) + b 3 ( Y 一 Y s ) + e 3
( Z 一 2 5 )

L
, = y 一 ( y ) = y + f

a :
( X 一 X s ) + b

:
( Y 一 Y s ) + e : ( Z 一 2;s )

a 3
( x 一 x s ) + b

3
( Y 一 Y s ) + e 3 ( Z 一 2丽

…
{

,

` 6 ’

式中 ( x) 及 ( y) 是用各待定值的近似值代入 ( 5 ) 式所算得的 粉
一

和 y计 的 值
,

将 ( 6 ) 式

用矩阵表示为
:
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由 ( 8 ) 式并顾及 ( 4 ) 式之性质 3可得 ,
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4

将 ( 1 3 ) 式代入 ( 1 1 ) 式并顾及 ( 9 ) 式可得
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现对 ( 1 3 ) 式中各偏导数的值推导如下
:
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) 二 ( e Z

( 1 + a ,
) 一 c l a :

1
,

戈a 一 下
一 D C ) L l
乙

+

专
( a Z + b

“ + c “
, + 1

、 ,

1
( a `

一 O `
一 C `

) J 一 又O + 下 a C ) 气一 C 一
一

万

“
J一土4
2

+户乙

1
、

( “ 一 丁 ” c ) ( z
1

, 、 , , _

1
+ Z a 一

, + 气 U +
一

2

一。 ) ( c +

合
a b )

△ 2

,J

4
+

= Z a 〔 1 ( a “ + b
“ + e Z

) 〕 /△
2 = 2 a

△

k
: 二 ( 1 + e 3 + a l + a l e 3 一 e 一a 3

) 二 ( 1 + e 3
) ( 1 + a l
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( 15 )

a b )

( 1 6 )

( 1 7 )

将 ( 1 6 )
、

( 27 ) 式代入 ( 15 ) 式即得

:吞
二

彭笋
+

劝
.

同理可得 ( 13) 式中其余各偏导数的值
。

关于 ( 1 4 ) 式中各系数值
,

由 ( 1 1 ) 式知
:

OX 1 f O X
。

0 Z v
以 I J = 一

- 一一 = 一一 . 一
一一 -石产一 l 一

—
Z生

日b 百 \ a b o b
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于气〔
一

(笋
十

分
一

(
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“

, 之̀二

8 8



介刁
、、 .

.

户
口

一 Y一一 zo
一 2

一

一住
Y

+

、

、刃产
一

一 Y二
z

一

大〔 (
-

一

抓争
+二 竺

f

一 f
f

同理可得 (1 4 )式中的各系数值
。

(1 0)
、

(1 4 )两式构成 T (3 )式中误差方程的全部系数
。

由 (2 )
、

(1 0)
、

(1 4 )式可

知
,

独立元素法旋转矩阵的组成和误差方程系数的计算只包含简单的加
、

减
、

乘
、

除运算而

不出现三角函数
,

且形式也较简洁
。

在竖直摄影的情况下
,

由于各角方位元素都是小角
,

而独立元素 b
、 a 、 。

在一次项精度

内又分别等于角方位元素 。 、

叭
K ,

因此在一次项精度内
,

可以近似地在各系数中引用
a 二 b

澎 c二 O
。

这时 ( 7 ) 式中的各系数值为
:

f
a , , = 一 牙

a ! 4

一
`
(
` +

杀 )

a 2 1 = 0

a 2 4

一谭翌
-

a 一 2 = 0

a 里 5 = 一 塑
f

X
a : 3 = 一 万

a z e = 飞/

( 1 8 )

工H
x

一一一一一一aa

、、. .
产忿一

、̀

+
弓工

f一H杯从
、

一一一一一一2622
aa

( 1 8 ) 式与方位元素法的近似式完全相同
,

它反应了两种方法之间内在的密切关系
。

四
、

实 验

实验采用了一组 6 个点的模拟数据
,

不含粗差
,

用两种方案进行了空间后方交会的对照

运算
。

方案 1
:

文献 〔 1 〕 中的严密方位元素法
,

方案 2 :
按本文推导的严密独立元素法

。

实验使用 P C
一 1 5 0 0计算机

。

模拟数据为
: f = 1 50 m m ,

象点的大地坐标见表 1 ,

点位分布

见图 1
。

未知数的初始值
:

分别取方位元素 甲
、

。
、 K 和独立元素 b

、 a 、 c
为 O , X s ,

Y s ,

2 5

的初始值为X : 二 X
。 : ,

Y s 二 Y
。 : ,

2 5 = M f ; M = 1 2。。 o 为 摄节影比例尺分母
。

计算结果列于

表 2
。

另外
,

用两种方法组成旋转矩阵的计算 (组成 10 0次 )
,

结果如下
:

由罗德里格矩阵组成
:

78 秒 ,

由三角函数组成
: 1 54秒

。



点 号 }X
,

( m ) Y
,

( m )

1 3 0 0

12 5 0

1 7 5 0

1 8 0 0

6 5 0

6 0 0

表

…
}

…
{
}

Z t
( m )

1 0 0

1 3 5 0

5 0

1 2 5 0

1 5 0

1 3 0 0

1 8 0

2 0 0

1 9 5

2 4 0

1 6 0

1 7 0

图 1

K一

一一

.

一
。一

表2

X
t
( m )

空间后方交会两种方法的对照运算

Y
,

( m ) 1 2
,

( m ) { 印 时间 (分 )

理 论 值

方 案 一

方 案 二

1 2 8 0 1 2 0 0 1 9 5 0

1 2 8 0 1 2 0 0 1 9 5 0

1 2 8 0 1 2 0 0 1 9 5 0 5
。

5

6
。

9

000
0八U
ù11Q口,自O心

000
八Un
ùó日Q口9é9自理 论 值

方 案 一

方 案 二

1 3 0 0 1 2 5 0 2 10 0

1 3 0 0 1 2 5 0 2 1 0 0

1 3 0 0 1 2 5 0 2 1 0 0

一 2 0
0

一 2 0
0

一 2 0
。

结论
:

计算空间后方交会时由计算旋转矩阵
,

误差方程
、

法方程
、

解方程和打 印成果等

步骤组成
,

只是由于利用本文的公式在组成旋转矩阵上提高了计算速度
,

而其它各步与方位

元素法相似
。

计算程序是由 B A SI C语言写成的
,

程序解释所用的机时对二种方法是一样的
,

计算中迭代限差取 d甲
、

d。
、

d K
< o

.

S E 一 5 ( 方案 i ) 或 d b
、

d a 、

d e
< o

.

S E 一 5 (方案 2 )
,

取未知数增量的绝对值进行判断
。

表 2 结果一方面证明独立元素严密公式的正确性
,

另一方

面证明在计算速度上方案 2 优于方案 1 ,

因此生产中采用本文推导的独立元素严 密 公 式 为
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