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按克林索求和计算大地水准面差距

垂线偏差及孟力异常

管泽霖 鄂栋臣

摘 要

本文 采用克林 索求和的少 法
,

应用三个重 力模型计算 了东经 80
“

~ 1 2 0
”

和北纬

20
。

~ 40
。

之间的 大地水准面差距
、

垂 线偏 差和重 力异常
。

各模型截 J仪到 况 阶 次 为

止
,

并且将 各模型计井的 5
“ x 弓

“

大地水准面差距和垂 线偏 差平均位进 行 ,j’ 比较

另外还时模型计算的平均重 力异常与实测 的平均重 力异常进行 了比较
。

【关健词】 克林索求和 , 重 力模型 , 大地水准面 差距 ; 垂 线偏 差 ; 重 力异常
。

引力位 V 完全规格化球 函数展开式的形式为
:
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式中完全规格化的勒让德缔合函数 P昙可按下列两个递推公式计算
:
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如果已知引力常数与地球质量的乘积 GM
、

地球长半径
a、

完全规格化的球 函 数 C:和

S尝以及计算点的经纬度入和 印 ,

则可按上列公式计算该点的引力位
。

式中
n
为球函数的阶

,

m 为球函数的次
,

N 为最高阶
。

如果在球函数系数中减去相应的正常位球函数系数
,

则可按 上式计算扰动位 T
,

由于两

者计算方法一样
,

为了叙述方便起见
,

以后不再区分 T 与 v
,

一律用 v 来表示
。

目前各种新的测量手段相继出现
,

测量精度日益提高
,

所获与地球重力场有关的救据愈

来愈丰富
,

因此引力位的球函数展式所展开的阶次也愈来愈高
,

例为 G EM一 10 。
模型已展开

到完整的 180 x 1 80 阶次
,

与其相应的球函数系数有三万多个
。

如果要求每隔 1
“

经纬度间距
,

计算一个引力位的数值
,

全球就有六万多个值
,

这一计算工作是相当大的
。

即使用计算机计

算
,

所用的计算时间也不会少
。

计算中主要的工作是递推 P :
,

由 ( 2 ) 式可以看出
,

递推 公 式 中 包 含 P登
、

P尝
_ , 及

P乳 : ,

该式是在 m 相同的情况下由两个较低阶 (n 一 1) 和 (n 一 2) 的 P乳 : 和 P尝
一 :
递推

n
阶

的 P :
。

对于此项计算
,

如果我们将公式 ( 1 ) 改变一下
,

将第一次求和 (即第二个求和符号
. N

盈2 不按
“
阶固定对 m 次求和

,

而是改写成 m 次固定对
”
阶求 和 (即求和符号恩 ,

,

就

有相应的递推公式
。

如按该递推公式递推就显得方便多了
。

并且可以连续地进行递推
,

最后

将所有的 P : 用 P : 来表示
,

这是克林索求和的第一个特点
。

克林象求和方法的第二个特点是在递推时不仅单纯地递推 P :
,

而且是直接递推球 函 数

系数与 P : 的乘积 (即 C士P晋和 s士P : )
。

克林索求和方法的第三个特点是在递推球函数系数与 P尝的乘积时
,

由最高阶
n = N开始

递推到最低阶 (n
= m )

。

本文用克林索求和方法在 T Q一 16 机上对大地水准面差距
、

垂线偏差以及重力异常 ( 点

值及乘展平因子的平均值 ) 进行了计算
,

并与常用计算公式 ( ( 1 )式 ) 的计算结果进行了比

较
,

结论是在相同的条件下
,

用克林索求和计算的时间要比通常的计算方法少一半
,

而且克

林索求和所占的计算机的内存单元 少
,

因此可使一次计算的点数增多
,

进而又缩短了计算的

时间
。

克林索求和的基本原理如下
,

假设将 S 展开成从
n = m 到

n = N 的 n
阶勒让德多

.

项 式
,

则可写成
:

S = S盟二 习 y
o

p
。

(
x )

式中 y 。

为
n
阶多项式的系数

, p
。

( x) 为
n
阶勒让德多项式

,

如果写成矩阵形式即为
:

S = Y , P ( x )

式中 Y T = ( y m , y 二 十 : , … , y N ) T
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P (
x)=

( p
二

( x)
,

P
二 十 :

( x )
, … , p N ( x ) ) r

同时由于勒让德多项式中相邻的三项可以递推公式来表示即
:

p
。

( x ) + a 。

( x
) p

。 _ l
(
x
) + b

。

P
。 _ 2

(
x
)

= 0

如果也写成矩阵形式
,

则
:

A P ( x ) = P
。
( x )

式中

1 0 0

a 口 + x

b 。 , :

1 0

a 。 + 2 1

/ p 。
( x )

O

、 月l|jn甘né

0 P
。
( x

)
= :

0

...iltA
0 0

r/l

||
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由此多项式 S 即为

S = Y T A
一 1 P o = P

。
( A

T
)
一 I Y

A T
是一个上三角矩阵

,

则解向量 ( A勺
一 `

y 就很容易地被求得
。

如果我们假 设 s , = ( 5 . ,

5 . 、 : ,

…
, s N

) 以及 s = ( A
,
)
一 ’

Y
,

并且由于 s N , : = : N 十 : = o
,

则

s
。

= 一 a n 、 一s 。 、

一 b
二 十 : s

。 十 : + y
二

一直求到求和的上限
s 。 ,

则多项式 S 即可写成
:

S = s o P二 (
x )

对于 S 的一阶导数 D
;
S 展开式

,

也可以用克林索求和的方法
,

设 :

D ; S “
习 Y

。

D
1p

.

( x )

式中 D ; p
。

( x) 二是
n
项勒让德多项式的一阶导数

,

它可以对矩阵 S = Y , A
一 ’ P 。

( x)
.

求导得出

D ; S = Y , ( D
i
( A

一 `
) P

。
(
x ) + A

一 I D 。
( P

。
( x ) )

= Y从
一 ’ ( 一 D ;

( A ) A
一 I P 。 ( x ) + D ;

( P
。 ( x

) )

= s , ( 一 D `
( A ) A

一 I P
。
(
x ) + D i

( P
。
(

x
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设中式
、

假

s , = 一 ( s , D ;
( A ) A

一 ,
)

T



以及

s吞
, : = s益

+ : = 0

贝叮

s二= 一 a 。

不: s二不: 一 b
.

不: s二子: 一 a二不: 5 .

干:

同样
,
一直求到求和的上限 m

,

则得
:

D 。 S = s孟P二 ( x ) + s一 D : P . ( x )

顺便提一下
,

克林索求和不仅用于物理大地测 t 中
,

对于几何大地测量以及地图投影中

的有关问题也可采用
。

有关具体计算公式的推导从略
,

只在下节中给出最后的计算公式
。

二

用克林索求和计算公式如下
:

1
、

大地水准面 . 距

N =

粤%m0息价
。。 S m ` · 死 “一`

!死

( 4 )

式中

=

婴 i.m〔
`: cOS

m` +

小` m

恤
=

婴息卜cOS m ` ·

sfs
认 m `

!

盆P :
, 丫为正常重力

。

孟的递推公式为
:

、 ,|1
.

||
we

|
|
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J

了l|
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ee
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|eees/

晓一究
` =

一
厂 一 卜 iI ` 二

i

户
i 一 I 则 w ; 二

。 一 n + , ’ 。 + , 一 “ 十 ’ . “ 十 2

” ” }
“

当 i = 五 则 W白 “

甲nS

士、...声

a 。 + 飞 = 一〔
( Z n + 1 ) ( Z

n + 3 ) ( 5 )

(
n 一 m + l ) (

n + m + 1 )

士、 ...户

b
. 十 : =

忍白
+ l =

( Z
n + 5 ) (

n 一 m + 1 ) (
n + m + 1 )

( Z
n + 1 ) ( n + m + 2 ) ( n 一 m + 2 )

忍白
, : = 0

递推时由
n 二 N 推到

n = m
。

它的另一递推公式同 ( 3 ) 式
。

以后用右上角指标表示与 C晋 ( i 二 I ) 及S晋 i(
= 亚 ) 有关的量

,

并不再加以说明
。
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eeleeG M

a Y 〔
h: · o s m` + h”。 `· m

勺
( 6 )

N

习é0’’0’’ 一R

GM
一面刃 R e o s甲 色 (

k: s` n m入一 k: c os m、
)

式中

r 1 7
11 二 = I

—
` 二

气c OS甲
+ t g甲不孟!死

k盆二 鱿 P:

R为平均地球半径

此 及此的递推公式为

忍: = 一 a . 十 l 王盆
十 : 一 b

。 十 : 乙盆
+ : + W益

r ( Z
n 一 1 ) ( Z n + 一 ) 、 十

_ , _

厂
= 一 ! 一不不一不二不不万工下万了一 ! s l n 甲a . + : L (

n 一 m ) ( n + m ) ) 一
甲

一
一
「一卫鱼丝鱼些竺竺垃吐卫匕一、十

b
二 + : 一 L ( Z

n 一 1 ) ( n + m + 1 ) (
n 一 m + 1 ) J

( 7 )

、

…
沙

l|
1

.

/

W 盆= (
n + m ) w 盆

孟 = 一 a 。 十 l 乙孟
+ : 一 b

。 十 :

W = n 、 V

{
{

( 8 )

忍白
十 : = 忍山

十 : = 0

此 的递推公式与 ( 6 ) 式相似
,

仅需用 m w 孟代替 w 盆即可
。

递 推 时 由
n = N 递 推 到

n = m
o

另一个递推公式同 ( 3 ) 式
。

h孟也可用下式来计算
:

h应 = 此
`

死
一 此芍下:

乙二` 的递推公式为

王二
` = 一 a . , : 忍二冬: 一 b

。 , : 王二斗: 一 a 二
, : 忍孟

, -

a七
* : = 一 a 。 , ; e t g 印

( 9 )

\ l||||

!
/

D P :
= 一 m t g 甲 P :

解
: “
峪未

: 二 0



递推时由 n=N 递推到
n= i n

。

3
、

, 力异常

( 1 ) 点重 力异常

G M
△ g 二 石豆一 全

r : 。 。 s m、 十 r替5 1。 m、 1 ( 1 0 )

( 2 ) 乘平展因子的平均重 力异常

△ g M =

器焦〔
· :

一
、 + ·。5 1

一
、

! ( 1 1 )

式中

r盆 = L品 P:

u石= L
二

尸孟

L孟及 L盆的递推公式与 ( 5 ) 式相似
,

前者需用 (n 一 1) w 白代替 w 孟
,

后者用 (n 一 1) q w 孟代

替 w 孟
, q 为展平因子

,

本文采用别列年的展平因子
:

q 二

· t g
一

杏
P : ( 。 o ·。)

e s i n e 、 士

一
~

牙-
~

J

为计算平均重力异常方块的边
,

例如计算 S
O

x s
。

方块的平均重力 异 常
,

则 e = 5
。 ,

小

0 == 2
. “

8 2
。

. .. . .. . . .. . . .. .

. . . . . .

. . . . . 、

本文计算时采用了三组地球模型
:

我国初期计算的两个模型 (用 A 和 B 表示 ) 及 拉 普

模型 ( 1 8 0 x 1 80 阶次 )
,

由于拉普高阶系数对表达我国局部重力场的作用不明显
,

以及为了

与 A
、

B 模型相应
,

后者也只截取到前 22 阶次
。

大地水准面差距及垂线偏差计算是在东经 80
。

一 1 20
。 ,

北纬 20
。

一 40
。

范围内进行的
,

每

隔 5
。

经纬度间距计算一点
,

共 45 点
。

重力异常是在东经 7 5
。

一 12 。
“ ,

北纬 20
。

一 4 5
。

范围内进

行计算的
,

每 5
0

x s
。

方块计算一个平均重力异常值
,

共 45 个平均值
,

点重力异常在相应的

S
O

x s
“

中心点上进行计算
,

共 45 个点值
。

全部计算采用
“ G RS 19 8 0 ”

大地测量基本参数
。

从计算结果中可以看出
:

( l ) 将 A
、

B 模型与拉普模型计算的我国大部分地区大地水准面差距求 出 差 距 之 差



(用△ NA
及 △ N。

来表示 )
,

表 1 中分别列出各差值的中误差
。

衰 1

垂垂 线 偏
、

差 之 差 ( l,)))

子子 午 分 量 … 卯 酉 分 量量

M
` N ^

M` N。

士 1 7 M八 七 ^

M
人 ` B

士 2
。

士 3
。

M
` , 人

M
` , 。

士 1
。

士 1
。

M
八 . M *

M
△ , M :

士 1 1

从所得到的大地水准面差距之差
,

我们可以看出
,

东西方向上 △N 人
有一系统性的 平 缓

的倾斜
,

倾斜的幅度为 20 米一 10 米
。 △N 。

则无此明显的趋势
,

但在我国西北部有一 较 为 剧

烈的隆起
,

幅度为 15 米
,

而东北部有一凹陷
,

幅度为 一 5 米
。

( 2 ) 分别计算了 A
、

B 模型与拉普模型的子午垂线偏差分量 屯之差 (用 △毛A 和 △弓。
表

示 ) 及卯酉垂线偏差分量 n 之差 (用 △n 人 和 △ n B
表示 )

,

从表 1 的结果中可以看出
, △ 11人和

△n 。 的误差大致相同
,

而 △。 A
则带有系统趋势

,

东西方向也有系统的变化
,

幅 度 由 1
. “

5 到

一 2 1, ,

但对于 △息。 来说
,

则不及 △毛A
误差小 (见表 1 )

,

这是由于在我国西北部有一个 比

较剧烈的 △N
。
的隆起

,

促使 △屯
。

有较大的变化
,

幅度为 一 9
“ ,

同时在东北部有一幅度为 l5,

的变化
。

( 3 ) 计算了 A
、

B模型与拉普模型的平均重力异常 △ g M 之差 (用 △ g M ;

和 △ g、 : 。
表 示 )

以及在 5
“ x s

。

交叉点上的点重力异 常之差
。

点重力异常值与平均重力异常值的差别
,

只是没有乘 q
。

从本文计算的结果来看
,

同一

种模型的 5
0

x s
。

平均重力异常值与点重力异常值之差最大可达 3 毫伽
,

因此
,

即使阶次不

很高
,

计算 6
“ x s

。

平均重力异常值
,

还是有必要顾及展平因子 q
。

与大地水准面差距相似
, △g M *

从中部向东西两个方向有系统而平缓 的 倾 斜 趋 势
,

而

△g M ,
亦有一个重力异常隆起和凹陷

,

幅度分别为25 毫伽及 一 10 毫伽
。

从两者的 中误差来看
,

M “ , ^
要小一些

。

本文将这三个模型与 5
“

x s
“

方块实测重力异常的平均值比较
,

其结果列于表 2 中
。

衰 2

M
。 , M

( m g a l )

士 1 6
。

士 1 6
。

拉 普 士 1 7

从表中的结果来看
,

三者精度大体相似
。

由上列计算结果可 以看出
,

在我国大部分地区内 A
、

B 模型并不比拉普模型有明显的优

越性
。
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H o w e v e r i f t h e C le n -

s h a w s u m m a t i o n w e r e u s e d
,

t h e e o m p u st t i o n e o u ld b e m a d e m o r e e o n v e n ie n t
.

s o m 。 c o m p a
分i s o sn h a v e b e e n m a d e b e t w e e n t h e i n i t i a l l y d e v e lo p e d m o d e is ^ a n d B

i n o u r e o u n tr y a n d R a p p m o d e l ,
b y 5

0 x 5
0

m e a n g e o i d a l u n d u l a t i o n a n d d e f le e t io n o f

v e rt i ca l
, e o v e r i n g a n a r e a o f 8 0

“

一 1 2 0
0

e a s t l o n g it u de a n d
1
2 0

。

一 4 0
0 n o r t h l a t i t u d e .

E a e h

m o d e l h a s b e e n t r u n e a et d u p t o 2 2 de g r e e a n d o r d e r
.

T h e e o m p a r is o n o f m e a n g r a v it y

a n o m a l ie s h a s be e n m a d e b e t w e e n o b s e r v a t i o n a l a n d e a e h o n e o f ht r e e m o de is
.

T h e r e s u
lst

s h o w t h a t : ( 1 ) △N ^ ,
t h e d i f f e r e n e e o f g e o id a l u n d u la t i o sn b e t w e e n

A m o d e l a n d Ra p p m o d e l ,
h a s a s y s et m a t i e t i l t n e a r e a s t

一 w e s t d i r e e t io n .

△N B ,
t h e d i f

-

fe r e n e e b e tw e e n B m o d e l a n d R a p p m o d e l
,

h a s a s t r o n g a s e e n t i n N o r t h
一

W e s t C h i n a

a n d a d e s e e n d i n N o r t h
一

W e s t C h i n a .

( 2 )△屯B , t h e d if f e r e n e e o f co m po n e n t s 屯
,

b e t w e e n

B m o d e l a n d R a p p m o d e l ,
h a s a d留 e e n d i n C e n t r a l C h i n a , a n d △n

人 , t h e d i f f e r n e e o f

e o m p o n e n st ” ,
b e t w e e n A m o d e l a n d R a p p m o d e l , n a s a s y s et m a t i e t i l t

.

( 3 ) T h e m e a n

e r r o r s o f t h e d if fe r e n e e s o f m e a n g r a v i t y a n o m a l i e s o b at i n e d b y o bs e v a t io n s a n d e a e h o n e

o f t h r e e m od e is se p a r a et l y a r e s im i la r
.

T h e e o n e l u s i o n 15 t h a t A a n d B m o d e is a r e n o t m o r e s u iat b l e t h a n R a P P m o d e l fo r

o u r co
u n t r y

.

IK e y w o r d s
l

c l e n s h a w s u m m a t io n , g r a v it v m o d e l , g e o i d a l u n d u la t i o n de f l e e t i o n ,

v e r t i e a l , g r a v i t y a n o m a l i e s
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