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利用激光干涉测距三维网的加权秩亏自由网平差
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摘　要：激光跟踪仪在激光干涉测距模式下，其测距精度要远远高于测角精度，利用极坐标测量的空间点坐标

精度主要受测角误差的影响，利用激光跟踪仪的高精度激光干涉测距值构成空间三维激光干涉测边网，消除

测角误差对空间点位的影响，采用基于重心基准的加权秩亏网平差模型进行整网平差。定向点坐标近似值采

用极坐标方法确定，测站中心坐标近似值采用距离后方交会解算，通过附加约束矩阵精密求解测站点和定向

点的三维坐标值。实际计算结果表明，该模型在１２ｍ测量范围内将激光跟踪仪的点位精度由８７μｍ（标称

值）提高到了２７μｍ。
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　　激光跟踪仪属于精密的工业大尺寸测量仪

器，其采用单频激光干涉测距原理，可以精确测量

空间距离，并采用极坐标原理得到空间点的三维

坐标值，在航空航天、精密工程与工业测量、机械

制造与安装等领域有着广泛的应用［１］。但激光跟

踪仪的测角精度与全站仪相比，却没有显著提高。

以徕卡 ＡＴ９０１型激光跟踪仪为例，其ＩＦＭ（ｉｎ

ｔｅｒｆｅｒｏｍｅｔｅｒ）测距精度为#０．５μｍ／ｍ，其测角精

度为
#

（１５μｍ＋６μｍ／ｍ），标称点位精度为#

（１５

μｍ ＋６μｍ／ｍ），由此可见，激光跟踪仪在采用极

坐标原理进行定位时，测角误差是影响点位误差

的主要因素［２］。

基于激光跟踪仪极坐标测量已经很难进一步

提高点位精度的现状，本文只采用激光跟踪仪的

激光干涉距离观测值组成空间三维测边网进行整

网平差，消除激光跟踪仪测角误差的影响。在保

证足够距离观测值的前提下，基于激光干涉测距

的空间三维网在平差解算时存在数亏问题，但与

传统秩亏网相比，激光干涉测距的三维空间网是

在激光跟踪仪不整平状态下测量的，不存在水平

面基准。本文采用加权秩亏自由网平差模型，很

好地解决了激光干涉三维测边网的平差问题，将

点位精度提高了约３倍。

１　激光干涉三维测边网基准确定

设激光跟踪仪在第犻（犻＝１，２，…，犿）个测站

对狀个定向点进行了距离观测，同时可以得到狀

个点的距离值和角度值，如图１所示。

图１　激光跟踪仪空间三维测边网

Ｆｉｇ．１　Ｓｐａｔｉａｌ３ＤＴｒｉｌａｔｅｒａｔｉｏｎＮｅｔｗｏｒｋｏｆＬａｓｅｒＴｒａｃｋｅｒ

设第犻个测站对第犼个点的距离观测值为犛犻犼，

测站坐标为 珔狓犻，珔狔犻，珔狕（ ）犻 ，犻＝１，…，犿，定向点坐标为

珔狓犼，珔狔犼，珔狕（ ）犼 ，犼＝犿＋１，…，犿＋狀，则第犻个测站对

第犼个定向点的测量方程为：

珚狓犼－珚狓（ ）犻
２
＋ 珔狔犼－珔狔（ ）犻

２
＋ 珔狕犼－珔狕（ ）犻

２
＝

犛犻犼＋Δ犛犻（ ）犼
２ （１）

对式（１）求全微分，可得到误差方程为：

狏犻犼 ＝犮犻犼δ犡犻＋犱犻犼δ犢犻＋犲犻犼δ犣犻－犮犻犼δ犡犼－
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犱犻犼δ犢犼－犲犻犼δ犣犼－犾犻犼 （２）

式中，

犮犻犼 ＝－
犡０犼－犡

０
犻

犛０犻犼
，犱犻犼 ＝－

犢０犼－犢
０
犻

犛０犻犼

犲犻犼 ＝－
犣０犼－犣

０
犻

犛０犻犼
，犾犻犼 ＝犛犻犼－犛

０
犻犼

其 中， 犡０犻，犢
０
犻，犣

０（ ）犻 为 测 站 点 的 近 似 坐 标；

犡０犼，犢
０
犼，犣

０（ ）犼 为定向点的近似坐标；犛
０
犻犼为犻、犼两点

近似坐标计算的斜距值，

犛０犻犼 ＝

犡０犼－犡
０（ ）犻
２
＋ 犢０犼－犢

０（ ）犻
２
＋ 犣０犼－犣

０（ ）犻槡
２ （３）

　　由于角度值不参与平差解算，因此犿 个测站

仅求解测站中心点的三维坐标 犡０犻，犢
０
犻，犣

０（ ）犻 ，而不

求解测站坐标系的旋转参数 犚狓，犚狔，犚（ ）狕 和坐标

系尺度因子犽，则犿个测站依次对狀个定向点进

行观测时，未知参数的个数为３ 犿＋（ ）狀 ，激光干

涉测距所组成的观测方程的个数为犿×狀，为了使

控制网不存在数亏，则需要观测方程个数大于未

知参数个数，即满足如下条件：

犿狀≥３（犿＋狀） （４）

进一步可得：

犿≥
３狀
狀－３

＝３＋
９

狀－３
（５）

　　由于犿、狀均为正整数，因此测站数犿≥４，定

向点数狀≥４，则犿、狀对应的最小取值如下：犿＝１２、

８、６、６、５、５、５、５、４；狀＝４、５、６、７、８、９、１０、１１、１２。

将式（２）写成矩阵形式为：

犞
犿狀×１
＝ 犃

犿狀×３（犿＋狀）
δ犡

３（犿＋狀）×１
－ 犾
犿狀×１

（６）

式中，

犞
犿狀×１
＝ （狏１１，狏１２，…，狏１狀，狏２１，…，狏２狀，…，狏犿狀）

Ｔ

犾
犿狀×１
＝ 犾１１，犾１２，…，犾１狀，犾２１，…，犾２狀，…，犾（ ）犿狀

Ｔ

δ犡
３（狀＋犿）×１

＝ δ犡１，δ犢１，δ犣１，…，δ犡犿，δ犢犿，δ犣犿，δ犡犿＋１，δ犢犿＋１，δ犣犿＋１，…，δ犡犿＋狀，δ犢犿＋狀，δ犣犿＋（ ）狀
Ｔ

犃
犿狀×３（犿＋狀）

＝

犮１（犿＋１）犱１（犿＋１）犲１（犿＋１）０００ … ０ ０ ０ －犮１（犿＋１）－犮１（犿＋１）－犮１（犿＋１）０００ … ０ ０ ０

           

犮１（犿＋狀）犱１（犿＋狀）犲１（犿＋狀）０００ … ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０００ …－犮１（犿＋狀）－犮１（犿＋狀）－犮１（犿＋狀）

           

０ ０ ０ ０００ …犮犿（犿＋１）犱犿（犿＋１）犲犿（犿＋１）－犮犿（犿＋１）－犮犿（犿＋１）－犮犿（犿＋１）０００ … ０ ０ ０

           

０ ０ ０ ０００ …犮犿（犿＋狀）犱犿（犿＋狀）犲犿（犿＋狀） ０ ０ ０ ０００ …－犮犿（犿＋狀）－犱犿（犿＋狀）－犲犿（犿＋狀

熿

燀

燄

燅）

２　激光干涉三维测边网附加约束基

准确定

　　空间三维控制网在进行平差时，为防止控制

网系数矩阵出现数亏，需要有足够的起算基准，但

该类控制网只有长度而无位置和方位信息，整个

控制网的尺度基准根据激光干涉的精密距离观测

值确定，因此，系数矩阵犃为列降秩矩阵，由此导

致犖＝犃Ｔ犘犃为奇异阵，因此该方程的解不唯一。

为了获得唯一解，必须加入新的约束矩阵犌。附

加约束法的秩亏网平差模型如下［３，４］：

犞
犿狀×１
＝ 犃

犿狀×３（犿＋狀）
δ犡

３（犿＋狀）×１
－ 犾
犿狀×１

犌Ｔ
犱×３（犿＋狀）

犘犡
３（犿＋狀）×３（犿＋狀）

δ犡
３（犿＋狀）×１

＝
烅
烄

烆 ０

（７）

　　基于激光干涉测距的三维空间网的基准个数

犱＝６，通常，对系数矩阵犌做如下要求：

ｒｋ（犌Ｔ）＝ｒｋ（犌
Ｔ犘犡）＝犱

犃犌 ＝０

犌Ｔ犘犡犌 ＝

烅

烄

烆 犐

（８）

对式（７）按照式（９）进行求解：

犞Ｔ犘犞＝ｍｉｎ

δ犡
Ｔ犘δ犡δ犡＝

｛ ｍｉｎ
（９）

　　按最小二乘原理进行求解，可得：

δ犡＝ （犖＋犘犡犌犌
Ｔ犘犡）

－１犃Ｔ犘犾

犙δ犡 ＝ （犖＋犘犡犌犌
Ｔ犘犡）

－１犖（犖＋犘犡犌犌
Ｔ犘犡）

－
烅
烄

烆
１

（１０）

式中，犖＝犃Ｔ犘犃；犘为观测值权阵。由于各条边

的测量可以认为是独立观测，则权阵为对角阵，单

位权中误差按式（１１）计算：

μ＝
犞Ｔ犘犞

犿狀－３（犿＋狀）＋槡 ６
（１１）

则平差后，未知参数的精度为：

犿δ犡犻 ＝μ 犙δ犡槡 犻
（１２）

　　在激光干涉测距三维网中，由于尺度因子已

经确定，其所对应的附加矩阵按照式（１３）确定：

犌Ｔ
６×３（犿＋狀）

＝

１ ０ ０ … １ ０ ０

０ １ ０ … ０ １ ０

０ ０ １ … ０ ０ １

０ 狕０１ －狔
０
１ … ０ 狕０狀 －狔

０
狀

－狕
０
１ ０ 狓０１ … －狕

０
狀 ０ 狓０狀

狔
０
１ －狓

０
１ ０ … 狔

０
狀 －狓

０
狀

熿

燀

燄

燅０

（１３）

３２２



武 汉大学学报·信息科学版 ２０１５年２月

　　在激光干涉测距三维网平差中，可以认为各

个距离观测值相互独立，观测值的误差主要和测

量距离相关，因此需要进行加权平差，本文按照距

离先验观测误差
#０．５μｍ／ｍ确定观测权阵

［５］。

３　激光干涉三维测边网概算

在进行秩亏网平差之前，需要求解所有未知

参数的近似值，在激光干涉三维测边网中，位置参

数分为测站点和定向点两种，按照如下原则进行

概算。

在激光跟踪仪测站１坐标系下，激光跟踪仪

对第犼个定向点的观测值为 犎狕１犼，犞１犼，犛１（ ）犼 ，如

图２所示。

图２　激光跟踪仪第一测站定位原理

Ｆｉｇ．２　ＰｏｌａｒＣｏｏｒｄｉｎａｔｅＭｅｔｈｏｄｏｆＦｉｒｓｔＬａｓｅｒ

ＴｒａｃｋｅｒＳｔａｔｉｏｎ

设激光跟踪仪的中心坐标为犗（０，０，０），则可

以得到第犼个定向点在激光跟踪仪测站１坐标系

下的坐标为［６］：

犡０犼 ＝犛１犼ｃｏｓ（犞１犼）ｃｏｓ（犎狕１犼）

犢０犼 ＝犛１犼ｃｏｓ（犞１犼）ｓｉｎ（犎狕１犼）

犣０犼 ＝犛１犼ｓｉｎ（犞１犼

烅

烄

烆 ）

（１４）

则以 犡０犼，犢
０
犼，犣

０（ ）犼 为第犼个定向点的近似值。由

于定向点坐标的近似值是在测站１坐标系下概算

得到的，若第犻个测站对第犼个定向点的距离观

测值为犛犻犼，即可得到如下方程
［７］：

犡０犻 －犡
０（ ）犼
２
＋ 犢０犻 －犢

０（ ）犼
２
＋

犣０犻 －犣
０（ ）犼
２
＝ 犛犻（ ）犼 （１５）

　　若第犻（犻＞１）个测站对三个以上的定向点进

行测量，则该测站点坐标的近似值即可按照

式（１５）进行测站点坐标的概算，即距离后方交会。

４　附加约束矩阵的中心化和标准化

在激光干涉测距的三维测边网进行秩亏自由

网平差时，为满足附加约束矩阵犌Ｔ进行标准化的

要求，应该首先进行中心化，即把坐标系的原点移

到重心点处，然后依此为基准求出三维测边网中

每个点的重心坐标，即在犌Ｔ矩阵中，应该将近似

坐标 狓０犻，狔
０
犻，狕

０（ ）犻 改变为重心坐标（狓
０
犻－珚狓

０，狔
０
犻－

珔狔
０，狕０犻－珔狕

０），从而完成矩阵的中心化［８，９］。

附加约束矩阵犌Ｔ的标准化是在中心化的基

础上进行的，根据基准条件可知，犌Ｔ犌矩阵为一

个对角矩阵，为了实现犌矩阵的标准化，引入辅

助矩阵犇：

犇
６×６
＝

ｄｉａｇ
１

犿＋槡 狀

１

犿＋槡 狀

１

犿＋槡 狀
１／ ∑

犿＋狀

犻＝１

（珔狕
０２
犻 ＋珔狔

０２
犻槡
） １／ ∑

犿＋狀

犻＝１

（珔狕
０２
犻 ＋珚狓

０２
犻槡
） １／ ∑

犿＋狀

犻＝１

（珔狔
０２
犻 ＋珚狓

０２
犻槡

烄

烆

烌

烎
）

（１６）

式中，（珚狓
０
犻，珔狔

０
犻，珔狕

０
犻）即为重心坐标（狓

０
犻－珚狓

０，狔
０
犻－珔狔

０，

狕０犻－珔狕
０）。令

珚犌Ｔ
６×３（犿＋狀）

＝ 犇
６×６

犌Ｔ
６×３（犿＋狀）

（１７）

将珚犌Ｔ 作为秩亏自由网平差的附加约束矩阵，则

可以得到：

珚犌Ｔ珚犌＝犐 （１８）

由此可见，珚犌Ｔ 矩阵即实现了标准化，并满足式（８）

的要求，因此，在激光干涉测距的三维测边网平差

中，重心基准不变，其他各个平差值是相对于重心

的，所以激光干涉测距的三维测边网平差是以近

似值系统为基准的。由于激光干涉测距的三维测

边网平差前和平差后基准的形式保持不变，因此，

三维测边网属于固定形式的基准，即强基准［１０］。

可以证明［３］，基于激光干涉测距的秩亏自由

网平差后重心坐标等于平差前各点近似坐标的中

心坐标，重心点至各点的边长的平方与平差后的

方位角乘积之和与平差前和平差后重心点到各点

的边长平方和相等。

５　数据解算

为了验证上述模型并测试系统的精度，采用

徕卡 ＡＴ９０１Ｂ型激光跟踪仪在某实验室内共布

设了犔１～犔８８个测站，测站之间的最大高差约为

０．４ｍ，激光跟踪仪各个测站近似水平
［１１］。在每

个激光跟踪仪测站上对１３个定向点进行测量，定

向点基本均匀分布在实验场内，定向点之间的最

大高差约为１．５ｍ，其中犘１～犘８位于地面上，其

４２２
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他点位于墙壁上，点位平面分布如图３所示。

图３　测站点和定向点平面分布图

Ｆｉｇ．３　　ＳｋｅｔｃｈｏｆＳｔａｔｉｏｎａｎｄＯｒｉｅｎｔａｔｉｏｎＰｏｉｎｔｓ

该实验中，观测方程总数为１０４个，未知参数

个数为６３个，基准个数为６个，多余观测个数为

４７个。采用基于激光干涉测距的秩亏自由网平

差模型对三维控制网进行平差解算，平差基准仍

旧采用重心基准。平差后，单位权中误差为４．６

μｍ，均方根误差为７．２μｍ，８个测站和１３个定向

点的平差结果分别如表１和表２所示。

从表１和表２中可以看出，基于激光干涉测距

的空间三维网经过秩亏自由网平差后，在１２ｍ×

１２ｍ的测量范围内，激光跟踪仪的测站点位误差

最大值为１８．５μｍ，最小值为８．６μｍ，点位平均误

差为１３．６μｍ，而定向点的最大点位误差最大值为

２６．９μｍ，最小值为８．３μｍ，点位平均误差为１６．５

μｍ，可见，测站点的精度略高于定向点。

表１　测站点坐标平差结果

Ｔａｂ．１　ＡｄｊｕｓｔｅｄＶａｌｕｅｓｏｆＳｔａｔｉｏｎＣｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ

测站 犡／ｍｍ 犢／ｍｍ 犣／ｍｍ 犿犡／μｍ 犿犢／μｍ 犿犡犢／μｍ 犿犣／μｍ 犿犘／μｍ

１ －４０１２．５７１４ ６１６．７９０８ ４８５．９３４ ５．４ ４．９ ７．３ １６．８ １８．４

２ －２１２２．１２９３ ２１８８．９９５２ ４６８．５９７９ ３．０ ３．５ ４．６ ９．３ １０．４

３ ２８８．３３６６ －４１２．５４５５ ４２０．９４３９ ３．４ ３．１ ４．６ １０．６ １１．５

４ ８６５．６８６６ －２４０６．８６２４ ３９５．７７３１ ４．５ ４．９ ６．７ １４．８ １６．２

５ －４０７．５０９１ －２４３．９４５６ １０２６．４７３２ ２．４ ２．４ ３．４ ６．６ ７．４

６ －２００９．１４４６ ２５６．４７８１ １０６２．９２４７ ２．９ ２．８ ４．０ ７．１ ８．２

７ ６１２２．９９４７ －１５３．１６８８ ４４９．１０４５ ２．４ ４．２ ４．８ １０．０ １１．２

８ ４５１６．５２７２ －２４０１．６４３８ ３３５．５４８３ ２．７ ５．１ ５．８ ８．２ １０．０

表２　定向点坐标平差结果

Ｔａｂ．２　ＡｄｊｕｓｔｅｄＶａｌｕｅｓｏｆＯｒｉｅｎｔａｔｉｏｎＰｏｉｎｔＣｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ

测站 犡／ｍｍ 犢／ｍｍ 犣／ｍｍ 犿犡／μｍ 犿犢／μｍ 犿犡犢／μｍ 犿犣／μｍ 犿犘／μｍ

犘１ ２９０５．７１２０ －３２４６．１９４０ －１０３５．１５３２ ３．９ ８．５ ９．４ １３．８ １６．７

犘２ ４４６８．８９８２ －７３８．７５７０ －１０４４．５０５９ ３．３ ５．３ ６．２ ６．３ ８．９

犘３ ２２８３．１４７６ １３３５．６８９４ －９８９．７８５６ ３．５ ５．９ ６．９ ９．７ １１．９

犘４ ５２２．６５４２ ３１４８．５７０１ －９４２．７３６０ ４．２ ６．８ ８．０ １３．７ １５．８

犘５ －１３２４．５５８４ ３５９２．６９５４ －９１０．３２６３ ４．２ ６．８ ８．０ １２．８ １５．１

犘６ －３７６６．２７２８ ２９９４．２６８３ －８７７．５７８２ ４．９ ８．１ ９．５ １２．４ １５．６

犘７ ３１９７．０７８２ －６１９．７６６１ －９７５．６４５０ ３．１ ５．３ ６．１ ５．６ ８．３

犘８ ２４３１．４４７０ －１８４６．７６９３ －９７３．０４７４ ３．３ ６．５ ７．３ ６．４ ９．７

犘９ －４５５１．２７６６ ３０７５．６４４８ ３２９．４４５２ ３．６ ５．２ ６．３ ２６．１ ２６．９

犘１０ －５３１０．８９３６ １８３１．４８６７ ８８８．９８４５ ３．２ ６．５ ７．２ ２０．１ ２１．４

犘１１ －２６４９．３４７８ －１５２７．１９９４ ６９３．５６２２ ２．６ ３．４ ４．３ １９．１ １９．５

犘１２ －２０３４．４８６０ －１８８５．４９１９ ６８７．７７０９ ２．６ ３．３ ４．２ １９．０ １９．５

犘１３ ５８５．７０７３ －３５５８．２７４９ ５０３．７１５０ ３．４ ２．８ ４．４ ２４．６ ２５．０

　　从整网的平差情况来看，点位的平面误差

犿犡犢的平均值为６．１μｍ，垂向误差犿犣的平均值为

１３．０μｍ，即点位的平面精度高于垂向精度。此

外，由于点犘１～犘８布设在稳定的地面上，其垂直

于地面的犣向误差明显小于布设在墙壁上的点

犘９～犘１３的误差，表明墙壁上的布设点在犣向的

稳定性较差。

进一步，将表２中的测站点和表３中的定向

点坐标分量求代数和，分别为２．５×１０－１２、１×

１０－４、２×１０－４，即点坐标的平差结果满足代数和

为零的特点。

平差后，根据测站点和定向点坐标可以反算

得到测站点和定向点的距离，该距离和激光跟踪

仪的干涉距离观测值之差可以反映系统的点位平

差精度，平差后的解算距离与观测距离差值如

图４所示。

从图４中可以看出，基于激光干涉测距的空

间三维网经过秩亏自由网平差后，点坐标反算距

离与观测距离差值的最大值为９．０μｍ，最小值为

－１０．０μｍ，差值的平均值为－０．０７μｍ。

５２２
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图４　平差后解算距离与观测距离差值

Ｆｉｇ．４　ＤｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌＤｉｓｔａｎｃｅＢｅｔｗｅｅｎＳｏｌｕｔｉｏｎＶａｌｕｅｓｏｆ

ＡｄｊｕｓｔｅｄＰｏｉｎｔＣｏｏｒｄｉｎａｔｅｓａｎｄＭｅａｓｕｒｅｍｅｎｔＶａｌｕｅｓ

６　结　语

采用加权秩亏自由网平差模型很好地解决了

基于激光跟踪仪的激光干涉三维测距网的测站点

和定向点的平差解算问题，该模型由于消除了激光

跟踪仪测角误差的影响，充分利用了激光干涉距离

观测值高精度的优势，极大地提高了点位精度。

１）基于激光干涉测距的空间三维秩亏自由

网平差模型，在１２ｍ×１２ｍ测量范围内，将激光

跟踪仪的点位精度由８７μｍ（标称值）提高到了

２７μｍ，大幅度提高了点位精度，可以作为激光跟

踪仪、数字摄影测量、经纬仪交会测量等精密大尺

寸工业测量的坐标基准。

２）受实验条件限制，测站点和定向点在垂直

方向的图形分布条件较差，尤其是激光跟踪仪测

站点之间的垂向最大高差只有０．５ｍ，导致点位

的垂向误差大于平面误差，可以通过改变测站点

和定向点在垂直空间内的分布图形，提高点位垂

直方向的精度。

３）影响激光干涉测距三维网点位精度的误

差因素主要包括激光跟踪仪的测距误差、球棱镜

误差、靶座误差、空间图形分布、实验场地稳定性

等，就本次实验条件来看，激光跟踪仪测站点的点

位误差小于定向点的点位误差。

４）根据平差后的测站坐标和定向点坐标，可

以反算得到各个测站点到定向点的距离值，其与

观测距离差值优于
#１０．０μｍ。
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