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三维空间多边形的位置不确定性度量模型

卞玉霞１　刘学军１　甄　艳１

１　南京师范大学虚拟地理环境教育部重点实验室，江苏 南京，２１００２３

摘　要：在研究三维空间线元置信域模型的基础上，分别从三维空间多边形置信域模型和度量方法两个角度

研究了三维空间多边形的位置不确定性。借鉴三维空间线元的置信域建模原理，提出了三维空间多边形置信

域模型；基于积分学原理，提出了三维空间多边形置信域度量模型。实例研究结果表明，三维空间多边形置信

域度量模型可以应用于工程等领域的质量控制过程。
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　　空间实体的位置不确定性是ＧＩＳ的核心研

究课题之一，其精度对 ＧＩＳ应用具有较大的影

响。对空间实体位置不确定性的研究逐渐引起较

多学者的关注［１］。

空间实体包括点、线、多边形（或称ＧＩＳ面状

实体、面元）等类型。点元的位置不确定性在测绘

学领域中已有较多的研究，如常用的误差椭圆、误

差椭球等。线元的位置不确定性建模是基于误差

传播定律、统计学和随机图形学等理论，相继提出

了ε带模型
［２］、置信域模型［３，４］、犌带模型

［５］、εσ模

型［６］和ε犿模型
［７］、犎带模型

［８１１］、ε犈模型
［１２］等，在

此基础上，线元的位置不确定性建模也发展了曲

线和多边形的位置误差模型等［１３１５］。线元的位置

不确定性模型已经能够较好地评估一般情形下空

间线状实体的位置不确定性。多边形的位置不确

定性研究已经从模型构建发展到ＧＩＳ应用
［１６２４］，

二维空间多边形的位置不确定性研究已经取得了

较为丰硕的成果。

空间实体的不确定性研究主要集中在以下几

方面：① 二维空间线元、多边形的位置不确定性

研究，较少对三维空间实体的位置不确定性进行

研究，如三维空间多边形的位置不确定性研究；

② 空间实体不确定性的形状刻画，如误差椭圆、

哑铃型或棒槌型形状等，较少研究空间实体的误

差度量模型。因此，本文以三维空间多边形为研

究对象刻画三维空间多边形的位置不确定性形

状，并基于积分学原理研究三维空间多边形的位

置误差度量模型。

１　三维空间线元置信域模型

线元是由起始端点和终止端点连接而成的，

其位置不确定性是由组成线元上所有点（包含线

元两端点）的不确定性引起的；而多边形是由其边

界线及边界线包围的内点组成的，其位置不确定

性是由组成多边形上所有点（包括组成边界线的

点）的位置不确定性引起的。线元和多边形的位

置不确定性均是由于点元的位置不确定性引起

的。三维空间多边形的位置不确定性可以借鉴三

维空间线元的位置不确定性等相关理论。因此，

本文首先研究三维空间线元的位置不确定性建模

过程。

如图１所示，已知线元两端点犘、犙的位置坐

标，根据直线参数方程，三维空间线元犘犙上待定

点犚 的位置坐标可以表示为：
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燄

燅

狓
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（１）

其中狉是犘犚 与犘犙 长度比，狉∈ ０，［ ］１ 。

三维空间线元置信域模型是一个将线元真实

位置包围在内的三维空间域，是组成线元上所有

点元置信域的并集，其大小取决于线元上任意点
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图１　三维空间线元置信域模型

Ｆｉｇ．１　ＣｏｎｆｉｄｅｎｃｅＶｏｌｕｍｅＭｏｄｅｌｏｆ

ＴｈｒｅｅＤｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＬｉｎｅ

的位置误差和预设的置信水平。置信水平是线元

上所有点的真实位置犚０落入相应置信域内的概

率。考虑到测绘领域中点位误差服从正态分布，

故假设构成线元的点位误差亦服从正态分布，且

点位误差在狓狔狕 各向上相互独立、彼此相等。

当线元上所有点的真实位置以不小于预设置信水

平的概率落入置信域内时，三维空间线元上任意

待定点犚的位置误差为
［５，８］：

σ１ ＝ χ
２２＋α
３
（２）×（（１－狉）

２
＋狉

２［ ］）１／２ （２）

式（２）是以狉为自变量、σ１ 为变量、开口向上的抛

物线。当狉＝０．５时，可以得到σ１ 的最小值；当狉

＝０或１时，可以得到σ１ 的两个极大值。由此可

以得到三维空间线元的置信域形状（如图１所示

的虚线框围成的区域），该置信域模型为两头大中

间小的哑铃型形状。

２　三维空间多边形置信域模型

三维空间多边形置信域模型是一个将多边形

真实位置包围在内的三维空间体，是多边形上所

有点元置信域的并集。三维空间多边形置信域的

大小取决于多边形上任意点的位置误差和预设的

置信水平α，多边形上所有点的真实位置犚０（狓０，

狔０，狕０）落入相应置信域犠 内的概率为：

犘（犚０ ∈犠）≥α （３）

　　设三维空间多边形上待定点犚在狓狔狕轴方

向上的点位误差分别为σ狓、σ狔 和σ狕，多边形上待

定点犚是满足式（４）的点集。

狓－σ狓 ≤狓０ ≤狓＋σ狓

狔－σ狔 ≤狔０ ≤狔＋σ狔

狕－σ狕 ≤狕０ ≤狕＋σ

烍

烌

烎狕

（４）

　　利用三角剖分原理将多边形各顶点连线构建

相互邻接且互不重叠的三角形集合。求三维空间

多边形上任意点位误差的过程等价于求该点所在

三角形上的点位误差。如图２所示，三维空间多

边形犘１犘２，…，犘狀犘１，利用三角剖分原理构造相

互邻接且互不重叠的三角形集合犘１犘２犘３、…、犘１

犘狀－１犘狀。

图２所包含的三角形犘１犘２犘３中，犃犅平行于

犘１犘２，犆犇平行于犘２犘３。已知犘１犆与犘２犆长度

比（１－狌）／狌及线元两端点位置误差，即可求得

犘１犘２、犘１犘３上犆 和犇 两点的位置误差。根据

犘３犅与犘２犅 长度比（１－狏）／狏，即可确定犚犇 与

犆犚 的长度比（１－狏）／狏。当确定犆、犇两点位置误

差及犚犇与犆犚 的长度比的情况下即可求得三维

空间多边形上任意点犚 的位置误差为：

σ狓
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σ
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燀

燄

燅狕 犚
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＋
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熿
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３

，狌、狏∈ ［０，１］ （５）

图２　三维空间多边形上点位误差

Ｆｉｇ．２　ＰｏｓｉｔｉｏｎＥｒｒｏｒｏｆＰｏｉｎｔｏｎＴｈｒｅｅＤｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ

Ｐｏｌｙｇｏｎ

　　类似地，设首尾相连的三维空间多边形的各

点位误差服从正态分布，且各点位误差在狓狔狕

轴各向上相互独立、彼此相等（σ狓＝σ狔＝σ狕＝σ２）。

当多边形上所有点的真实位置以不小于预设置信

水平α的概率落入置信域内时，由式（５）及误差传

播定律，且仿式（２）可以得到三维空间多边形上任

意点犚的位置误差：

σ２ ＝ ［χ
２
２＋α
３
（３）×（（１－狌）

２（１－狏）
２
＋

狌２＋（１－狌）
２狏２）］１

／２ （６）

式（６）是以狌、狏为自变量，σ２ 为变量的二元高次

方程。确定由任意点犚 组成的三维空间多边形

置信域模型可对式（６）求极值。σ２ 是狌、狏∈

０，［ ］１ 上 连 续 的 函 数，因 此 式 （６）在 狌、狏∈

０，［ ］１ 区间上必定存在极大值和极小值。关于求

解式（６）中极大值和极小值的过程，分析如下。

１）式（６）中，分别对狌、狏求偏导数。当
σ２

狌
＝

７２
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０及
σ２

狏
＝０时，可以求得狌＝１／３，狏＝１／２为式（６）

的驻点坐标。

２）为了确定驻点坐标的极值情况，分别对式

（６）中狌、狏求二阶偏导数。此时，


狌
（σ２
狌
）＝犃，



狌
（σ２
狏
）＝犅，



狏
（σ２
狏
）＝犆。

当狌＝１／３，狏＝１／２时，犃 槡＝３ ３× χ
２
２＋α
３

（３槡 ），

犅＝０，犆＝ 槡２６４ ３

８１
× χ

２２＋α
３
（３槡 ），满足犃＞０，犃犆－

犅２＞０，该驻点为极小值点。

３）狌＝０，狏＝１或狌＝１，狏＝０是式（６）的两端

点坐标，即为极值点坐标。当狌＝０，狏＝１或狌＝

１，狏＝０时，式（６）的函数值为σ２＝ χ
２
２＋α
３

（３槡 ），该值

大于狌＝１／３，狏＝１／２时的函数值σ２＝
χ
２
２＋α
３

（３）

槡３
。

因此，狌＝０，狏＝１或狌＝１，狏＝０是极大值点，即可

知犘１、犘２、…、犘狀等狀个顶点是犘１犘２，…，犘狀犘１上

点位误差最大的点位置。

按照上述分析可以得出三维空间多边形的置

信域形状如图３所示，其形状大致为一个上下左

右等各个表面均向中间凹陷的凹面体。犘１犘２…

犘狀犘１为三维空间多边形，其置信域模型为凹面体

犘′１犘″１犘′２犘″２…犘′狀犘″狀犘′１犘″１及犘１犘２…犘狀犘１各个边界

的置信域围成的空间域。其中，犘′１犘′２…犘′狀犘′１是四

周向中心平滑凹陷的凹面，且犘′１犘′２…犘′狀犘′１与犘″１

犘″２…犘″狀犘″１基于多边形犘１犘２…犘狀犘１对称；犃１犅１犆１

犇１犈１犉１犌１是线段犘１犘２形成的两端大、中间小的

哑铃型三维空间置信域，其他线目标（如犘２犘３、

…、犘狀－２犘狀－１、犘狀犘１等）形成的置信域形状与犘１

犘２的置信域形状类似。

图３　三维空间多边形置信域模型

Ｆｉｇ．３　ＣｏｎｆｉｄｅｎｃｅＤｏｍａｉｎＭｏｄｅｌｏｆ

ＴｈｒｅｅＤｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＰｏｌｙｇｏｎ

３　三维空间多边形置信域度量模型

如图３所示，三维空间多边形置信域模型值

犜由０．５倍边界线上点元置信域集合和多边形所

有内点置信域集合两部分组成。由于三维空间边

界线上所有点元置信域集合对三维空间多边形置

信域影响较小，可以忽略０．５倍边界线上点元置

信域集合对三维空间多边形置信域的影响。

基于三角剖分原理研究多边形内点所在三角

形上的点位误差是构建三维空间多边形置信域模

型的基础。因此，度量三维空间多边形置信域模

型是计算剖分形成的各三角形置信域并集的过

程。

三维空间三角形置信域模型是以三角形为对

称面，以σ２ 为厚度的相互对称的凹面体。为了便

于计算，该置信域模型可以描述为：以三角形面积

作为闭区域犇，以犣＝２σ２ 作为高的三维空间体。

考虑到该三维空间体中σ２ 是变化的量，因此三维

空间三角形置信域犜１采用多元函数积分学原理

进行度量。

结合式（６），三维空间体的高度函数犣可以

表示为：

犣＝犳（狌，狏）＝

　２×［χ
２
２＋α
３

（３）×（（１－狌）
２（１－狏）

２
＋

　狌
２
＋（１－狌）

２狏２）］１
／２

（７）

　　将闭区域犇任意划分为狀个小区域，在每个

小区域上任意取一点（狌犻，狏犻），作函数犳（狌犻，狏犻）与

小区域面积Δω犻的乘积，并作和：

犛＝∑
狀

犻＝１

犳（狌犻，狏犻）Δω犻 （８）

当闭区域犇 被划分为无穷多个小区域，犛趋于极

限值时，该极限值即为三维空间三角形的置信域

犜１，它可以用函数犳（狌，狏）在闭区域犇 上的定积

分表示：

犜１ ＝ｌｉｍ
狀→∞∑

狀

犻＝１

犳（狌犻，狏犻）Δω犻 ＝


犇

犳（狌，狏）ｄω

（９）

　　构建如图４所示的坐标系狌犘２狏，该坐标系是

以三角形所包含多边形的一条边界线犘１犘２为狌

轴，并以该边界线的端点犘２为坐标原点，以另一

顶点犘３到狌轴的垂直方向为狏轴。三角形犘１犘２

犘３中，已知犘１犘２的长度为犔，犘３到犘１犘２的垂距为

犠，犘３到狏轴的距离为犓。根据已知条件可以计

８２
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算犘１犘３和犘２犘３在直角坐标系中的方程。由此，

积分区域犇可以表示为：

犪狏≤狌≤犫狏＋犔，０≤狏≤犠 （１０）

设犪＝－
犓
犠
，犫＝－

犓＋犔
犠

。同时也需要注意，当

犘３与犘１、犘２位于同一象限时，犪＝
犓
犠
，犫＝
犓－犔
犠

。

根据式（７）、式（１０）及直角坐标计算二重积分

方法，可以将式（９）转化为：

犜１ ＝∫
狑

狏＝０

ｄ狏∫
犫狏＋犔

狌＝犪狏

犳（狌，狏）ｄ狌＝

２ χ
２２＋α
３
（３槡 ）∫

狑

狏＝０

　ｄ狏∫
犫狏＋犔

狌＝犪狏

［（（１－狌）
２（１－狏）

２
＋狌

２
＋（１－

　狌）
２狏２）］１

／２ｄ狌

（１１）

　　三维空间多边形犘１犘２…犘狀犘１置信域犜是组

成该多边形的相互邻接且互不重叠的狀个三角形

置信域的并集，故三维空间多边形置信域度量模

型可以表示为：

犜＝∪
狀

犼＝１
犜犼，犼∈ （１，２，…，狀） （１２）

其中，犜犼表示剖分形成的第犼个多边形的置信域。

图４　三维空间多边形的置信域度量

Ｆｉｇ．４　ＣｏｎｆｉｄｅｎｃｅＶｏｌｕｍｅＭｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｏｆ

ＴｈｒｅｅＤｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＰｏｌｙｇｏｎ

４　实例验证

建筑物面积误差是指建设工程竣工时实测总

建筑面积超出规划许可的总建筑面积部分，它是

由于建筑物各表面投影到某一空间平面上的位置

误差引起的。本文以工程中建筑物面积误差为

例，度量建筑物地面的置信域模型，评估三维空间

多边形位置不确定性对建筑物面积误差的影响。

构建由犃（１０，０，１）、犅（１０，６，１）、犆（０，６，１）、

犇（０，０，１）、犈（０，０，５）、犉（０，６，５）、犌（１０，６，５）、犎

（１０，０，５）、犕（１０，３，６）、犖（０，３，６）等坐标点依次

相连围成如图５所示的建筑物，建筑物面积是指

由犃、犅、犆、犇 围成的空间多边形犃犅犆犇 的面积。

由于犃犅犆犇 的位置不确定性会导致建筑物面积

误差。因此，度量建筑物面积误差的问题可归结

为三维空间多边形的位置不确定性度量问题。

图５　建筑物

Ｆｉｇ．５　Ｂｕｉｌｄｉｎｇ

由已知点位犃、犅、犆、犇构成的多边形犃犅犆犇

中，这些点位误差服从正态分布，且各个点位误差

相互独立、彼此相等。在满足以上条件的情况下，

根据式（６）可知，三维空间多边形上点位误差为：

σ３ ＝ ［χ
２
２＋α
３

（３）×（（１－狌）
２（１－狏）

２
＋

狌２＋（１－狌）
２狏２）］１

／２ （１３）

　　将犃犅犆犇 通过三角剖分原理划分为相互邻

接且互不重叠的三角形集合，即三角形犃犅犆和

三角形犃犆犇。根据式（１１）所示的三维空间三角

形的置信域度量模型，度量各个三角形的置信域

值。如三角形犃犅犆中，线段犃犅是多边形的一条

边界线，犔＝６，该三角形中顶点犆到线段犃犅 的

距离为１０，则犠＝１０。在以犅 为中心、犃犅 为狌

轴、犅犆为狏轴的临时坐标系狌犅狏中，犆到狏轴的

距离为０，即犓＝０。当预设置信水平α＝９５％时，

χ
２
０．９８３（３）＝１０．２，利用 Ｍａｔｌａｂ７．０中ｑｕａｄ２ｄ函数

进行双重定积分求得三维空间多边形犃犅犆的置

信域约等于０．９。同理求得犃犆犇的置信域，根据

式（１２）可以求得建筑物面积误差犜约为１．８。

为了更好地表达测量结果，通常用相对误差

表示测量值的精度，则房屋面积的相对误差为犜

与建筑物面积的比值。在犃犅犆犇 上所有点的真

实位置以不小于预设置信水平９５％的概率落入

置信域内时，建筑物面积相对误差约为３％。

《浙江省城镇建设工程竣工规划核实管理办

法》中规定建筑物面积最大合理误差是３％，与本

文实例推导结果基本一致。由此可见，三维空间

９２
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多边形的置信域度量模型可用于工程建设等领域

的质量控制过程。

５　结　语

本文在分析三维空间线元位置不确定性的基

础上，提出了三维空间多边形置信域模型，基于积

分学原理构建了三维空间多边形置信域度量模

型。

需要注意的是，本文研究是在构成三维空间

多边形的点位误差服从正态分布，点位误差在狓

狔狕各向上相互独立、彼此相等的情况下进行的

研究。对于相互关联的三维空间点元构成的多边

形的位置不确定性还需要进一步探讨。
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