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摘　要：在球谐函数变换基础上，利用新极下轨道的特殊性，在新坐标下引入Ｃｌｅｎｓｈａｗ求和计算轨道扰动引

力。从理论上对比分析了传统方法、球谐函数变换方法和改进方法的计算速度和存储模型需要的物理空间。

模拟试验分别采用３种方法计算了一段轨道的扰动引力，试验结果表明，改进的球谐函数变换方法比传统球

谐函数变换方法计算速度可提高１００倍，数据存储量仅占传统方法的３％。
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　　在航天器轨道定轨中，需要实现轨道扰动引
力快速赋值。然而由于地球重力场是保守力场，
惯性导航技术无法测量保守力场，它的摄动因素
只能依靠地球重力场模型来消除。适合航天轨道
应用的重力场模型不仅要求计算速度快，而且存
储的模型所需要的空间也必须足够小。利用球谐
函数模型计算扰动引力在航天器轨道运动计算中

被广泛采用［１］。球谐函数计算简单，比较实用，但
是该方法还存在一些需要解决的问题［２］：① 球谐
函数计算量大，其中最主要的计算是缔合勒让德
函数的计算和三角函数序列的计算；② 数据存储
量大，球谐函数模型的系数个数同阶次是平方关
系，因此，模型的阶次受到限制。为了提高运算速
度，减少存储空间，任萱等［３－６］将球谐函数进行多
项式变换［７］，生成新坐标系下的球谐函数模型。
球谐函数变换模型要适当选择极点，将模型改变
为以地心距、侧向角偏差、射程角为参数的新表达
式。变换后方法的计算速度大大提高，而且可以
保证足够的精度。本文在球谐函数变换的基础
上，利用坐标变换后轨道的纬度不变的特性，引入

Ｃｌｅｎｓｈａｗ求和［８－９］计算方法，不仅可以提高计算
速度，还可以减少模型系数，节省存储空间。

１　球谐函数变换

当把飞行器和地球的运动简化为二体问题时，
轨道在惯性空间中的轨迹是一个椭圆形轨道［１０－１２］。
球谐函数变换模型需要建立新的坐标系，新坐标系
的极点选取有两种方法：① 将飞行器的动量距与
不动地球壳的交点作为新极点［４－６］，此时轨道在新
坐标系下的赤道上；② 飞行器飞行轨迹在地球外
壳的投影带上［３］任选一点作为新极点，此时轨道在
新坐标系下的子午线上。Ｃｌｅｎｓｈａｗ求和在计算具
有相同纬度上的多项式函数时，计算速度有明显提
高，因此，Ｃｌｅｎｓｈａｗ求和方法适合采用第一种极点
选择方法。新极坐标示意图如图１，图中Ｎ为北轴
向，Ｏ为球心，轨道上任一点Ｑ的地心球坐标为（ρ，

θ，λ），ρ为地心距，θ为余纬，λ为经度，换极新极点

Ｐ０ 的球面坐标为（θ０，λ０），α为Ｑ点相对于新极点

Ｐ０ 的方位角。新极点下初始子午线为ＮＰ０ 的延
长线，空间任一点Ｑ 在新球坐标系下的坐标为
（ρ，ψ，σ），ψ为新纬度，σ为新经度。
新极坐标系建立后，需要建立原地心坐标和

新极坐标系的地心坐标的转换关系。如图１所
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图１　新极坐标示意图

Ｆｉｇ．１　Ｎｅｗ　Ｐｏｌａｒ　Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ

示，根据球面三角公式，任意一点Ｑ 在极坐标系
下的球面地心坐标为（θ，λ），这里，Ｑ点在新极点
Ｐ０（θ０，λ０）的球面地心坐标计算公式［１３－１４］为：

ψ＝ａｒｃｃｏｓ［ｃｏｓθ０ｃｏｓθ＋ｓｉｎθ０ｓｉｎθｃｏｓ（λ０－λ）］

α＝ａｒｃｃｏｓ［ｓｉｎθ０ｃｏｓθ－ｃｏｓθ０ｓｉｎθｃｏｓ
（λ０－λ）

ｓｉｎψ
］

（１）
当得到α角后，可得新坐标系下的经度为：

σ＝π－α （２）

　　在原坐标系中的扰动位球谐展开为：

Ｔ＝ｆＭ
ρ ∑

Ｎ

ｎ＝２

Ｒ（ ）ρ
ｎ

·

∑
ｎ

ｍ＝０

（Ｃｎｍｃｏｓ　ｍλ＋Ｓｎｍｓｉｎｍλ）Ｐｎｍ（）θ

（３）

式中，Ｃｎｍ和Ｓｎｍ是扰动位系数；Ｐｎｍ （）θ 是缔合勒
让德函数［１４－１６］，通常重力场模型给出的位系数都
是正常化的，正常化函数式为：

Ｃｎ０ ＝ ２ｎ＋槡 １珚Ｃｎ０，ｍ＝０

Ｃｎｍ ＝ ２（２ｎ＋１）
（ｎ－ｍ）！
（ｎ＋ｍ）槡 ！

珚Ｃｎｍ，ｍ＞
烅
烄

烆
０

（４）

　　球谐函数在新坐标系中展开式为：

Ｔ＝ｆＭ
ρ ∑

Ｎ

ｎ＝２

Ｒ（ ）ρ
ｎ

∑
ｎ

ｋ＝０

（Ａｎｋｃｏｓｋσ＋

Ｂｎｋｓｉｎｋσ）Ｐｎｋ（）ψ （５）

　　新旧坐标系下的扰动位系数具有相关性，也
和新极点的坐标有关系。假设λ＝λ０＋Δλ，由两
角和的三角函数公式，可以得到：

ｃｏｓ　ｍλ＝ｃｏｓ　ｍλ０ｃｏｓ　ｍΔλ－ｓｉｎｍλ０ｓｉｎｍΔλ
ｓｉｎｍλ＝ｓｉｎｍλ０ｃｏｓ　ｍΔλ＋ｃｏｓ　ｍλ０ｓｉｎｍΔ｛ λ

（６）

　　将式（６）代入式（３）中，有：

Ｔ＝ｆＭ
ρ ∑

Ｎ

ｎ＝２

Ｒ（ ）ρ
ｎ

∑
ｎ

ｍ＝０

（ａｎｍｃｏｓ　ｍΔλ＋

ｂｎｍｓｉｎｍΔλ）Ｐｎｍ（）θ

（７）

其中，

ａｎｍ ＝Ｃｎｍｃｏｓ　ｍλ０＋Ｓｎｍｓｉｎｍλ０
ｂｎｍ ＝Ｓｎｍｃｏｓ　ｍλ０－Ｃｎｍｓｉｎｍλ｛ ０

（８）

式（８）中的右端的参数都是已知的，因此，式（７）的
位系数也是已知的。建立一个过渡坐标系，定义
为Ｐ（ρ，ψ，α），α和新坐标系下的经度关系是：α＝
π－σ。在过渡坐标系中，扰动位球谐展开为：

Ｔ＝ｆＭ
ρ ∑

Ｎ

ｎ＝２

Ｒ（ ）ρ
ｎ

∑
ｎ

ｋ＝０

（Ａ＊
ｎｋｃｏｓｋα＋

Ｂ＊
ｎｋｓｉｎｋα）Ｐｎｋ（）ψ （９）

　　如果已知位系数Ａ＊
ｎｋ和Ｂ＊

ｎｋ，则将α＝π－σ代
入式（９）可以得到式（５）的位系数：

Ａｎｋ ＝
Ａ＊
ｎｋ，ｋ∈ 偶数

－Ａ＊
ｎｋ，ｋ∈烅

烄

烆 奇数
（１０）

Ｂｎｋ ＝
－Ｂ＊

ｎｋ，ｋ∈ 偶数

Ｂ＊
ｎｋ，ｋ∈烅

烄

烆 奇数
（１１）

　　为了建立式（９）和式（７）的关系，利用齐次多
项式的一个性质：任一齐次多项式可表示为经过
旋转后任意新轴的同阶多项式之和。运用在球面
多项式中，令：

Ｐｎｍ（）θｃｏｓ　ｍΔλ＝∑
ｎ

ｋ＝０
ａｋｎｍＰｎｋ（）ψｃｏｓｋα

Ｐｎｍ（）θｓｉｎｍΔλ＝∑
ｎ

ｋ＝０
ｂｋｎｍＰｎｋ（）ψｓｉｎｋ

烅

烄

烆 α

（１２）

式中，ａｋｎｍ和ｂｋｎｍ是常系数。将式（１２）代入式（７）
中，得到：

Ｔ＝ｆＭ
ρ ∑

Ｎ

ｎ＝２

Ｒ（ ）ρ
ｎ

∑
ｎ

ｍ＝０
∑
ｎ

ｋ＝０

（ａｋｎｍａｎｍｃｏｓｋα＋

ｂｋｎｍｂｎｍｓｉｎｋα）Ｐｎｋ（ψ） （１３）

　　将式（１３）右端求和顺序调换，可得到：

Ｔ＝ｆＭ
ρ ∑

Ｎ

ｎ＝２

Ｒ（ ）ρ
ｎ

∑
ｎ

ｋ＝０
∑
ｎ

ｍ＝０

（ａｋｎｍａｎｍｃｏｓｋα＋

ｂｋｎｍｂｎｍｓｉｎｋα）Ｐｎｋ（）ψ （１４）

　　将式（１４）和式（９）对比后可以得到：

Ａ＊
ｎｋ ＝∑

ｎ

ｍ＝０
ａｋｎｍａｎｍ

Ｂ＊
ｎｋ ＝∑

ｎ

ｍ＝０
ｂｋｎｍｂ

烅

烄

烆 ｎｍ

（１５）

　　由上式可以看出，只要求出常系数ａｋｎｍ和ｂｋｎｍ，
就可以得到过渡坐标系下扰动位系数。在球面三
角形［１７］中存在以下关系：

ｃｏｓθ＝ｃｏｓθ０ｃｏｓψ＋ｓｉｎθ０ｓｉｎψｃｏｓα （１６）

　　因此，可以得到两个递推关系式：
（ｎ－ｋ）（ｎ－ｋ＋１）ｓｉｎθ０ａｋ＋１ｎｍ ＝－２（ｎ－ｍ＋１）·

ａｋ（ｎ＋１）ｍ ＋２（ｎ－ｋ＋１）ｃｏｓθ０ａｋｎｍ ＋ｓｉｎθ０ａｋ－１ｎｍ
（１７）

（ｎ＋ｋ）（ｎ＋ｋ＋１）ｓｉｎθ０ａｋ＋１ｎｍ ＝－２（ｎ＋ｋ）ｃｏｓθ０·

０４０１



　第３８卷第９期 王建强等：球谐函数变换快速计算扰动引力

ａｋｎｍ ＋ｓｉｎθ０ａｋ－１ｎｍ ＋２（ｎ＋ｍ）ａｋ（ｎ－１）ｍ （１８）

　　式（１７）、式（１８）给出了ａｋｎｍ的递推关系式，只
要已知初始值ａ０ｎｍ，利用以上两个关系式中的任
何一个就可以求出所有的ａｋｎｍ。

ａｋｎｍ的初始值：

ａ０ｎｍ ＝Ｐｎｍ（θ０） （１９）

　　用相同的方法可以得到ｂｋｎｍ的递推公式：
（ｎ－ｋ）（ｎ－ｋ＋１）ｓｉｎθ０ｂｋ＋１ｎｍ ＝－２（ｎ－ｍ＋１）·

ｂｋ（ｎ＋１）ｍ ＋２（ｎ－ｋ＋１）ｃｏｓθ０ｂｋｎｍ ＋ｓｉｎθ０ｂｋ－１ｎｍ
（２０）

（ｎ＋ｋ）（ｎ＋ｋ＋１）ｓｉｎθ０ｂｋ＋１ｎｍ ＝－２（ｎ＋ｋ）·

ｃｏｓθ０ｂｋｎｍ ＋ｓｉｎθ０ｂｋ－１ｎｍ ＋２（ｎ＋ｍ）ｂｋ（ｎ－１）ｍ　
（２１）

　　由于ｂ０ｎｍ＝０，现直接给出初始值ｂ１ｎｍ［４］：

ｂ１ｎｍ ＝ ２
ｎ（ｎ＋１）ｓｉｎθ０

ｍＰｎｍ（θ０） （２２）

２　Ｃｌｅｎｓｈａｗ求和方法

当极点为飞行器的动量距ｈ

与不动外壳的

交点时，飞行器沿着新赤道飞行，此时ψ＝９０
°，应

用Ｃｌｅｎｓｈａｗ求和计算［８，１８］，只需要计算很少的
加法和乘法运算就可以得到扰动引力。径向扰动
引力的表达式为：

δρ＝－
ＧＭ
ｒ２
·∑

Ｎ

ｎ＝２
∑
ｎ

ｍ＝０

（ｎ＋１）（ａｒ
）
ｎ
珚Ｃ＊ｍ
ｎ ｃｏｓ　ｍλ·

珚Ｐｍｎ（θ）＋∑
ｎ

ｍ＝０

（ｎ＋１）（ａｒ
）
ｎ
珚Ｓｍｎｓｉｎｍλ珚Ｐｍ

ｎ（）θ ）

（２３）

令：

ｚｃ＝∑
Ｎ

ｎ＝０

（∑
ｎ

ｍ＝０

（ｎ＋１）（ａｒ
）
ｎ
珚Ｃ＊ｍ
ｎ ｃｏｓ　ｍλ珚Ｐｍ

ｎ（）θ ）＝

∑
Ｎ

ｍ＝０
Ｓｚｃｉｃｏｓ　ｍλ

ｚｓ＝∑
Ｎ

ｎ＝０

（∑
ｎ

ｍ＝０

（ｎ＋１）（ａｒ
）
ｎ
珚Ｓｍｎｓｉｎｍλ珚Ｐｍ

ｎ（）θ ）＝

∑
Ｎ

ｍ＝０
Ｓｚｓｉｓｉｎｍλ （２４）

其中，

Ｓｚｃｉ＝∑
Ｎ

ｎ＝ｍ

（ｎ＋１）（ａｒ
）
ｎ
珚Ｃ＊ｍ
ｎ 珚Ｐｍ

ｎ（）θ

Ｓｚｓｉ＝∑
Ｎ

ｎ＝ｍ

（ｎ＋１）（ａｒ
）
ｎ
珚Ｓｍｎ珚Ｐｍ

ｎ（）θ

（２５）

　　式（２５）为Ｃｌｅｎｓｈａｗ求和级数，在新球坐标
系下，Ｓｚｃｉ 和Ｓｚｓｉ 是固定值。利用Ｃｌｅｎｓｈａｗ求

和计算时，ｃｏｓ　ｍλ的输入参数为ｙｎ＝（ｎ＋１）·

（ａ
ｒ
）
ｎ
珚Ｃ＊ｍ
ｎ ，ｓｉｎｍλ的输入参数为ｙｎ＝（ｎ＋１）·

（ａ
ｒ
）
ｎ
珚Ｓｍｎ。由于南北方向的扰动引力表达式中出

现了两个正常化缔合Ｌｅｇｅｎｄｒｅ函数，因此Ｃｌｅｎ－
ｓｈａｗ求和级数变为４个：

Ｓ１ｘｃｉ＝∑
Ｎ

ｎ＝ｍ
ｎｃｏｓθ（ａｒ

）
ｎ
珚Ｃ＊ｍ
ｎ 珚Ｐｍ

ｎ（）θ

Ｓ１ｘｓｉ＝∑
Ｎ

ｎ＝ｍ
ｎｃｏｓθ（ａｒ

）
ｎ
珚Ｓｍｎ珚Ｐｍ

ｎ（）θ

Ｓ２ｘｃｉ＝∑
Ｎ

ｎ＝ｍ
－ ２ｎ＋槡 １
２ｎ　－槡 １

ｎ２－ｍ槡 ２ （ａ
ｒ
）
ｎ
·

　珚Ｃ＊ｍ
ｎ 珚Ｐｍ

ｎ－１（）θ

Ｓ２ｘｓｉ＝∑
Ｎ

ｎ＝ｍ
－ ２ｎ＋槡 １
２ｎ　－槡 １

ｎ２－ｍ槡 ２ （ａ
ｒ
）
ｎ
·

　珚Ｃ＊ｍ
ｎ 珚Ｐｍ

ｎ－１（）θ
（２６）

　　同式（２５）一样，输入参数均为正常化缔合

Ｌｅｇｅｎｄｒｅ函数前的系数。而东西方向的 Ｃｌｅｎ－
ｓｈａｗ求和级数为：

Ｓｙｃｉ＝∑
Ｎ

ｎ＝ｍ
ｍ （ａｒ

）
ｎ
珚Ｓｍｎ珚Ｐｍ

ｎ（）θ

Ｓｙｓｉ＝∑
Ｎ

ｎ＝ｍ
－ｍ（ａｒ

）
ｎ
珚Ｃ＊ｍ
ｎ 珚Ｐｍ

ｎ（）θ

（２７）

　　将极轴选择在与飞行器轨道面垂直，则轨道
的余纬始终为９０°，计算扰动引力３个分量只需要
存储６（Ｎ＋１）个三角函数系数，并且不再计算复
杂的缔合勒让德函数。

３　算例及分析

通过模拟计算出一段轨道，轨道上扰动引力
的计算采用传统方法、传统换极方法和改进换极
方法。为便于比较，传统换极方法采用前文提到
的第二种换极方法，改进的换极方法采用前文提
到的第一种换极方法并引入 Ｃｌｅｎｓｈａｗ 求和计
算。假设传统球谐函数计算的扰动引力值为真
值，则采用传统换极后计算的扰动引力误差统计
结果如表１，从表１中可以看出，换极前后计算的
扰动引力差值在径向上最小，在东西方向最大，最
大值达到０．０４ｍＧａｌ。需要说明的是采用前文提
到的第一种换极方法，换极后计算的扰动引力误
差各方向小于０．００１ｍＧａｌ。传统换极方法存在
较大误差是因为在新极点附近计算缔合勒让德函

数是有奇异性的。

１４０１
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表１　传统换极计算精度统计

Ｔａｂ．１　Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｅｒｒｏｒｓ　ｆｏｒ

Ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ　Ｐｏｌｅ　Ｔｒａｎｓｆｏｒｍ

扰动引力
差值／ｍＧａｌ

最大值 平均值 标准差

δρ ０．００ ０．００ ０．００
δθ １．８３　 ０．６４　 ０．９０
δλ ０．５７ －０．４３　 ０．４５

　　扰动重力场模型的位系数个数同模型的最高
阶次有关，假设最高阶次为 Ｎ，则采用传统方法、
传统换极方法和改进换极方法的计算公式分别

为：（Ｎ＋１）（Ｎ＋２），（Ｎ＋１）（Ｎ＋２）／２和６（Ｎ＋
１）。受正常化过程的限制，本文采用ＥＧＭ２００８
前７２阶次扰动重力场模型。试验统计了６　４００
个扰动重力的计算速度，采用３种方法统计结果
如表２。通过比较可以看出，采用换极方法可以
提高计算速度：传统换极方法可以提高近一倍的
速度，改进换极方法计算速度提高了两个数量级。
计算扰动引力的速度有很大提高，但是极点附近
的计算是奇异的。采用换极方法还可以节省存储
空间：传统换极方法可以节省一半的存储空间，采
用改进换极方法的数据量仅为传统方法的１／１０。
模拟实验的轨道为从地面起飞开始的一段轨

迹，采用扰动重力场模型计算的扰动引力各分量
如图２所示。从图中可以看出，地球外部扰动引
力的信息范围在－２０ｍＧａｌ～２５ｍＧａｌ，对精确定
轨的飞行器来说不可忽略。

表２　试验结果统计

Ｔａｂ．２　Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ　Ｒｅｓｕｌｔｓ

单点扰动引力 传统方法 传统换极方法 改进换极方法

计算速度／ｍｓ　 ０．３９０　 ０．２２９　 ０．００３
位系数个数 ５　４０２　 ２　７０１　 ４３８

　　采用传统换极后扰动引力误差结果如图３，
对于极点附近的扰动引力计算采取了奇异点处理

方法。从图中可以看出，南北方向扰动引力差值
随高度有明显变化，在东西方向和径向变化平缓，
对于径向，扰动引力误差几乎为０。

４　结　语

球谐函数变换理论是为实现航天器轨道扰动

引力快速赋值而产生的一个位模型变换理论，本
文在球谐函数变换理论基础上，利用变换后航天
器轨道的特殊性质，引入了Ｃｌｅｎｓｈａｗ求和理论，
实现了轨道扰动引力的快速赋值，并且计算扰动
引力所需要存储的数据量也大幅度减少。

图２　轨道上的扰动引力

Ｆｉｇ．２　Ｅａｒｔｈ’ｓ　Ｇｒａｖｉｔｙ　Ｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ　ｏｎ　ｔｈｅ　Ｔｒａｃｋ

图３　换极计算前后扰动引力差异

Ｆｉｇ．３　Ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ　ｏｆ　Ｇｒａｖｉｔｙ　Ｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ　Ｃａｕｓｅｄ　ｂｙ
Ｐｏｌｅ　Ｃｈａｎｇｉｎｇ
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