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方差－协方差分量估计的概括平差因子法
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摘　要：针对现有方差－协方差分量估计（ｖａｒｉａｎｃｅ－ｃｏｖａｒｉａｎｃｅ　ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ　ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ，ＶＣＥ）理论存在的问题，通

过引入间接平差的平差因子概念，定义并研究了基于概括平差模型的概括平差因子、概括闭合差及其方差阵，

进而利用二次期望公式提出了基于概括平差因子的ＶＣＥ新方法。该方法适用于概括平差模型所归纳的４种

函数模型形式，并通过概括平差因子揭示了平差函数模型与 ＶＣＥ是否存在解析估计形式的关系。实例计算

结果表明，现有迭代型ＶＣＥ方法改变了ＬＳ估计量的统计性质，而 ＶＣＥ新方法解析估计具有ＬＳ统计性质，

且无需初值。

关键词：平差模型；最小二乘准则；概括平差因子；概括闭合差；方差－协方差分量估计

中图法分类号：Ｐ２０７．２

　　对于多类观测值或多因素同类观测值的测量
平差问题，方差－协方差分量估计（ｖａｒｉａｎｃｅ－ｃｏｖａｒ－
ｉａｎｃｅ　ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ　ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ，ＶＣＥ）与观测值平差
是同等重要的两个方面。目前，方差－协方差分量
估计已经形成了基于概括平差模型的一个普遍性

理论框架［１－２］，并在实际工作中得到了广泛应用。
文献［３－４］利用ＶＣＥ方法研究了常规控制网中角
度与距离观测值的定权；文献［５－６］利用 ＶＣＥ方
法研究了融合导航自适应因子的确定；文献［７－９］
利用ＶＣＥ方法研究了ＧＮＳＳ不同类观测值权比
估计。此外，文献［１０］利用 ＶＣＥ方法研究了似
大地水准面精化拟合模型，文献［１１］利用 ＶＣＥ
方法研究了ＣＨＡＭＰ重力场恢复，文献［１２－１３］
利用ＶＣＥ方法进行了大地测量地球物理联合反
演研究。
上述研究涉及的 ＶＣＥ估计理论均是基于残

差二阶量的迭代解法，其通用的迭代停止准则是
各类观测值单位权方差相等。然而，ＶＣＥ迭代解
一般只能保证在初值附近的局部最优［１４］，而且迭
代估计收敛性问题在理论上还未得到解决［１５］。

此外，迭代型 ＶＣＥ估计过程不利于实时动态计
算，估计结果不具有ＬＳ统计性质［１６］。因此，ＶＣＥ
方法的研究需要借鉴新的工具，寻求具有ＬＳ统

计性质且不需初值的解析估计。现有研究成果表
明，平差因子以矩阵形式反映了平差结构，是平差
成果质量的全面度量指标［１７－１９］。因此，本文首次

将平差因子引入 ＶＣＥ方法研究，在概括平差模
型的基础上提出了概括平差因子、概括闭合差及
其方差阵计算方法，进而提出了基于概括平差因
子的ＶＣＥ新方法。

１　方差分量估计新方法

１．１　概括平差因子

设概括平差模型为：

Ａ
ｃ×ｎ
Ｖ
ｎ×１
＋Ｂ
ｃ×ｕ
ｘ
ｕ×１
－Ｗ
ｃ×１
＝０
ｃ×１
，ＤＬ
ｎ×ｎ

Ｃ
ｓ×ｕ
ｘ
ｕ×１
－Ｗｘ

ｓ×１
＝０
ｓ×

烅
烄

烆
１

（１）

式中，Ａ、Ｂ、Ｃ分别表示已知的系数矩阵；Ｗ＝－
ＡＬ＋Ｂｘ０＋Ａ（ ）０ 表示具有参数的条件方程闭合

差；Ｗｘ＝－ Ｃｘ０＋Ｃ（ ）０ 表示限制条件方程闭合差；

ＤＬ 表示观测值Ｌ的方差阵；Ｖ、ｘ分别为待求的残
差与参数向量；下标ｃ、ｓ分别表示条件方程个数
和限制条件方程个数；ｎ、ｕ分别表示观测数和参
数个数；平差模型自由度或多余观测数ｒ＝
ｃ＋（ ）ｓ －ｕ。
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在ＶＴＤ－１
Ｌ Ｖ＝ｍｉｎ准则下，参数向量的最小

二乘解为：

ｘ^＝Ｑ^ｘＢＴＮ－１ａＷ＋Ｎ－１ｂＣＴＮ－１ｃ Ｗｘ （２）

式中，Ｎａ＝ＡＤＬＡＴ；Ｎｂ＝ＢＴＮ－１
ａ Ｂ；Ｎｃ＝ＣＮ－１

ｂ ＣＴ；

Ｑ^ｘ＝Ｎ－１
ｂ －Ｎ－１

ｂ ＣＴＮ－１
ｃ ＣＮ－１

ｂ 。
将参数解式（２）代入概括平差模型式（１）第一

行，整理可得残差向量与闭合差的关系式：

ＡＶ＝ＲａＷ－ＫＷｘ （３）

式中，Ｒａ＝Ｉ－ＢＱ^ｘＢＴＮ－１
ａ ；Ｋ＝ＢＮ－１

ｂ ＣＴＮ－１
ｃ 。

进一步地，可得式（３）中矩阵Ｒａ 的迹为：

ｔｒＲ（ ）ａ ＝ｃ－ｔｒ　Ｑ^ｘＢＴＮ－１ａ（ ）Ｂ ＝
ｃ－ｕ＋ｔｒ　Ｎ－１ｃＣＮ－１

ｂＣ（ ）Ｔ ＝ｒ （４）
式中，ｔｒ（ ）· 表示迹算子。
当概括平差模型化为间接平差模型时，有Ａ

＝－Ｉ，Ｃ＝０，则Ｒａ＝Ｉ－ＢＮ－１
ｂ ＢＴＤ－１

Ｌ ，即为文献
［１７－１９］提出的可全面反映间接平差成果质量的
平差因子计算式。按此概念推广，本文称Ｒａ 为反
映概括平差成果质量的概括平差因子。易证明，

Ｒａ 为幂等矩阵。
由于式（３）中的Ｗ、Ｗｘ 为已知量，则ＡＶ的计

算可以避开未知的残差向量Ｖ。因此，将式（３）中
的ＡＶ定义为概括闭合差珦Ｗ，并结合式（３）～（４）
导出其方差阵Ｄ珦Ｗ，可得：

珦Ｗ ＝ＲａＷ－ＫＷｘ

Ｄ珦Ｗ ＝ＲａＤ｛ Ｗ

（５）

１．２　基于Ｒａ 的ＶＣＥ方法
首先，给出下文推导过程中用到的二次型期

望公式［１］。若有服从任一分布的ｎ维随机向量

Ｙ，其数学期望为μ，方差阵为Σ，则Ｙ的任一二次
型的数学期望可表达为：

Ｅ　ＹＴＱ（ ）Ｙ ＝ｔｒΣ（ ）Ｑ ＋μＴＱμ （６）
式中，Ｑ为一个ｎ阶对称可逆阵。
设方差分量模型为：

ＤＬ ＝∑
ｍ

ｉ＝１
αｉＱ（ ）ｉ （７）

式中，αｉ为方差分量线性组合；Ｑｉ 为构造的协因
数分量矩阵。
协因数分量矩阵Ｑｉ必须满足两个性质：对称

可逆和线性无关，即如下表达式成立：

Ｑｉ ＝ＱＴｉ，ｄｅｔ　Ｑ（ ）ｉ ≠０

∑
ｍ

ｉ＝１
θｉＱ（ ）ｉ ≠

烅
烄

烆 ０
（８）

式中，ｄｅｔ（ ）· 表示矩阵的行列式；θ｛ ｝ｉ 为任意一
组非全零的实数。
根据式（７），条件方程闭合差Ｗ 的方差分量

模型可表示为：

ＤＷ ＝ＡＤＬＡＴ ＝∑
ｍ

ｉ＝１
αｉ珟Ｑ（ ）ｉ （９）

式中，珟Ｑｉ＝ＡＱｉＡＴ，称珟Ｑｉ 为闭合差Ｗ 的协因数分
量矩阵。
综合式（３）、（５），因Ｅ（ ）Ｖ ＝０，可得Ｅ 珦（ ）Ｗ ＝

０。此外，由于Ｑｉ 对称可逆，则珟Ｑｉ 对称可逆。继
而，将式（６）中的Ｑ替换为珟Ｑｉ、Ｙ 替换为概括闭合
差珦Ｗ，可得：

珦ＷＴ珟Ｑｉ珦Ｗ ＝ｔｒ　Ｄ珦Ｗ珟Ｑ（ ）ｉ ＝
ｔｒ　ＲａＤＷ珟Ｑ（ ）ｉ

（１０）

进一步地，将式（９）方差分量模型代入式（１０）右
边，并整理可得：

珦ＷＴ珟Ｑｉ珦Ｗ ＝ｔｒ珟ＱｉＲａ·∑
ｍ

ｉ＝１
αｉ珟Ｑ（ ）（ ）ｉ （１１）

与式（１１）同理，若进一步考虑α２，…，αｍ，则可导
出方差 －协方差分量估计模型：

珦ＷＴ珟Ｑ１珦Ｗ


珦ＷＴ珟Ｑｍ珦

熿

燀

燄

燅Ｗ
＝

ｔｒ珟Ｑ１Ｒａ珟Ｑ（ ）１ … ｔｒ珟Ｑ１Ｒａ珟Ｑ（ ）ｍ
 

ｔｒ珟ＱｍＲａ珟Ｑ（ ）１ … ｔｒ珟ＱｍＲａ珟Ｑ（ ）

熿

燀

燄

燅ｍ

α^１


α^

烄

烆

烌

烎ｍ

（１２）

　　由式（１２）可知，估计式的输入量为概括闭合差
珦Ｗ和概括平差因子Ｒａ，又由式（５）得珦Ｗ 是Ｒａ 的函
数，因此称为基于概括平差因子Ｒａ 的方差 －协方差
分量估计方法。其次，分析式（７）～（１２）的推导过
程可以看出，αｉ取值范围未作假设，可用于各类随
机模型估计研究。再次，按不同平差函数模型形式
分别推导珟Ｑｉ、Ｒａ、珦Ｗ 计算式，便可进一步得到与各
函数模型对应的方差 －协方差估计公式，具体见
表１。特别说明的是，需对α１，α２，…，αｍ 进行线性
变换，方可最终获得方差 －协方差分量估计值。

表１　４种平差函数模型的珟Ｑｉ、Ｒａ、珦Ｗ 计算表

Ｔａｂ．１　珟Ｑｉ，Ｒａａｎｄ珦ＷＣａｌｃｕｌａｔｉｏｎ　Ｆｏｒｍｕｌａ　ｆｏｒ　Ｆｏｕｒ　Ａｄｊｕｓｔｍｅｎｔ　Ｆｕｎｃｔｉｏｎ　Ｍｏｄｅｌｓ

参量

模型

条件平差

Ｂ＝０，Ｃ＝０
具参数的条件平差

Ｃ＝０
间接平差

Ａ＝－Ｉ，Ｃ＝０
附限制的间接平差

Ａ＝－Ｉ
珟Ｑｉ ＡＱｉＡＴ　 ＡＱｉＡＴ　 Ｑｉ Ｑｉ
Ｒａ Ｉ　 Ｉ－ＢＮ－１ｂ ＢＴＮ－１ａ Ｉ－ＢＮ－１ｂ ＢＴＤ－１Ｌ Ｉ－ＢＱ^ｘＢＴＤ－１Ｌ
珦Ｗ　 Ｗ　 ＲａＷ　 ＲａＷ　 ＲａＷ－ＫＷｘ

６２９
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　　分析表１可知，ＶＣＥ解析估计是否存在与函
数模型形式有关，且可由概括平差因子Ｒａ 解释。
当采用条件平差模型时，Ｒａ 为单位阵，可以直接
获得方差分量 －协方差分量的解析估计式；当采用
其他３种平差模型（模型中包含参数）时，Ｒａ 为

ＤＬ 的函数，方差－协方差分量需迭代求解。理论
上，平差结果仅与观测值及其统计性质相关，不因
经典平差函数模型不同而不同，方差－协方差分量
估计结果也应如此。但是，由于平差参数是观测
值的一次函数，而方差分量是观测值的二次函数，
使方差分量估计较参数估计复杂得多。简而言
之，迭代估计与解析估计的一致性需进一步讨论
分析。因此，§２基于同一问题的条件平差模型
与间接平差模型分别进行方差－协方差分量估计，
进而以方差一致性统计量检验平差模型的正确性

并阐明两种解估计的区别。

２　算例结果与分析

算例１　如图１（ａ）所示的边角网［１］，Ａ、Ｂ、Ｃ
是已知点，Ｐ１、Ｐ２ 是待定点，网中观测了１２个角
度，编号为１～１２，观测了６条边长，编号为１３～
１８。先验测角中误差为１．５″，测边中误差为２
ｃｍ。

算例２　如图２（ｂ）所示的边角网［２０］，Ａ、Ｂ为
已知点，Ｃ、Ｄ、Ｅ为待定点，网中观测了１１个角

度，编号为１～１１，观测了４条边长，编号为１２～
１５。先验测角中误差为１″，测边中误差为１ｃｍ。

图１　边角网

Ｆｉｇ．１　Ｔｒｉａｎｇｕｌａｔｅｒａｔｉｏｎ　Ｎｅｔｗｏｒｋ

算例１和算例２均是两类观测值平差问题，
若记测角方差为σ２β、测边方差为σ２Ｓ、维数与测角
数相等的单位阵Ｉβ、维数与测边数相等的单位阵

ＩＳ，则可按如下方法建立方差分量模型：

ＤＬ ＝α１Ｑ１＋α２Ｑ２ （１３）
式中，

α１
α
烄

烆

烌

烎２
＝

１　 １
－［ ］１　１

－１ σ２β
σ２［ ］
Ｓ

Ｑ１ ＝
Ｉβ ０
０ －Ｉ［ ］

Ｓ

，Ｑ２ ＝
Ｉβ ０
０ Ｉ［ ］

Ｓ

　　显见，Ｑ１、Ｑ２ 对称可逆，采用基于概括平差因
子的方差分量估计方法可估计α^１，^α２，进而通过线
性变换可得方差分量σ^２β＝^α１＋^α２，^σ２Ｓ＝^α２－^α１。两
个算例的计算结果见表２。

表２　不同方法的估计结果／ｃｍ

Ｔａｂ．２　Ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ　Ｒｅｓｕｌｔｓ　Ｕｓｉｎｇ　Ｔｗｏ　Ｍｅｔｈｏｄｓ／ｃｍ

算例 次数
间接平差（迭代） 条件平差（解析）

０　 １　 ８ －

σ２β ２．２５０　 ３．５８１　 ３．６３８　 ３．８４０

σ２ｓ ４．０００　 ６．１６８　 ５．９２９　 ５．２３０
１ χ２　 ２２．０８０　 １３．９９８　 １４．０００　 １３．９７１

ｘ１，ｙ１，σｐ１ １．５８８，－０．８５３，１．１３２　 １．５７７，－０．８６４，１．４２２　 １．５５８，－０．８８３，１．４２１　 １．４９９，－０．９４５，１．４１８
ｘ２，ｙ２，σｐ２ －５．５１８，１２．５０６，２．００８ －５．５６３，１２．４６１，２．５０８ －５．６３９，１２．３８５，２．４８３ －５．８７２，１２．１３８，２．４０１

σ２β １．０００　 １．４４６　 １．３５８　 １．２８２

σ２ｓ １．０００　 ２．４０１　 ２．５４８　 ２．７３９
２ χ２　 １５．８２８　 ８．８５１　 ９．０００　 ９．０９８

ｘ１，ｙ１，σｐ１ －０．７３６，－０．８７５，０．５５６ －０．７０２，－０．９８５，０．７０６ －０．６９５，－１．００８，０．６９１ －０．６８８，－１．０３１，０．６７８
ｘ２，ｙ２，σｐ２ －０．１４６，２．３１６，０．５３２ －０．０６４，２．５２０，０．６７３ －０．０４７，２．５６１，０．６５８ －０．０３１，２．６００，０．６４６
ｘ３，ｙ３，σｐ３ －２．１６６，０．１９１，１．１５２ －１．８２０，０．２１３，１．４６４ －１．７５２，０．２１６，１．４３４ －１．６８６，０．２１９，１．４０９

　　分析算例１，采用间接平差模型时，需要迭代
求解，而采用条件平差模型时，可直接得出解析估
计。分析间接平差的ＶＣＥ迭代前后方差分量、χ

２

统计量，以及坐标参数及其点位误差的变化可以
发现，坐标参数及其点位误差随迭代变化较小，但
方差分量与χ

２统计量随迭代变化较快，且χ
２统计

量的最终值与自由度ｒ相等。分析条件平差的

ＶＣＥ估计结果可知，其χ
２统计量与自由度ｒ并不

相等。由此比较可得，正是由于迭代算法存在迭
代停止准则、算法收敛性等问题，使得间接平差模
型的ＶＣＥ迭代估计与条件平差模型的 ＶＣＥ解
析估计存在差异。此外，算例２可以得出同样的
结论。

进一步分析表２可知，间接平差ＶＣＥ迭代解

７２９
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与Ｈｅｌｍｅｒｔ估计结果相同［２０］，其显著特点是χ
２统

计量与自由度ｒ相等，这也是现有迭代型方差分
量估计方法的共性。但是，这种共性并不是ＬＳ
统计性质所要求的［１６］。此外，间接平差 ＶＣＥ迭
代估计的点位误差均大于条件平差 ＶＣＥ解析估
计的点位误差，表明迭代型 ＶＣＥ方法并未获得

ＬＳ准则下的最优统计结果。因此，现有迭代型方
差分量估计改变了ＬＳ统计性质［１６］，而本文提出
的基于概括平差因子的 ＶＣＥ估计方法完全保留
了ＬＳ统计性质。

３　结　语

本文在概括平差模型基础上定义了与之相应

的概括平差因子，进而利用二次型期望公式导出
了方差－协方差分量解估计的新方法。该方法通
过概括平差因子揭示了方差－协方差分量解估计
形式与函数模型形式的关系。当采用条件平差函
数模型时，概括平差因子为单位阵，该方法提供了
方差－协方差分量解析估计公式。边角网应用结
果与分析表明，迭代停止准则、迭代收敛性等问题
使得ＶＣＥ迭代估计量失去了ＬＳ统计性质，而基
于概括平差因子的ＶＣＥ解析估计有效解决了上
述的问题。此外，ＶＣＥ解析法在高维多类动态测
量数据处理中将更加高效实用，本文仅列举了两
类观测的 ＶＣＥ估计算例，而如多频导航定位等
多类观测值的协因数分量矩阵构造及 ＶＣＥ解析
估计需进一步讨论。
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