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摘　要：综述了总体最小二乘解的性质、算法及应用等方面的研究成果及最新进展，特别是总体最小二乘方法

在测量数据处理领域的应用及相关算法，展望了总体最小二乘方法在大地测量反演等数据处理领域的算法

及应用等问题。
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　　在数据处理问题中，将观测数据和模型参数
联系起来的数学表达式为函数模型，虽然数据处
理问题千差万别，但函数模型却只有线性和非线
性两大类，而非线性问题可以通过线性化变成线
性模型。数据处理问题最常用、最基本的方法是
最小二乘（ｌｅａｓｔ　ｓｑｕａｒｅｓ，ＬＳ）法，该方法仅考虑观
测值的误差；在实际参数估计问题中，对于大部分
线性模型来说，一般由于数据采样大小、模型化及
测量等原因引起了系数矩阵的误差，其系数阵并
非常数阵（如全部由０或１等常数元素组成的矩
阵），而是由其他方法计算得到的具有一定误差的
变量矩阵，因此，如何处理系数矩阵和观测向量同
时存在的误差，是数据处理领域研究的新课题之
一。总体最小二乘（ｔｏｔａｌ　ｌｅａｓｔ　ｓｑｕａｒｅｓ，ＴＬＳ）方
法是近３０多年来发展起来的一种能同时顾及观
测值误差和模型系数矩阵误差的数学方法，其理
论及应用研究是目前国内外研究的热点问题［１］。
关于 ＴＬＳ的研究最早可以追溯到１８７７年

Ａｄｃｏｃｋ［２］研究单变量直线拟合问题，随后，Ａｄ－
ｃｏｃｋ［３］、Ｐｅａｒｓｏｎ［４］、Ｋｏｏｐｍａｎｓ［５］、Ｍａｄａｎｓｋｙ［６］和

Ｙｏｒｋ［７］均发表了相关文献进行研究。这一数据
拟合方法最早在统计学领域称为正交回归（ｏｒ－
ｔｈｏｇｏｎａｌ　ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ）、变量误差（ｅｒｒｏｒｓ－ｉｎ－ｖａｒｉａ－

ｂｌｅｓ，ＥＩＶ）和测量误差（ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ　ｅｒｒｏｒｓ）等。

Ｓｐｒｅｎｔ［８］和 Ｇｌｅｓｅｒ［９］将该研究扩展到多维变量模
型。ＴＬＳ的概念是由 Ｇｏｌｕｂ 和ｖａｎ　Ｌｏａｎ［１０］于

１９８０年提出的，随后，由于奇异值分解（ｓｉｎｇｕｌａｒ
ｖａｌｕｅ　ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ，ＳＶＤ）这一稳健计算方法的
引入和顾及系数矩阵误差的应用领域需求的不断

增大，使得ＴＬＳ的研究逐渐得到深入［１１］。
本文从ＴＬＳ解的性质、算法和应用三个方面

详细论述了ＴＬＳ研究的主要进展，并对未来的相
关研究进行了展望。

１　ＴＬＳ解的性质

ＴＬＳ解的性质研究主要有：Ｆｕｌｌｅｒ［１２］研究了

ＥＩＶ 模型估值的一些性质；Ｒｅｉｌｌｙ 和 Ｐａｔｉｎｏ－
Ｌｅａｌ［１３］基于贝叶斯方法研究了 ＥＩＶ 模型；Ｇａｌ－
ｌｏ［１４］系统性地研究了ＥＩＶ模型估计的性质，得出
了ＥＩＶ模型参数ＴＬＳ的一致性估计；ｖａｎ　Ｈｕｆｆｅｌ
和 Ｖａｎｄｅｗａｌｌｅ［１５］从代数学角度研究了 ＴＬＳ和

ＬＳ之间的关系，包括它们的解、残差、改正数的关
系及在数据拟合和近似空间中的应用，同时，他们
还研究了ＴＬＳ问题的统计特性，当观测值和系数
矩阵元素在独立、等精度时，ＴＬＳ给出了ＥＩＶ参
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数的一致性估计、ＬＳ有偏、ＴＬＳ无偏等重要性
质［１６］；Ｓｔｏｉｃａａ和 Ｖｉｂｅｒｇｂ［１７］研究了加权最小二
乘和总体最小二乘的渐进等价性，即加权ＬＳ可
以得出与ＴＬＳ渐近等价的结果；ｄｅ　Ｇｒｏｅｎ［１８］从几
何角度比较了ＬＳ和 ＴＬＳ解；Ｌｅｍｍｅｒｌｉｎｇ等［１９］

研究了约束 ＴＬＳ与结构 ＴＬＳ的等价性；俞锦
成［２０］在ｖａｎ　Ｈｕｆｆｅｌ等的多右端ＴＬＳ问题有解的
充分条件的基础上进一步研究给出了其必要条

件；刘新国［２１］给出了完整的ＴＬＳ可解性分析，建
立了ＴＬＳ解的扰动上界；黄开斌和俞锦成［２２］讨
论了ＴＬＳ问题的解集与极小范数解；严涛和尤兴
华［２３］给出了加权总体最小二乘（ｗｅｉｇｈｔｅｄ　ＴＬＳ，

ＷＴＬＳ）问题可解的充分必要条件，并在其可解
时，给出了其原始ＴＬＳ解集及极小范数解的显式
公式；刘永辉和魏木生［２４］细致分析了ＴＬＳ解集、

ＬＳ解集、ＴＬＳ极小范数解和ＬＳ极小范数解之间
的差异，比较了它们的残量、加权残量和极小范
数修正矩阵；Ｓｃｈｕｅｒｍａｎｓ等［１１］研究了ＴＬＳ和极
大似然主成分分析的等价性；Ｎａｙａｋ等［２５］比较了

ＬＳ、ＴＬＳ和 ＧＴＬＳ及其何时最优的问题；王学
锋［２６］给出了ＴＬＳ问题在一般酉不变范数下可解
的充分必要条件。

２　ＴＬＳ问题的算法

２．１　ＴＬＳ问题的基本算法

ＴＬＳ问题的计算方法主要分为两大类：基于
奇异值分解（ＳＶＤ）的方法［１０，２７］和Ｓｃｈａｆｆｒｉｎ等发
展的基于拉格朗日求极值的迭代法［２８－２９］。此外，
还有从线性回归角度讨论顾及自变量误差的方

法［３０］及一些改进算法等［３１－３２］。Ｗｈｉｔｔｅｍｏｒｅ［３３］提
出了一种利用未观测实际方差的压缩估计和包含

方差测量误差的数据来估计回归参数的方法，可
以给出经典线性ＥＩＶ模型中斜率参数的一致性
估计，并用于非线性回归的广大领域中，前提假设
是测量误差是具有未知方差的高斯噪声。这些方
法都存在着计算复杂、很难被测量数据处理人员
接受等缺点，极大地阻碍了ＴＬＳ方法的应用，因
而迫切需要一种易于被人们接受和使用的 ＴＬＳ
问题计算方法。

２．２　ＴＬＳ问题的扩展算法
除了基本的 ＴＬＳ问题之外，还发展了一系

列的扩展ＴＬＳ问题的方法（见图１），主要包括观
测值与待估参数之间是非线性关系时的非线性总

体最小二乘（ｎｏｎｌｉｅａｒ　ＴＬＳ，Ｎ－ＴＬＳ）［３４］；系数矩
阵的少数列是精确没有误差的，只有部分含有误

差时的混合总体最小二乘（ｍｉｘｅｄ　ＴＬＳ－ＬＳ，ＴＬＳ－
ＬＳ）［１６］；观测值与系数矩阵元素相关（或不相关）、
不等精度（或等精度）时的加权总体最小二乘（Ｗ－
ＴＬＳ）［２８］；元素之间的测量误差大小不同，更一般
地，矩阵行与行之间的相关误差方差阵不同，矩阵
同一行元素之间是可以相关的，而不同行元素之
间是不相关的，权矩阵是一个特殊的分块对角阵
时的元素加权总体最小 二 乘 （ｅｌｅｍｅｎｔ－ｗｉｓｅ－
ｗｅｉｇｈｔｅｄ　ＴＬＳ，ＥＷ－ＴＬＳ）［３５］；处理混合总体最小
二乘与加权总体最小二乘综合问题的广义总体最

小二乘（ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ　ＴＬＳ，Ｇ－ＴＬＳ）［３６］；观测值与
系数矩阵的验前单位权方差不相等，或目标函数
中观测值误差与系数矩阵误差所占权重不同的标

度总体最小二乘（ｓｃａｌｅｄ　ＴＬＳ，Ｓ－ＴＬＳ）［３７］；主模型
附加等式约束的限制总体最小二乘（ｒｅｓｔｒｉｃｔｅｄ
ＴＬＳ，Ｒ－ＴＬＳ）［３８］；在Ｌｐ范数下求解总体最小二
乘问题的总体Ｌｐ 近似（ｔｏｔａｌ　Ｌｐａｐｐｒｏｍａｔｉｏｎｓ，

Ｔ－Ｌｐ－Ａ）［３９］；为了提高总体最小二乘解的稳健性
或系数矩阵病态情况下附加正则化准则的正则化

总体最小二乘（ｒｅｇｕｌａｒｉｚｅｄ　ＴＬＳ，ＲＴＬＳ）［４０］；主模
型附加等式约束或不等式约束，约束矩阵可以是
含有误差的随机矩阵的约束总体最小二乘（ｃｏｎｔ－
ｒａｉｎｅｄ　ＴＬＳ，Ｃ－ＴＬＳ）［１９］；观测值和待估参数都是
多元的，即都以矩阵的形式出现在模型中的多元
总体最小二乘（ｍｕｌｔｉｖａｒｉａｔｅ　ＴＬＳ，Ｍ－ＴＬＳ）［１６］；系
数矩阵病态时，采用截断奇异值求解总体最小二
乘问题的截断总体最小二乘（ｔｒｕｎｃａｔｅｄ　ＴＬＳ，

ＴＴＬＳ）［４１］；观测值与系数矩阵组成的增广矩阵的
改正数矩阵与该增广矩阵须有相同结构的结构总

体最小二乘（ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄ　ＴＬＳ，ＳＴＬＳ）［４２］；解不存
在时的总体最小二乘问题，即系数矩阵秩亏或方
程高度矛盾的非一般总体最小二乘（ｎｏｎｇｅｎｅｒｉｃ
ＴＬＳ，ＮＴＬＳ）［４３］；将部分奇异值分解方法用于总
体最小二乘问题的部分总体最小二乘（ｐａｒｔｉａｌ
ＴＬＳ，Ｐ－ＴＬＳ）［１６］；解存在但不唯一时的最小范数
总体最小二乘问题 （ｍｉｎｉｍｕｍ　ｎｏｒｍ　ＴＬＳ，ＭＮ－
ＴＬＳ）［１６］等。在ＴＬＳ得到广泛研究的同时，ＥＩＶ模
型［９，４４］以及正交距离回归［４５］的研究也一直未间断，
总体最小二乘的求解与降秩问题［４６］的求解是很相

近的。Ｓｃｉｔｏｖｓｋｉ和Ｊｕｋｉｃ［４７］研究了指数函数的ＴＬＳ
问题；Ｍａｒｋｏｖｓｋｙ等［４８］对总体最小二乘的产生、发
展及ＴＬＳ的相关文献等进行了详细的论述。
病态情况下，ＴＬＳ问题的处理方法主要有正

则化 方 法［４０，４９］、截 断 奇 异 值 分 解 方 法 （ＴＳ－
ＶＤ）［５０］、截断总体最小二乘方法（ＴＴＬＳ）［４１］和核
心问题转化法［５１］。Ｌｕ等［５２］提出了双正则化

１５８



武 汉大学学报·信息科学版 ２０１３年７月

图１　ＴＬＳ研究扩展图

Ｆｉｇ．１　Ｅｘｔｅｎｄｅｄ　Ｆｉｇｕｒｅ　ｏｆ　ＴＬＳ　Ｒｅｓｅａｒｃｈ

ＴＬＳ（ｄｕａｌ　ｒｅｇｕｌａｒｉｚｅｄ　ＴＬＳ）问题，统一了 ＬＳ、

ＤＬＳ和ＲＴＬＳ问题，给出了求解正则化参数的方
法。截断方法的一个关键问题是截断水平的选
择，Ｓｉｍａ等［４１］研究了ＴＴＬＳ中截断水平的选择，
使用了差异原则、Ｌ 曲线法、基于信噪比的方法
等。ＴＳＶＤ方法并不适用于所有的病态问题，一
般的截断法适用于轻微的病态问题，而且小范数
的截断方法因子解并不总是最优值［４１］。
约束情形下，ＴＬＳ的研究主要有：ｄｅ　Ｍｏｏｒ［５３］

研究了不等式约束的总体线性最小二乘问题；

Ｆｅｎｇ等［５４］研究了 ＴＬＳ在三维激光扫描中的应
用，比较了ＬＳ、ＴＬＳ和约束ＴＬＳ方法，发现与ＬＳ
和非约束ＴＬＳ相比，约束ＴＬＳ可以确定一个更
好的转换参数，并能给出更好的拟合效果；Ｓｃｈａｆ－
ｆｒｉｎ［５５］在研究附有随机约束的最小二乘问题的基
础上推导了附有随机约束的总体最小二乘求解公

式，并得出与特征值问题相同的形式。在线性系
统的参数估计中加入线性和二次约束是非常重要

的，这些约束可以避免平凡解，减小偏差，保证解
的稳定性，对线性系统施加自然结构，并可以加入
先验信息等。Ｓｃｈａｆｆｒｉｎ和 Ｆｅｌｕｓ［５６］基于拉格朗
日方法推导了附有线性和二次约束的ＴＬＳ问题
的求解公式。在这些研究中，约束和主模型都是
独立等精度的，并没有考虑加权问题，因此，在实
际的数据处理中是不实用的。
标度总体最小二乘（ｓｃａｌｅｄ　ＴＬＳ，ＳＴＬＳ）方法

是一种可以统一ＴＬＳ方法、ＬＳ方法和数据最小
二乘（ｄａｔａ　ＬＳ，ＤＬＳ）方法的一种同时顾及观测值
和系数矩阵误差的数据处理方法。在经典总体最
小二乘中，目标函数中观测值与系数矩阵元素的
相对权比取为１，即是等权比处理的，但是由于观
测值与系数矩阵元素的单位权方差并不相等，等
权比处理是不合理的，因而 Ｒａｏ［３７］于１９９７年提
出了标度总体最小二乘（ｓｃａｌｅｄ　ＴＬＳ），并称之为
加权总体最小二乘（ＷＴＬＳ）；随后，标度总体最小
二乘方法的研究主要集中于标度总体最小二乘问

题的计算方法［３７］、与最小二乘的关系［５７］、扰动分
析［５７－５８］等。Ｐａｒｋ和 Ｏ′Ｌｅａｒｙ［５９］研究了标度总体
最小二乘问题，并将之定义为隐含加权总体最小
二乘，研究了权比因子的作用及权比因子未知时
如何求解总体最小二乘的问题。但正确确定合理
的相对权比，并给出有效的计算方法仍然没有彻
底解决，因而附有相对权比的总体最小二乘方法
是今后研究的一个重要方向［６０］。

３　ＴＬＳ的应用

ＴＬＳ的应用领域非常广泛，主要有信号处
理［６１］、化学工程［３５］、运动分析［６２］、图像处理［６３］

等。ＴＬＳ自从２０世纪８０年代以来在数学领域
得到广泛的研究，但却很少在大地测量领域应用，
并不是大地测量领域不存在系数矩阵含有误差的

情况，而是因为ＴＬＳ复杂的数学公式很难在大地
测量领域展开应用；同时，大地测量数据采集中往
往由于人为误差、仪器误差及精度不同和数据采
样误差等原因造成了观测值的强相关性和不等精

度等，而已有成熟的ＴＬＳ方法大都是处理等权、
独立情况下的，所以不能直接在大地测量反演问
题中应用。由于测量数据处理领域同样存在大量
的ＴＬＳ问题，因而２０世纪９０年代以来逐渐得
到应用，但应用还不是很广泛，并且趋于简单。
在测量领域，国外的研究最早主要是Ｓｃｈａｆ－

ｆｒｉｎ等于２００５年开始的，随后，Ｓｃｈａｆｆｒｉｎ及其合
作者进行了一系列的研究，包括给出了基于拉格
朗日极值的算法及在坐标转换中的应用等［２８，５６］；
国内的研究主要是简单的应用，即应用ＳＶＤ法处
理等权总体最小二乘问题，最早的是丁克良［６４］对
不同情况的曲线拟合同时顾及因变量和自变量的

误差，采用正交最小二乘法来拟合曲线，以正交距
离残差平方和极小为准则导出了适于间接平差解

算的模型和算法。测量领域的ＴＬＳ研究主要有
（见图２）测量学中的水准测量［６５］、克里格插
值［６６］、摄影测量中的空间后方交会［２７］、ＧＰＳ接收
机自主完好性监测［６７］、接收机机动的 ＧＰＳ跟踪
解算［６８］、基于时差信息［６９］、基于角度信息［７０］、同
时基于角度和时差信息［６９］的无源定位、目标几何
定位［７１］、天文学中的银河系运动参数估计［７２］、工
业测量中的激光扫描［５４］、地震学中的未知地震仪
记录的改正［７３］、直线拟合、曲线拟合、平面拟合
等［２８－３０，６５］、坐标转换［７４］、地壳应变参数反演［７５－７６］

等。这些应用都是系数矩阵比较简单的情况，当

ＴＬＳ的理论问题得到解决之后，在大地测量反演
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等数据处理问题中将会得到更加广泛的应用。

图２　ＴＬＳ测量相关领域的应用研究图

Ｆｉｇ．２　ＴＬＳ　Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ　Ｒｅｓｅａｒｃｈ　Ｆｉｇｕｒｅ　ｏｎ　Ｓｕｒｖｅｙｉｎｇ

４　ＴＬＳ研究展望

目前，几乎所有关于ＴＬＳ性质的研究都是复
杂的纯数学讨论，从大地测量数据处理的角度详
细推导并证明 ＴＬＳ解的性质的文献较少，ＴＬＳ
方法的适用性等问题还需要进一步的研究。大地
测量数据处理包括两个重要的任务：参数估计和
精度评定。误差传播是测量数据处理中精度评定
的重要依据，而ＴＬＳ的误差传播定律在国内外已
有文献中鲜有涉及，因此，ＴＬＳ的误差传播定律
的研究也非常必要。

ＬＳ的扰动分析得到了广泛研究，并形成了成
熟的理论，而关于ＴＬＳ的扰动分析的研究不是很
多，主要有ＴＬＳ问题的统计特性和解扰动的上限
值的研究；基于标度ＴＬＳ解存在且唯一的Ｇｏｌｕｂ－
Ｖａｎ　Ｌｏａｎ条件下的标度 ＴＬＳ问题的扰动分析
等。因为ＴＬＳ及标度ＴＬＳ问题并没有ＬＳ问题
那样简单的范数表示的条件数，而分量条件数考
虑了数据分量之间的关系，所以标度ＴＬＳ问题的
扰动分析是基于分量条件数的，而且由标度ＴＬＳ
问题的条件数可以得到 ＴＬＳ问题的条件数［５８］。
标度ＴＬＳ扰动分析的研究［５８］所给出的条件数是
整个标度ＴＬＳ问题的，从数值分析的角度进行扰
动分析研究一般具有简单、直接的优点，进一步从
测量数据处理和数值分析的角度研究ＴＬＳ的扰
动分析对于在测量数据处理领域深入认识和使用

该方法具有重要的理论意义。
目前，已有的ＴＬＳ研究大都是基于观测值与

系数矩阵元素之间是独立的，或仅考虑等权的情
况，或观测值与系数矩阵元素独立、分别加权时仅
考虑系数矩阵元素行与行之间是相关的而列不相

关的加权情况，即ＥＷ－ＴＬＳ。但是在实际的数据

处理和参数估计问题中，加权都是非常复杂的，模
型中观测值与系数矩阵元素是相关的，且都是不
等精度的，因此，如何处理这种情况下的ＴＬＳ问
题是一个亟待解决的重要问题。标度ＴＬＳ方法
最早由Ｒａｏ于１９９７年提出，已有的标度ＴＬＳ的
算法主要是基于奇异值分解的方法，而且处理的
大都是观测值与系数矩阵元素等精度、独立情况
下的标度ＴＬＳ问题，关于如何选取标度因子（相
对权比）的研究相对较少［６０］。
通常情况下，会有反演问题的一些先验信息，

如有关断层的几何参数、地下介质速度的信息等。
如何合理正确地应用这些先验信息将对反演过程

起着重要作用，因为先验信息的约束对于反演不
唯一的问题可以提供很好的约束，同时能提高反
演速度。先验信息的表达方式有等式约束和不等
式约束等［７７］。当反演问题需要顾及系数矩阵误
差，且先验信息十分明确时，需要采用附有等式或
不等式约束的基于ＴＬＳ的反演方法。目前，附有
等式约束的ＴＬＳ问题的研究主要是观测值和系
数矩阵元素等权、独立的情况［５６］；Ｔｏｎｇ　Ｘｉａｏｈｕａ
等［７８］虽然给出了加权情况下的附有等式约束的

ＴＬＳ方法，但是该方法是将等式约束直接写进主
模型后再加权计算的。已有研究［７９］发现，等式约
束反演的两种目标函数构造方法（将等式约束直
接写进主模型和拉格朗日求极值）在最终的反演
中会得出相差较大的结果，主要原因是等式约束
条件在反演中所起的作用不同而导致的。由于约
束条件仅能当作一种先验信息或限制条件使用，
其与主模型（反演模型）同等对待（直接写进主模
型）的解法［７８］是不合理的，因此，在等式约束反演
中，建议使用拉格朗日法来构建目标函数进行求
解；加权情况下附有等式约束的ＴＬＳ问题需要进
一步的研究。
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由于观测数据的不足以及对研究对象物理机

制了解不够，因此大地测量反演常常出现病态问
题，而且在控制网平差、ＧＰＳ快速定位及重力场
向下延拓等数据处理中也存在大量的病态问题。
当系数阵病态时，普通ＴＬＳ将得不到稳定的解，
且估值的均方误差也较大，因而必须针对系数矩
阵的病态性进行处理，这就需要一种稳健的病态

ＴＬＳ解算方法。在等权条件下，病态 ＴＬＳ模型
的研究都是基于正则化方法的，且都没有考虑加
权问题。截断奇异值方法是处理病态问题最常用
的方法之一，观测值与系数矩阵元素独立且等精
度情况下的ＴＬＳ病态问题可以通过截断奇异值
方法很好地解决，其中最关键的因素是截断水平
的选择，而应用于ＬＳ病态问题的Ｌ曲线法、ＡＩＣ
（Ａｋａｉｋｅ’ｓ　ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ　ｃｒｉｔｅｒｉｏｎ）准则等可以直
接用于选择合适的截断水平［４１］。但是，观测值与
系数矩阵元素相关加权情况下的病态性问题［８０］

是大地测量数据处理中最普遍的问题，求解该问
题的严密算法是今后研究的一个重要方向。
大地测量反演问题是大地测量学科深入地学

研究领域的核心问题之一。随着大地测量学以及
地球物理学、地震学、地质学、海洋学等的发展，各
种高精度、高分辨率数据的获得成为可能。在地
壳应变参数反演、地震断层参数反演、火山区地壳
形变、地震滑动分布反演等大地测量反演问题中，
存在着大量的系数矩阵存在误差的问题，这些问
题的有效解决都可以借助ＬＳ方法得以完成。深
入研究ＴＬＳ方法在大地测量反演等大地测量数
据处理领域的应用，可以进一步完善测量数据处
理的理论体系，获取更加合理的参数结果，提高地
球物理解释的真实性和有效性，进而推动大地测
量在地球物理等领域的研究。
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