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利用非抽样Ｓｈｅａｒｌｅｔ域ＧＳＭ模型进行图像去噪
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摘　要：为有效去除含噪图像中的噪声，提出了一种基于非抽样剪切波域高斯比例混合模型的图像去噪方法。

首先建立含噪图像非抽样剪切波系数的局部高斯比例混合模型，然后应用贝叶斯最小二乘法对无噪图像的

非抽样剪切波系数进行估计，最后通过非抽样剪切波逆变换得到去噪后的图像。该方法充分利用了非抽样剪

切波变换的平移不变性、对图像边缘纹理等细节的高效表示能力以及高斯比例混合模型对非抽样剪切波变

换系数局部相关性的概括能力。实验结果表明，与基于小波域高斯比例混合模型的图像去噪方法、曲波域多

变量阈值去噪方法以及非抽样剪切波域的硬阈值法相比，该方法不仅能更有效地去除含噪图像中的噪声，提

高其信噪比以及与原始无噪图像的平均结构相似度，而且能更有效地保留原始图像中的边缘纹理等细节信

息，改善图像的视觉效果。

关键词：剪切波变换；图像去噪；ＧＳＭ模型
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　　在图像获取与传输过程中，由于受到各种随
机因素的影响，最终得到的图像常常会被随机噪
声所污染。噪声的存在不仅影响了图像的视觉质
量，而且大大降低了后续目标分类与识别的准确
率。为了改善含噪图像的视觉效果，降低噪声对
后续图像处理（如目标分类与识别）的影响，必须
先对含噪图像进行去噪处理［１］。

１９９５年，Ｄｏｎｏｈｏ等开创性地提出了小波域
的软阈值去噪方法。该方法将含噪图像的小波系
数视为确定信号，对每一个小波系数独立地进行
阈值化处理，没有考虑尺度内小波系数间可能具
有的相关性［２］。此后，Ｐｏｒｔｉｌｌａ等［３］利用尺度内小
波系数间的依赖关系提出了基于小波域高斯比例

混合模型（ＧＳＭ）的图像去噪方法。然而，小波变
换是各向同性的，对点状奇异性的表示是最优的，

而对自然图像中所包含的大量边缘、纹理等高维
奇异性的表示却不是最优的。各向异性的多尺度
几何分析方法的出现就很好地解决了这一问题，
它们能对图像中各向异性的边缘和纹理等信息给

出接近最优的表示［４］，其典型代表为曲波变换［５－６］

和轮廓波变换［７］。其应用到图像去噪处理中的研

究可参考文献［８－１０］。
然而，曲波和轮廓波在频率空间中是隔层细

分的，这在一定程度上削弱了其对图像稀疏表示
的能力［４］。２００７年以后，Ｇｕｏ［１１］、Ｅａｓｌｅｙ等［１２］提
出了一种新的多尺度几何分析方法———剪切波变
换，这是一种接近最优的多维函数稀疏表示方法。
该变换不仅具有与曲波和轮廓波相同的误差逼近

阶，而且其在频率空间中还是逐层细分的。Ｇｕｏ
等［４］利用剪切波系数间的依赖关系提出了基于剪

切波变换与三变量模型的图像去噪方法。但是由
于其具有的下采样操作，使得剪切波变换不具备
平移不变性，导致在利用其进行去噪处理时，在图
像的奇异点周围会产生伪吉布斯（Ｇｉｂｂｓ）现象。

Ｅａｓｌｅｙ等［１２］提出了基于非抽样剪切波变换（ｎｏｎ－
ｓｕｂｓａｍｐｌｅｄ　ｓｈｅａｒｌｅｔ　ｔｒａｎｓｆｏｒｍ，ＮＳＳＴ）域硬阈值
的图像去噪方法，取得了良好的去噪效果。
本文用ＧＳＭ模型来建模图像经ＮＳＳＴ分解

后得到的带通方向子带内系数及其邻域系数之间

的关系，提出了一种基于 ＮＳＳＴ域ＧＳＭ 与贝叶
斯最小二乘估计的图像去噪方法。
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１　非抽样剪切波变换（ＮＳＳＴ）

剪切波变换［１３］具有良好的时频局部特性以

及非常高的方向敏感特性，是一种接近最优的多
维函数稀疏表示方法。该变换具有与小波变换类
似的非常简单的数学结构，可以通过对一个函数
的伸缩、平移和旋转而产生其基函数。各向同性
的小波变换虽然能够识别图像中的瞬态奇异性，
然而却不能提供有关奇异性的几何结构的附加信

息；而定义在不同尺度、方向和位置上的各向异性
的剪切波变换除了能够识别图像中的奇异性之

外，还能够提供关于这些奇异性的一些附加的几
何信息，如奇异性的方向等，为图像中的线状奇异
性———图像的边缘提供最佳的表示方法。
图像ｆ可以由其对应的剪切波变换进行重

构，其重构公式如下：
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　　在频域，ψａｓｔ的Ｆｏｕｒｉｅｒ变换为：
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　　每一个剪切波ψａｓｔ在频域的支撑包含于

｛ξ１，ξ（ ）２ ：ξ１ ∈ －２ａ
，－１２［ ］ａ ∪ １

２ａ
，２［ ］ａ ，

ξ２
ξ１
－ｓ ≤槡ａ｝，^ψａｓｔ的支撑区间如图１所示。从图

１可以看到，不同尺度下的剪切波ψａｓｔ在频域的支
撑区域为沿着斜率为ｓ的直线且关于原点对称的
梯形区域。因此，剪切波ψａｓｔ是一个尺度、方向以
及位置参数分别为ａ、ｓ与ｔ的函数的集合。随着
尺度参数ａ的减小，图像ｆ的剪切波变换ＳＨψｆ
ａ，ｓ，（ ）ｔ 的渐进衰减性不仅能够描述图像中边缘
的位置，而且还可以指示出边缘的方向。剪切波
变换具有捕捉图像中边缘方向的能力，在各种尺
度和方向上能够接近最优地表示富含方向信息的

图像。
虽然剪切波变换非常适合于图像中各向异性

的边缘曲线的分析，但是基于抽样的剪切波变换
由于在变换过程中对图像进行了下采样操作，因
此它是移变的，将其用于图像去噪时会使去噪后
的图像产生伪吉布斯现象。非抽样剪切波变换是
在空域对图像进行剪切波变换时，通过非下采样

图１　尺度ａ和方向ｓ不同时剪切波的频率支撑域

Ｆｉｇ．１　Ｓｕｐｐｏｒｔ　ｏｆ　ｔｈｅ　Ｓｈｅａｒｌｅｔｓ^ψａｓｔｆｏｒ

Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　Ｖａｌｕｅｓ　ｏｆ　ａａｎｄ　ｓ

Ｌａｐｌａｃｉａｎ金字塔变换与剪切波滤波器的不同组

合来实现的［１２］，其变换过程中没有对图像进行下
采样操作，因此对图像进行非抽样剪切波变换的
结果仍然是一系列与原始图像大小相同的子带图

像，从而使该变换具有了平移不变性，所以比有下
采样操作的剪切波变换更适合于图像去噪。

２　基于 ＮＳＳＴ域 ＧＳＭ 模型的图像
去噪

　　ＧＳＭ 具有完备的数学理论基础，Ｐｏｒｔｉｌｌａ［３］

等人将其用于描述图像经金字塔分解包括小波分

解后局部邻域像素之间的关系，并在基于金字塔
分解的图像去噪处理中得到了成功的应用。剪切
波变换具有的接近最优的稀疏表示能力使得图像

经剪切波分解后的系数具有近似最优的稀疏性。
因此，本文采用 ＧＳＭ 来建模图像经非抽样剪切
波分解后带通方向子带图像的局部邻域像素之间

的关系。
若图像被加性高斯白噪声所污染，记ｙ、ｘ与

ω 分别为含噪图像、无噪图像以及噪声在尺度为

ａ、方向为ｓ、以 ｍ，（ ）ｎ 为中心、大小为Ｐ×Ｎ 的邻
域窗内所有非抽样剪切波系数所构成的ＰＮ 维
列向量，则ｙ＝ｘ＋ω，其中ｘ为服从高斯比例混合

分布的随机向量，ｘ＝槡ｚｕ，ｚ≥０为隐含的 ｛｝Ｅ　ｚ ＝
１的正标量随机因子，用以描述系数幅度间的相
关性；ｕ与ω 为ＰＮ 维零均值的高斯随机向量，其
协方差矩阵分别为Ｃｕ 与Ｃω，且ｚ、ｕ与ω 相互独
立。
由于ｚ、ｕ与ω 相互独立，从而在ｚ给定时，ｙ

相对于ｚ的条件分布仍然是零均值的高斯分布，
其协方差矩阵为Ｃｙ　ｚ＝ｚＣｕ＋Ｃω，从而ｙ相对于ｚ
的条件分布密度函数可表示为：

ｐ　ｙ（ ）ｚ ＝
ｅｘｐ －ｙＴ　ｚＣｕ＋Ｃ（ ）ω －１　ｙ／（ ）２

２（ ）π ＰＮ　ｚＣｕ＋Ｃ槡 ω

（３）

９７７
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　　对于噪声系数向量ω的协方差矩阵Ｃω，可以
通过与噪声信号具有相同功率谱的δ 函数

σ ＮｙＮ槡 ｘδ（ｍ，ｎ）的剪切波变换系数得到其估计。
其中，σ为噪声的标准差；Ｎｙ，Ｎ（ ）ｘ 为图像的大
小。通过对Ｃｙ｜ｚ＝ｚＣｕ＋Ｃω 两边关于ｚ求数学期
望，可以得到Ｃｙ＝ ｛｝Ｅ　ｚ　Ｃｕ＋Ｃω，进而有Ｃｕ＝Ｃｙ－
Ｃω。由于噪声的影响，协方差矩阵Ｃｕ 可能为非半
正定，因此需要对Ｃｕ 作半正定化处理，即对Ｃｕ 作
特征值分解后把所有小于零的特征值置零。
对于每一个尺度为ａ、方向为ｓ、位置为（ｍ，

ｎ）处的无噪图像的剪切波系数ｘｃ，其贝叶斯最小
二乘估计如下：

ｘ^ｃ ＝Ｅ　ｘｃ｛ ｝ｙ ＝∫ｘｃｐ　ｘｃ（ ）ｙ　ｄｘｃ ＝

∫∫
∞

０
ｘｃｐ　ｘｃ ｙ，（ ）ｚ　ｐ　ｚ（ ）ｙ　ｄｚｄｘｃ ＝

∫
∞

０
Ｅ　ｘｃ ｙ，｛ ｝ｚ　ｐ　ｚ（ ）ｙ　ｄｚ （４）

　　对于高斯比例混合模型来说，在ｚ给定的情
况下，ｘ仍然是服从高斯分布的。因此，结合加性
高斯白噪声的假设，可以得到Ｅ　ｘ　ｙ，｛ ｝ｚ 的局部
线性维纳估计如下：

Ｅ　ｘ　ｙ，｛ ｝ｚ ＝ｚＣｕ ｚＣｕ＋Ｃ（ ）ω －１　ｙ （５）
其中，ｚＣｕ＋Ｃω 为实对称矩阵，可以将其对角化。
令Ｃω＝ＳＳＴ，Ｓ－１　ＣｕＳ－Ｔ＝ＱΛＱＴ，则

Ｅ　ｘ　ｙ，｛ ｝ｚ ＝ｚＳＳ－１　ＣｕＳ－ＴＱ　ｚΛ＋（ ）Ｉ －１　ＱＴＳ－１　ｙ＝
　　　　ｚＳＱΛ ｚΛ＋（ ）Ｉ －１　ＱＴＳ－１　ｙ＝
　　　　ｚＭΛ ｚΛ＋（ ）Ｉ －１Ｖ （６）
其中，Ｍ＝ＳＱ，Ｖ＝Ｍ－１　ｙ。从而可得：

Ｅ　ｘｃ ｙ，｛ ｝ｚ ＝∑
ＰＮ

ｎ＝１

ｚｍｃｎλｎｖｎ
ｚλｎ＋１

（７）

式中，ｍｃｎ为矩阵Ｍ 的 ｃ，（ ）ｎ 元；λｎ 为对角矩阵Λ
的第ｎ个对角元。
欲求出窗口中心剪切波系数ｘｃ的估计ｘ^ｃ，还

需估计出ｚ的后验概率密度函数ｐ　ｚ（ ）ｙ 。由于
在高斯比例混合模型中，通常假定ｚ的先验分布
为ｐｚ（）ｚ ∝１／ｚ，从而由贝叶斯准则可得ｚ的后验
概率密度函数为：

ｐ　ｚ（ ）ｙ ＝ ｐ　ｙ（ ）ｚ　ｐｚ（）ｚ

∫
∞

０
ｐｙ（ ）αｐｚ（）αｄα

（８）

其中，ｐ　ｙ（ ）ｚ ＝
ｅｘｐ －１２∑

ＰＮ

ｎ＝１

ｖ２ｎ
ｚλｎ（ ）＋１

２（ ）π ＰＮ　Ｃω ∏ＰＮ
ｎ＝１ ｚλｎ（ ）槡 ＋１

。

将式（７）与式（８）代入式（４），就可以得到在尺
度ａ、方向ｓ、以 ｍ，（ ）ｎ 为中心、大小为Ｐ×Ｎ 的邻
域窗中心位置剪切波系数的贝叶斯最小二乘估

计。

基于ＮＳＳＴ域ＧＳＭ模型的图像去噪方法的
具体实现过程如下：

１）对含噪图像进行非抽样剪切波变换，得到
一个低频子带图像和一系列带通方向子带图像；

２）对每一个带通方向子带图像，分别估计其
大小为Ｐ×Ｎ 的邻域窗内含噪图像系数邻域向
量ｙ、噪声系数邻域向量ω 的协方差矩阵Ｃｙ 与

Ｃω；

３）利用Ｃｙ 与Ｃω 估计Ｃｕ；

４）对每一个带通方向子带的剪切波系数ｘｃ，
计算Ｅ　ｘｃ ｙ，｛ ｝ｚ 与ｐ　ｚ（ ）ｙ ，进而求出ｘｃ 的估计

ｘ^ｃ＝Ｅ　ｘｃ｛ ｝ｙ ；

５）当所有带通方向子带的系数ｘｃ 都估计出
来后，利用低频子带系数与估计得到的带通方向
子带系数作剪切波逆变换，得到去噪后的图像。

３　实验与结果分析

本文选取大小为５１２×５１２的标准Ｌｅｎａ与

Ｂａｒｂａｒａ测试图像进行仿真实验，以验证本算法
对加性高斯白噪声的去除能力。实验中，分别对
标准测试图像施加均值为０、标准差为１０、２０、３０
的高斯白噪声来模拟含噪图像，并分别采用本文
方法、基于小波域 ＧＳＭ 模型的图像去噪方法
（ＷＴ－ＧＳＭ）［３］、曲波域多变量阈值去噪方法（ＣＴ－
ＭＳ）［９］以及基于 ＮＳＳＴ的硬阈值法［１２］对含噪图
像进行去噪处理，比较这４种方法在含噪图像去
噪中的有效性。其中，ＷＴ－ＧＳＭ 方法中，对含噪
图像用ｄｂ４小波进行四层小波分解；ＣＴ－ＭＳ方法
中，ＣＴ变换采用默认的参数；ＮＳＳＴ的分解级数
为４级，每级分解的方向数依次为６、６、１０、１０。
图２为原始的Ｂａｒｂａｒａ图像，图３是噪声标准差
为３０的含噪图像，图４至图７为不同方法消噪后
的结果图像。
对图像去噪效果的评价可以从定性和定量两

方面进行。定性评价就是根据去噪后图像的视觉
效果进行主观评价，其评价结果依赖于观察者的
主观感觉，具有主观性；而对于去噪效果的定量评
价来说，目前还没有一个完全统一的定量评价去
噪效果好坏的标准。本文选用峰值信噪比（ｐｅａｋ
ｓｉｇｎａｌ　ｔｏ　ｎｏｉｓｅ　ｒａｔｉｏ，ＰＳＮＲ）和去噪后图像与原
始无噪图像的平均结构相似度（ｍｅａｎ　ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ
ｓｉｍｉｌａｒｉｔｙ，ＭＳＳＩＭ）［１４］作为衡量去噪效果好坏的
定量评价指标。ＳＳＩＭ 是依据人眼视觉系统建立
起来的图像质量评价模型，该模型非常适合于提
取视觉场景中的结构信息，其评价结果与人眼感

０８７
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知的图像结构的相似程度非常接近。ＭＳＳＩＭ 是
从图像结构的角度来对去噪结果图像与原始无噪

图像进行比较的，其值介于０～１之间。ＭＳＳＩＭ

越接近１，说明去噪后的图像与原始无噪图像间
的结构越相似，这也说明该去噪方法在保持去噪
图像结构方面的能力就越强。

图２　原始无噪图像

Ｆｉｇ．２　Ｎｏｉｓｅ－ｆｒｅｅ　Ｉｍａｇｅ
　　 　
图３　含噪图像（标准差σ＝３０）

Ｆｉｇ．３　Ｎｏｉｓｙ　Ｉｍａｇｅ（σ＝３０）
　 　
图４　ＷＴ－ＧＳＭ法去噪后的图像

Ｆｉｇ．４　ＷＴ－ＧＳＭ　Ｄｅｎｏｉｓｅｄ　Ｉｍａｇｅ

　　
图５　ＣＴ－ＭＳ法去噪后的图像

Ｆｉｇ．５　ＣＴ－ＭＳｄｅｎｏｉｓｅｄ　Ｉｍａｇｅ
　　
图６　ＮＳＳＴ硬阈值去噪后的图像

Ｆｉｇ．６　ＮＳＳＴ－ｈａｒｄ　Ｄｅｎｏｉｓｅｄ　Ｉｍａｇｅ
　
图７　本文方法去噪后的图像

Ｆｉｇ．７　Ｐｒｏｐｏｓｅｄ　Ｍｅｔｈｏｄ　Ｄｅｎｏｉｓｅｄ　Ｉｍａｇｅ

　　从图４至图７可以看出，ＷＴ－ＧＳＭ方法去噪
后，图像的边缘细节以及纹理区域出现了较大失
真，平滑区域噪声的抑制效果也不太令人满意，图
像整体视觉质量相对较差；相对于 ＷＴ－ＧＳＭ 方
法而言，ＣＴ－ＭＳ方法去噪后的结果图像的视觉效
果相对较好，但在图像的平滑区域却出现了一定
程度的伪影和划痕现象，而且在黑色矩形区域内
部，原始图像的方格状纹理信息发生了较大的改
变，变成了条纹状；基于 ＮＳＳＴ的硬阈值法去噪
后的结果图像中基本没有伪影现象出现，其视觉
效果也不错，但在图像的平滑区域仍然存在一定
程度的划痕现象，同时，在黑色矩形区域内部，原
始图像的方格状纹理信息也基本变成了条纹状；
而从本文方法去噪后的结果图像可以看出，本文

方法不仅有效地抑制了图像中的噪声，而且较好
地保留了图像中边缘细节的纹理特征，使去噪
后的图像具有很好的视觉效果，而且失真程度
小。

　　表１给出了在不同噪声水平下用上述四种去
噪方法对Ｌｅｎａ、Ｂａｒｂａｒａ图像进行去噪处理后的

ＰＳＮＲ与 ＭＳＳＩＭ 两种定量指标的对比。从表１
可以看出，本文提出的基于 ＮＳＳＴ域ＧＳＭ 模型
的图像去噪方法去噪后的图像，不仅峰值信噪比
最高，而且与原始无噪图像的平均结构相似度也
最大；ＮＳＳＴ 域硬阈值法去噪图像的 ＰＳＮＲ 与

ＭＳＳＩＭ值略低于本文方法；其余两种方法去噪
后的ＰＳＮＲ与 ＭＳＳＩＭ 相对较低，这与视觉观察
的结果是比较吻合的。

表１　不同方法去噪的ＰＳＮＲ与 ＭＳＳＩＭ

Ｔａｂ．１　Ｄｅｎｏｉｓｉｎｇ　Ｒｅｓｕｌｔｓ　ｉｎ　ＰＳＮＲ　ａｎｄ　ＭＳＳＩＭ　ｏｆ　ｔｈｅ　Ｖａｒｉｏｕｓ　Ｍｅｔｈｏｄｓ

图像 噪声方差
峰值信噪比（ＰＳＮＲ）／ｄＢ 平均结构相似度（ＭＳＳＩＭ）

ＷＴ－ＧＳＭ　 ＣＴ－ＭＳ　 ＮＳＳＴ硬阈值 本文方法 ＷＴ－ＧＳＭ　 ＣＴ－ＭＳ　 ＮＳＳＴ硬阈值 本文方法

１０　 ３４．６３５　４　 ３４．８１３　４　 ３５．７５０　９　 ３６．３５０　７　 ０．９５９　０　 ０．８８１　２　 ０．９６６　１　 ０．９６９　０
Ｌｅｎａ　 ２０　 ３１．４２０　９　 ３１．３４６　８　 ３２．７８５　８　 ３３．１０３　９　 ０．９１７　１　 ０．７７４　３　 ０．９３５　８　 ０．９４０　３

３０　 ２９．５３３　３　 ２９．２４０　２　 ３１．００８　３　 ３１．１４８　４　 ０．８７６　９　 ０．６８３　９　 ０．９０５　８　 ０．９１２　１

１０　 ３２．８６１　８　 ３１．６９０　７　 ３３．１２１　５　 ３３．８９５　３　 ０．９６３　５　 ０．８７６　２　 ０．９７０　４　 ０．９７３　０
Ｂａｒｂａｒａ　 ２０　 ２８．８５８　７　 ２８．１５２　５　 ２９．５９２　２　 ３０．４８６　６　 ０．９１５　６　 ０．７９４　４　 ０．９３５　６　 ０．９４３　７

３０　 ２６．６７０　３　 ２６．０９１　９　 ２７．３９２　０　 ２８．４２８　１　 ０．８６５　７　 ０．７１１　３　 ０．８９６　３　 ０．９１１　４
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　　总之，与 ＷＴ－ＧＳＭ 方法、ＣＴ－ＭＳ方法以及
基于ＮＳＳＴ的硬阈值法相比，本文方法能更有效
地去除图像中的噪声，提高图像的峰值信噪比，同
时更有效地保护图像中的边缘细节信息，使去噪
处理后的图像具有小的失真，同时具有更好的视
觉效果，从而可以更好地为后续的图像分析与目
标识别服务。

４　结　语

ＮＳＳＴ是一种新的多尺度分析工具，具有平
移不变性和良好的方向选择特性。本文用ＧＳＭ
模型来建模图像经 ＮＳＳＴ分解后得到的带通方
向子带内系数及其邻域系数之间的关系，提出了
一种基于 ＮＳＳＴ域 ＧＳＭ 模型的图像去噪方法。
实验结果表明，本文方法能在去除含噪图像噪声
的同时，有效保护了图像中的边缘细节及纹理信
息，使去噪后的图像具有良好的视觉效果；而且其
峰值信噪比、与原始无噪图像的平均结构相似度
都比 ＷＴ－ＧＳＭ 方法、ＣＴ－ＭＳ 方法以及基于

ＮＳＳＴ的硬阈值法有较大的改善。需要说明的
是，相对于其他三种图像去噪方法来说，本文方法
的计算复杂度相对较高，在实时性要求较高的实
际应用中，其使用受到一定程度的限制。
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