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三维Ｖｏｒｏｎｏｉ图在三维方向关系计算中的应用
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摘　要：提出一种基于三维Ｖｏｒｏｎｏｉ图的三维方向关系计算方法。在分析二维方向关系的基础上，提出一种

三维空间中的“２７方向关系”，从而定性描述方向关系。阐述了三维 Ｖｏｒｏｎｏｉ图用于三维方向关系计算的原

理和方法，采用三维Ｖｏｒｏｎｏｉ图中面的加权法线值来计算非相交情况下的方向关系，并提出了空间目标相交

情况下的方向关系计算策略。
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　　空间关系包含拓扑、方位和度量［１］，它们分别
刻画空间关系的不同侧面。其中，方向关系表达
了空间对象的相对位置，是空间关系研究的重要
方面。根据描述方式的不同，方向关系可以分为
定性和定量两种表达方式。
定性的方向关系表达方法可以分为３类：锥

形模型、基于投影的模型、基于 Ｖｏｒｏｎｏｉ图的模
型［２］。在锥形模型研究方面，Ｐｅｕｑｕｅｔ等对锥形
模型进行了改进，先建立参考目标的最小外切矩
形，然后移动锥形的顶点，让它的两条射线通过

ＭＢＲ与原先朝向相同的两个相邻顶点［３］；郭庆胜
等提出了一种融入方向关系矩阵模型思想的改进

型锥形模型［４］。在投影模型研究方面，方向关系
矩阵模型以空间目标最小外接矩形为参考方向，
将空间划分为９个方向区域，以源目标与各方向
区域的交叠情况为元素构成方向关系矩阵，来描
述与定义空间目标间的方向关系［５］；杜世宏等基
于方向关系矩阵的思想，提出细节方向关系描述
模型［６］；刘新、王淼等将三维空间划分为２７个方
向区域，用一个３行９列的矩阵表示三维空间方
向关系［７－８］。基于 Ｖｏｒｏｎｏｉ图模型，赵仁亮通过

Ｖｏｒｏｎｏｉ图代替空间目标的外部，计算拓扑关系、
方位关系和度量关系［９］；闫浩文等建立了基于

Ｖｏｒｏｎｏｉ图 的 空 间 方 向 关 系 形 式 化 描 述 模

型［１０－１２］；杨永清基于 Ｖｏｒｏｎｏｉ图空间方向关系推
理模型计算复杂对象之间的方向关系［１３］。
定量的方向关系描述研究成果包含：Ｙａｎ将

空间目标进行分解，提出了一种定量的多方向关
系模型［１４］；Ｄｅｎｇ提出了空间目标之间的统计表
达模型，利用中值和分布范围来表达方向分布的
统计特征［１５］；Ｔａｎｇ提出一种顾及拓扑和度量关
系的方向关系模型［１６］；Ｂｕｃｈｉｎ对线状目标进行划
分，提出一种基于线划分的定量表达模型［１７］。
在上述研究中，二维方向关系的研究较多，而

三维方向关系计算的研究不足。基于投影的方法
已经应用于三维方向关系计算，但使用最小对象
包围盒代替三维空间目标，不能很好地表达延展
性的三维空间目标。为此，作者提出使用三维

Ｖｏｒｏｎｏｉ图代替三维空间目标，从而计算三维方
向关系。

１　三维Ｖｏｒｏｎｏｉ图应用于三维方向
关系计算

１．１　三维定性方向关系描述
在二维空间中，方向关系主要有四方向关系

和八方向关系。其中，八方向关系比较细致，而四
方向关系较为简洁，但它们均只考虑了方向区域，
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而没有考虑两个方向区域的边界和两个空间目标

完全重叠的情况。相对于二维空间，三维空间中
不仅需要考虑平面空间中的方向关系，还需要考
虑到“上”、“下”方位关系。因此，将四方向关系进
行改进并扩展到三维空间，可以将三维方向关系
表示为２７种方向关系：｛Ｅ，Ｓ，Ｗ，Ｎ，Ｏ，ＮＥ，ＮＷ，

ＳＷ，ＳＥ，ＵＥ，ＵＳ，ＵＷ，ＵＮ，ＵＯ，ＵＮＥ，ＵＮＷ，

ＵＳＷ，ＵＳＥ，ＤＥ，ＤＳ，ＤＷ，ＤＮ，ＤＯ，ＤＮＥ，ＤＮＷ，

ＤＳＷ，ＤＳＥ｝，称之为“２７方向关系”，如图１所示。

图１　三维空间中的“２７方向关系”示意图

Ｆｉｇ．１　Ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　２７Ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓ

如果参考目标为Ｏ（Ｏｘ，Ｏｙ，Ｏｚ），源目标为Ｓ
（Ｓｘ，Ｓｙ，Ｓｚ），则源目标Ｓ相对于参考目标Ｏ 的方
向关系可以用它们之间的向量Ｎ（ｎｘ＝（Ｓｘ－
Ｏｘ），ｎｙ＝（Ｓｙ－Ｏｙ），ｎｚ＝（Ｓｚ－Ｏｚ））描述，各个
方向的定义如下：

Ｅ＝｛（ｎｘ，ｎｙ，ｎｚ）｜ｎｘ＞０，ｎｚ＝０，ｎｘ＞｜ｎｙ｜｝

Ｓ＝｛（ｎｘ，ｎｙ，ｎｚ）｜ｎｙ＜０，ｎｚ＝０，｜ｎｘ｜＜｜ｎｙ｜｝

Ｗ＝｛（ｎｘ，ｎｙ，ｎｚ）｜ｎｘ＜０，ｎｚ＝０，｜ｎｘ｜＞｜ｎｙ｜｝

Ｎ＝｛（ｎｘ，ｎｙ，ｎｚ）｜ｎｙ＞０，ｎｚ＝０，｜ｎｘ｜＜ｎｙ｝

Ｏ＝｛（ｎｘ，ｎｙ，ｎｚ）｜ｎｘ＝０，ｎｙ＝０，ｎｚ＝０｝

ＮＥ＝｛（ｎｘ，ｎｙ，ｎｚ）｜ｎｘ＞０，ｎｘ＝ｎｙ，ｎｚ＝０｝

ＮＷ＝｛（ｎｘ，ｎｙ，ｎｚ）｜ｎｘ＜０，ｎｘ＝－ｎｙ，ｎｚ＝０｝

ＳＷ＝｛（ｎｘ，ｎｙ，ｎｚ）｜ｎｘ＜０，ｎｘ＝ｎｙ，ｎｚ＝０｝

ＳＥ＝｛（ｎｘ，ｎｙ，ｎｚ）｜ｎｘ＞０，ｎｘ＝－ｎｙ，ｎｚ＝０｝

ＵＥ＝｛（ｎｘ，ｎｙ，ｎｚ）｜ｎｘ＞０，ｎｚ＞０，ｎｘ＞｜ｎｙ｜｝

ＵＳ＝｛（ｎｘ，ｎｙ，ｎｚ）｜ｎｙ＜０，ｎｚ＞０，｜ｎｘ｜＜｜ｎｙ｜｝

ＵＷ＝｛（ｎｘ，ｎｙ，ｎｚ）｜ｎｘ＜０，ｎｚ＞０，｜ｎｘ｜＞｜ｎｙ｜｝

ＵＮ＝｛（ｎｘ，ｎｙ，ｎｚ）｜ｎｙ＞０，ｎｚ＞０，｜ｎｘ｜＜ｎｙ｝

ＵＯ＝｛（ｎｘ，ｎｙ，ｎｚ）｜ｎｘ＝０，ｎｙ＝０，ｎｚ＞０｝

ＵＮＥ＝｛（ｎｘ，ｎｙ，ｎｚ）｜ｎｘ＞０，ｎｘ＝ｎｙ，ｎｚ＞０｝

ＵＮＷ＝｛（ｎｘ，ｎｙ，ｎｚ）｜ｎｘ＜０，ｎｘ＝－ｎｙ，ｎｚ＞０｝

ＵＳＷ＝｛（ｎｘ，ｎｙ，ｎｚ）｜ｎｘ＜０，ｎｘ＝ｎｙ，ｎｚ＞０｝

ＵＳＥ＝｛（ｎｘ，ｎｙ，ｎｚ）｜ｎｘ＞０，ｎｘ＝－ｎｙ，ｎｚ＞０｝

ＤＥ＝｛（ｎｘ，ｎｙ，ｎｚ）｜ｎｘ＞０，ｎｚ＜０，ｎｘ＞｜ｎｙ｜｝

ＤＳ＝｛（ｎｘ，ｎｙ，ｎｚ）｜ｎｙ＜０，ｎｚ＜０，｜ｎｘ｜＜｜ｎｙ｜｝

ＤＷ＝｛（ｎｘ，ｎｙ，ｎｚ）｜ｎｘ＜０，ｎｚ＜０，｜ｎｘ｜＞｜ｎｙ｜｝

ＤＮ＝｛（ｎｘ，ｎｙ，ｎｚ）｜ｎｙ＞０，ｎｚ＜０，｜ｎｘ｜＜ｎｙ｝

ＤＯ＝｛（ｎｘ，ｎｙ，ｎｚ）｜ｎｘ＝０，ｎｙ＝０，ｎｚ＜０｝

ＤＮＥ＝｛（ｎｘ，ｎｙ，ｎｚ）｜ｎｘ＞０，ｎｘ＝ｎｙ，ｎｚ＜０｝

ＤＮＷ＝｛（ｎｘ，ｎｙ，ｎｚ）｜ｎｘ＜０，ｎｘ＝－ｎｙ，ｎｚ＜０｝

ＤＳＷ＝｛（ｎｘ，ｎｙ，ｎｚ）｜ｎｘ＜０，ｎｘ＝ｎｙ，ｎｚ＜０｝

ＤＳＥ＝｛（ｎｘ，ｎｙ，ｎｚ）｜ｎｘ＞０，ｎｘ＝－ｎｙ，ｎｚ＜０｝

１．２　基于三维Ｖｏｒｏｎｏｉ图计算方向关系的理论
依据

空间目标的形状、距离等因素直接影响到方
向关系的计算［１］。当两个目标之间的距离比较远
时，三维空间目标的形状对方向关系的计算可忽
略，直接使用空间对象的中心或者质心即可，如图

２（ａ）；当两个空间目标距离较近时，则要考虑空间
目标的形状，方向关系计算就相对比较困难，如图

２（ｂ）；当两个空间目标相交时，则根据相交的程度
研究三维空间目标之间的方向关系，如图２（ｃ）。

图２　距离和形状对方向关系的影响

Ｆｉｇ．２　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ　ｏｆ　Ｓｈａｐｅ　ａｎｄ　Ｄｉｓｔａｎｃｅ　ｏｎ

Ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ　Ｒｅｌａｔｉｏｎ

Ｖｏｒｏｎｏｉ图按照对象集合中元素的最近属性
将空间划分成许多单元区域，具有最近性、邻接性
等，反映了目标的位置、距离、大小和形状变化。
在空间目标距离较近的情况下，用质心或者中心
代替三维空间目标有很多不足，不能反映空间目
标的形状差异。建立空间目标之间的三维

Ｖｏｒｏｎｏｉ图，则能较好地解决三维方向关系的计
算问题。三维空间目标的Ｖｏｒｏｎｏｉ图表现为一系
列面的集合，如图３所示。

图３　三维Ｖｏｒｏｎｏｉ图及法线

Ｆｉｇ．３　３ＤＶｏｒｏｎｏｉ　Ｄｉａｇｒａｍ　ａｎｄ　Ｔｈｅｉｒ　Ｎｏｒｍａｌ

如果将参考目标Ａ和源目标Ｂ 都视为点集，
其中Ａ（ａ１，ａ２，…，ａｍ）、Ｂ（ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ），ａｉ（１
≤ｉ≤ｍ）和ｂｊ（１≤ｊ≤ｎ）分别是构成参考目标Ａ
和源 目 标 Ｂ 之 间 的 Ｖｏｒｏｎｏｉ图 的 点 集。由

Ｖｏｒｏｎｏｉ图的性质可知，点集ａｉ和ｂｊ 的连线必然

７４７
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垂直于三维 Ｖｏｒｏｎｏｉ图中的某一个面Ｃ。点集ａｉ
和ｂｊ 连线形成的向量则为这两个点集之间的方
向关系。由于点集ａｉ 和ｂｊ 的连线垂直于三维

Ｖｏｒｏｎｏｉ图中的面Ｃ，而面Ｃ的法向量也垂直于
面Ｃ，因此，面Ｃ的法向量与点集ａｉ和ｂｊ 的方向
关系是一致的。由于点集ａｉ 和ｂｊ 的方向关系可
以通过它们对应的 Ｖｏｒｏｎｏｉ图中面的法线计算，
同理，三维空间目标之间的方向关系的计算可以
视为两个空间目标之间Ｖｏｒｏｎｏｉ图中面的法向量
的计算。

１．３　相离情况下的三维方向关系计算
在三维空间中，空间目标之间的 Ｖｏｒｏｎｏｉ图

为一系列面，对应多条法向量，任意一条法向量都
不足以代表两个完整的三维空间目标之间的方向

关系。为此，考虑到Ｖｏｒｏｎｏｉ图中面的权重，提出
采用Ｖｏｒｏｎｏｉ图中面的加权法线值来表示三维空
间目标之间的方向关系。
如果Ｏｂｊ　Ａ 和 Ｏｂｊ　Ｂ 为三维空间目标，Ｏｂｊ　Ｂ

相对于Ｏｂｊ　Ａ的方向关系的计算过程可以描述如
下：

１）建立 Ｏｂｊ　Ａ 和 Ｏｂｊ　Ｂ 的三维 Ｖｏｒｏｎｏｉ图，
并且三维 Ｖｏｒｏｎｏｉ图中对应的面集合为Ｆ（ｆ１，

ｆ２，…，ｆｎ），各个面的法线分别为Ｎ（ｎ１，ｎ２，…，

ｎｎ），各个面的面积分别为Ａ（ａ１，ａ２，…，ａｎ）；

２）Ｏｂｊ　Ａ和Ｏｂｊ　Ｂ之间的三维 Ｖｏｒｏｎｏｉ图的
公共面的面积总和、每个面的权重、Ｏｂｊ　Ａ和Ｏｂｊ　Ｂ
对象之间的加权法线值分别为：

ｓｕｍＡ＝∑
ｎ

ｉ＝１

（ａ１＋ａ２＋．．．＋ａｎ） （１）

ｗｉ＝ ａｉ
ｓｕｍＡ

（２）

ｄｉｒ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉｎｉ （３）

其中，ｗｉ和ｎｉ分别表示第ｉ个面的权重和法线方
向，ｄｉｒ为Ｏｂｊ　Ａ 和 Ｏｂｊ　Ｂ 对应的 Ｖｏｒｏｎｏｉ图之间
公共面法线的加权法线值，即Ｏｂｊ　Ａ和Ｏｂｊ　Ｂ之间
的方向。
根据§１．１定义的“２７方向关系”，可以将定

量的方向关系ｄｉｒ转化为定性的方向关系，从而
实现定量和定性方向关系的统一表示。

１．４　相交情况下的三维方向关系计算
相交情况下的三维方向关系计算比较复杂，

为此，参考Ｂｕｃｈｉｎ对线目标的分解策略［１７］，研究
相交情况下的三维空间目标方向关系计算。
根据三维空间目标相交的程度不同，三维空

间目标之间的方向关系计算可以分为：空间目标

Ａ（参考目标）完全包含空间目标Ｂ（源目标）；空
间目标Ａ和空间目标Ｂ 部分相交。如果空间目
标Ａ完全包含空间目标Ｂ，则直接判断空间目标

Ａ和Ｂ 的方向关系为“Ｏ”方向关系。如果空间目
标Ａ和空间目标Ｂ 部分相交，则将空间目标Ｂ进
行分解，分别建立空间目标Ａ和分解后的Ｂ 目标
之间的方向关系。
图４为空间目标Ａ 和Ｂ 相交情况下两种代

表性的相交关系，图４（ａ）为空间目标Ａ和空间目
标Ｂ 部分相交的情况，图４（ｂ）为空间目标Ａ 完
全包含于空间目标Ｂ 的情况。在图４中，根据空
间目标Ａ和空间目标Ｂ 相交情况，将空间目标Ｂ
分解成Ｂ１和Ｂ２两部分。Ｂ１为空间目标Ａ和空间
目标Ｂ相交的部分，Ｂ２为空间目标Ａ和空间目标

Ｂ不相交的部分。空间目标Ａ 和Ｂ１的空间关系
为“Ｏ”方向关系；空间目标Ａ和Ｂ２的空间关系则
可以利用§１．３中提出的方法进行计算。

图４　相交情况下空间目标的分解

Ｆｉｇ．４　Ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ　ｏｆ　Ｓｐａｔｉａｌ　Ｏｂｊｅｃｔ　Ｄｕｅ　ｔｏ　Ｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎ

２　实例分析

以图５为例进行说明。三维空间中包含Ａ、

Ｂ、Ｃ、Ｄ、Ｅ和Ｆ６个空间对象，图中的虚线表示它
们之 间 的 Ｖｏｒｏｎｏｉ图。ｆ１、ｆ２ 和 ｆ３ 为 三 维

Ｖｏｒｏｎｏｉ图中三维空间对象Ａ 和Ｄ 之间的公共
面，它们的面积分别是１０、２０和３０，归一化后的
法线分别是ｎ１（０．６３９　６，０．４２６　４，０．６３９　６）、ｎ２
（０．５２９　８，０．６６２　３，０．５２９　８）和ｎ３（０．８１６　５，

０．４０８　２，０．４０８　２）。如果Ａ为参考目标，Ｄ 为源
目标，则Ａ和Ｄ 之间的方向关系为ｄｉｒ　ＡＤ（ｎｘａｄ，

ｎｙａｄ，ｎｚａｄ）：

ｎｘａｄ＝０．６３９　６× １０
１０＋２０＋３０＋

０．５２９　８× ２０
１０＋２０＋３０＋

０．８１６　５× ３０
１０＋２０＋３０＝

０．６９１　５ （４）

ｎｙａｄ＝０．４２６　４× １０
１０＋２０＋３０＋

０．６６２　３× ２０
１０＋２０＋３０＋

０．４０８　２× ３０
１０＋２０＋３０＝

０．４９５　９ （５）

８４７
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ｎｚａｄ＝０．６３９　６× １０
１０＋２０＋３０＋

０．５２９　８× ２０
１０＋２０＋３０＋

０．４０８　２× ３０
１０＋２０＋３０＝

０．４８７　３ （６）

　　基于三维Ｖｏｒｏｎｏｉ图得到的定量方向关系为

ｄｉｒ　ＡＤ（０．６９１　５，０．４９５　９，０．４８７　３）。根据§１．１
的定义可知，Ａ 和Ｄ 之间的定性方向关系为
“ＵＥ”。

图５　基于三维Ｖｏｒｏｎｏｉ图三维方向关系计算实例

Ｆｉｇ．５　Ｅｘａｍｐｌｅ　ｏｆ　３ＤＤｉｒｅｃｔｉｏｎ　Ｒｅｌａｔｉｏｎ　Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ

Ｂａｓｅｄ　ｏｎ　３ＤＶｏｒｏｎｏｉ　Ｄｉａｇｒａｍ

３　结　语

方向关系与空间目标的形状、距离等因素关
系密切。建立三维 Ｖｏｒｏｎｏｉ图，将各种类型的三
维空间目标的方向关系计算统一到Ｖｏｒｏｎｏｉ图的
方向关系计算上来，能够在一定程度上克服空间
目标形状、距离等对方向关系计算的影响，从而较
为准确地表达三维空间目标之间的方向关系。
三维空间对象本身结构复杂，包括各种不同

维度的空间对象，数据量庞大。三维 Ｖｏｒｏｎｏｉ图
数据结构复杂，涉及到多种类型空间目标，

Ｖｏｒｏｎｏｉ图的算法设计比较困难，计算量大。设
计高效的三维 Ｖｏｒｏｎｏｉ图算法，实现在真三维场
景中三维方向关系的快速分析，是亟待解决的问
题。
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