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摘　要：整体最小二乘估计方法作为经典最小二乘估计方法的扩展，近２０年来被广泛地应用于信号处理、计

算机视觉、图像处理、通信工程以及大地测量与摄影测量等测绘相关领域，成为各专业领域进行数据处理的基

本方法。概述了整体最小二乘估计的发展历史，从整体最小二乘估计的算法、统计特性和可靠性研究三方面

综述了整体最小二乘估计方法的研究进展情况，侧重强调各种算法的本质特征，并对整体最小二乘估计的研

究方向进行了展望。

关键词：整体最小二乘平差；ＥＩＶ模型；参数估计；统计分析；可靠性

中图法分类号：Ｐ２０７

　　经典 ＧａｕｓｓＭａｒｋｏｖ模型假定函数模型已

知、非随机，仅假定观测值向量包含随机误差。在

许多实际问题中如数字地面模型拟合、大地测量

反演、ＧＩＳ空间数据分析、滑坡监测、坐标变换等

数学模型中，观测向量和描述函数模型的系数矩

阵均由观测数据组成，两者都包含随机误差，这类

平差模型称为ＥＩＶ（ｅｒｒｏｒｓｉｎｖａｒｉａｂｌｅｓ）模型：

狔＝ （犃－犈犃）β＋犲狔 （１）

式中，狔表示狀×１的观测向量，犲狔是狔中包含的狀

×１随机误差向量；犃表示狀×犿 系数矩阵，含狀

×犿随机误差犈犃，犲犃＝ｖｅｃ犈犃，即犲犃是将犈犃按列

向量化后得到的狀犿×１向量；β为犿×１的待估

参数向量。记犲＝［犲狔，犲犃］
Ｔ，并假定犲的均值为

零，方差协方差阵为σ
２
０犙，其中σ

２
０ 表示单位权方

差，犙表示观测数据的协因数阵，相应权阵为犠。

由于ＥＩＶ模型的系数矩阵包含误差，经典最

小二乘估计方法不再具有无偏性和方差最小等统

计特性。为寻求ＥＩＶ模型的最优估计，Ａｄｃｏｃｋ
［１］

通过将最小二乘估计准则进行一般化的扩展，首次

提出了所有观测数据（包括观测向量和系数矩阵）

的残差的平方和最小化的整体最小二乘平差准则。

Ａｄｃｏｃｋ
［２］和Ｋｕｍｍｅｌｌ

［３］分别推导了直线拟合模型

的整体最小二乘解。Ｐｅａｒｓｏｎ
［４］导出了ＥＩＶ模型的

严密的整体最小二乘解。上述文献中，整体最小二

乘估计被直接作为一个具有一般性的最小二乘问

题进行研究。Ｄｅｍｉｎｇ
［５７］称这种方法为广义最小二

乘（ｇｅｎｅｒａｌｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓ），整体最小二乘估计从而

作为区别于最小二乘估计被独立提出，同时推导了

真正统计意义上的整体最小二乘解。Ｇｅｒｈｏｌｄ
［８］研

究了整体最小二乘解的统计特性，导出了整体最小

二乘解的一阶近似精度评定公式，并且提出了整体

最小二乘的另一专业术语ｃｏｍｐｌｅｔｅｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓ。

作 为 对 Ｐｅａｒｓｏｎ
［４］工 作 的 扩 展，Ｇｏｌｕｂ 和 Ｖａｎ

Ｌｏａｎ
［９］提出了著名的ＳＶＤ（ｓｉｎｇｕｌａｒｖａｌｕｅｄｅｃｏｍｐｏ

ｓｉｔｉｏｎ）算法，即奇异值分解算法，并采用ｔｏｔａｌｌｅａｓｔ

ｓｑｕａｒｅｓ（ＴＬＳ）命名整体最小二乘估计方法，该术语

自此成为整体最小二乘估计方法的通用术语，从而

统一了不同领域及不同文献中的名称。由于采用

奇异值分解相对容易得到ＥＩＶ模型的整体最小二

乘解，因此，自ＳＶＤ算法提出以后，整体最小二乘

估计引起了各领域的广泛关注。ＶａｎＨｕｆｆｅｌ和

Ｖａｎｄｅｗａｌｌｅ
［１０］出版了整体最小二乘估计方法的

专著，进一步促进了各领域对整体最小二乘估计

方法的研究工作。

尽管大地测量领域最早开展整体最小二乘估

计的研究，但是，自２０世纪８０年代至２１世纪初，
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主要在大地坐标系统转换等应用中引入了整体最

小二乘方 法，如 Ｗｏｌｆ
［１１］、刘 经 南 等［１２１４］、Ｓｏ

ｌｅｒ
［１５］、Ｇｒａｆａｒｅｎｄ

［１６］等。真正研究适用于大地测

量领域的整体最小二乘估计方法始于２００５年

Ｓｃｈａｆｆｒｉｎ和Ｆｅｌｕｓ
［１７］发表的带有等式约束的整体

最小二乘估计方法（ｅｑｕａｌｉｔｙｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄＴＬＳ，

ＥＣＴＬＳ）研究成果，之后Ｓｃｈａｆｆｒｉｎ
［１８２１］陆续发表

了加 权 整 体 最 小 二 乘 估 计 （ｗｅｉｇｈｔｅｄ ＴＬＳ，

ＷＴＬＳ）、多元整体最小二乘估计（ｍｕｌｔｉｖａｒｉａｔｅ

ＴＬＳ，ＭＴＬＳ）等研究成果。Ｓｈｅｎ
［２２］等提出了基

于ＮｅｗｔｏｎＧａｕｓｓ迭代法的加权整体最小二乘算

法。Ｍａｈｂｏｕｂ
［２３］研究了系数矩阵呈现规律性的

结构的加权整体最小二乘估计（ｓｔｒｕｃｔｕｘｅｄＴＬＳ，

ＳＴＬＳ）。以上算法中假定的权矩阵通常为某种特

殊形式，Ｆａｎｇ
［２４］进一步研究了权矩阵为一般情

况下的普遍适用的加权整体最小二乘算法，并讨

论了一般性权矩阵下的ＳＴＬＳ、系数矩阵部分元

素非随机情况下的 ＴＬＳ算法、ＭＴＬＳ、非线性

ＴＬＳ（ｎｏｎｌｉｎｅａｒＴＬＳ）等算法。随着ＥＩＶ模型在

应用中的扩展，Ｚｈａｎｇ
［２５］等研究了附有不等式约

束的整体最小二乘算法（ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ

ＴＬＳ，ＩＣＴＬＳ）；Ｃｈｏｉ
［２６］等研究了稳健整体最小二

乘算法（ｒｏｂｕｓｔＴＬＳ）；Ｓｃｈａｆｆｒｉｎ
［２７］和Ｓｎｏｗ

［２８］提

出了整体最小二乘配置算法（ＴＬＳｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎ）

等。针对系数矩阵中随机和固定元素同时存在的

一般情况，Ｘｕ
［２９］等提出采用ｐａｒｔｉａｌＥＩＶ模型作

为ＥＩＶ模型更为一般的表示形式并推导了基于

ｐａｒｔｉａｌＥＩＶ模型的整体最小二乘解，并从理论上

推导了有限样本情况下的整体最小二乘解的精度

评定严密计算公式。ＥＩＶ模型的可靠性方面仅

Ｓｃｈａｆｆｒｉｎ和Ｕｚｕｎ
［３０３１］进行了研究工作。可以看

到，目前整体最小二乘算法的研究成果较为丰富，

但对整体最小二乘估计统计特性的研究成果相对

来说还十分有限。

本文从整体最小二乘算法、统计特性和可靠

性三个方面系统地综述了整体最小二乘估计方法

的研究进展，分析了各种算法的本质特征，并提出

了整体最小二乘估计的若干研究方向。

１　整体最小二乘算法

１．１　经典整体最小二乘算法

１９８０年，Ｇｏｌｕｂ和ｖａｎＬｏａｎ
［９］采用奇异值分

解方法导出了ＥＩＶ模型的整体最小二乘解，随后

该方法在各专业领域得到了广泛应用。实际上早

在１９０１年，Ｐｅａｒｓｏｎ
［４］就提出了基于正交回归的

估计思想，并证明整体最小二乘解等价于最小特

征向量，与Ｇｏｌｕｂ和ｖａｎＬｏａｎ
［９］的ＳＶＤ解本质

上完全一致，ＥＩＶ模型这类基于数值逼近理论的

求解算法被称为经典整体最小二乘算法（Ｍａｒｋ

ｏｖｓｋｙ和ｖａｎＨｕｆｆｅｌ
［３２］）。

１．１．１　Ｐｅａｒｓｏｎ算法基本思想

从任意维空间的超平面Ω（狓，狔）的最佳拟合

问题出发，Ｐｅａｒｓｏｎ
［４］分析了由于第犻个数据点中

的因变量狔犻 和自变量（狓１，狓２…狓犿）犻 均为包含随

机误差的观测值，因此，Ω（狓，狔）一个好的估计值

（最优估计值）不再仅仅满足数据点在狔方向上

至Ω（狓，狔）的距离的平方和最小的经典最小二乘

准则，应采用狀个数据点各分量到Ω（狓，狔）的距离

的平方和最小即整体最小二乘准则：

ｍｉｎ：犛（犱）＝∑
狀

犻＝１

狊２犻 （２）

以二维平面中的直线拟合为例，整体最小二乘平

差准则的几何意义如图１所示。

图１　整体最小二乘平差准则的几何意义

（根据Ｐｅａｒｓｏｎ
［４］修改）

Ｆｉｇ．１　ＧｅｏｍｅｔｒｉｃａｌＩｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎｏｆｔｈｅＰｒｉｎｃｉｐｌｅｏｆ

ＴｏｔａｌＬｅａｓｔＳｑｕａｒｅｓ

图１中，狊犻表示数据点到拟合直线Ω（狓，狔）的

垂直距离。Ｐｅａｒｓｏｎ
［４］证明了整体最小二乘解

Ω（狓，狔）必定通过数据点的重心，并且准则（２）下

的整体最小二乘解Ω（狓，狔）为模型最小特征值对

应的特征向量。

１．１．２　ＳＶＤ算法

ＳＶＤ算法的平差准则为：

ｍｉｎ：犛＝ ‖犇［犈犃，犲狔］犜‖犉 （３）

式中，犇＝ｄｉａｇ（犱１，…犱狀）和犜＝ｄｉａｇ（狋１，…狋犿＋１）为

权对角阵，且犱犻 和狋犻 均为正常数；‖‖犉 表示

Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数。

根据平差准则（３），Ｇｏｌｕｂ和 ＶａｎＬｏａｎ
［９］导

出的ＳＶＤ算法如下。

１）对ＥＩＶ模型的增广矩阵［犃，狔］进行奇异

值分解：

犆＝犇［犃，狔］犜＝犝Σ犞 （４）

式中，犝
狀，狀
＝［犝１，…犝狀］； 犞

犿＋１，犿＋１
＝［犞１，…犞犿＋１］；

６０５
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Σ
狀，犿＋１

＝ｄｉａｇ（σ１，…σ犿＋１）且σ１≥σ２≥…≥σ犿＋１。

２）若σ犿＞σ犿＋１，存在唯一的整体最小二乘

解：

β^ＴＬＳ＝－
犞犿＋１
犞犿＋１，犿＋１

（５）

式（５）表明，整体最小二乘的ＳＶＤ解对应于最小

特征值相应的特征向量，与Ｐｅａｒｓｏｎ
［４］算法得到

的整体最小二乘解一致。

Ｇｏｌｕｂ和ｖａｎＬｏａｎ
［９］分析了ＳＶＤ解的扰动性，

定义（σ犿－σ犿＋１）
－１作为衡量算法敏感性的指标，得

出了整体最小二乘估计的条件数通常大于相应的

最小二乘估计的条件数的结论，并且对ＥＩＶ模型

的ＴＬＳ解和 ＬＳ解进行了比较。ｖａｎＨｕｆｆｅｌ和

Ｖａｎｄｅｗａｌｌｅ
［３３］采用对解空间附加约束的方法得到

了无解情况下（σ犿＝σ犿＋１）满足式（４）准则的更普遍

适用的ＳＶＤ算法。Ｇｌｅｓｅｒ
［３４］研究了多元ＥＩＶ模

型 的 整 体 最 小 二 乘 算 法。ｖａｎ Ｈｕｆｆｅｌ 和

Ｖａｎｄｅｗａｌｌｅ
［１０］采用先做ＱＲ分解再进行ＳＶＤ分

解的方法解决了广义整体最小二乘问题。

１．１．３　经典整体最小二乘算法评述

Ｘｕ
［２９］等分析了Ｐｅａｒｓｏｎ

［４］算法和ＳＶＤ算法

的本质特性，指出式（４）中的犜仅对参数和观测

向量起到线性变换的作用，即经过线性变换后犜

完全可以从式中移除，可表示为：

ｍｉｎ：犛＝ ‖犇［犈犃，犲狔］犜‖犉 ＝∑
狀

犻＝１

犱２犻狊
２
犻 （６）

　　如果把犱犻视为权，式（６）说明ＳＶＤ算法实质

是将Ｐｅａｒｓｏｎ算法中的数据点至拟合超平面的距

离的平方和最小的准则扩展到了距离的加权平方

和最小，同样说明了ＳＶＤ算法与Ｐｅａｒｓｏｎ算法具

有一致性。

式（２）表明，Ｐｅａｒｓｏｎ算法并没有顾及数据点

的精度信息；同样，尽管ＳＶＤ算法中式（４）的犇

和犜被称为权阵，但其对角线元素的值并不包含

观测数据的精度信息，并非真正的权阵，除非在特

殊情况下刚好等于观测数据的权［２９］。即ＳＶＤ算

法与Ｐｅａｒｓｏｎ算法都没有顾及ＥＩＶ的随机模型，

仅仅是基于数值逼近理论的整体最小二乘解，并

非真正统计意义上的整体最小二乘解。因此，尽

管ＳＶＤ算法简单，但显然无法获得大地测量领域

普遍存在的观测数据不等精度以及相关情况下的

平差模型的统计意义上的最佳估计值，这也是自

ＳＶＤ算法提出以来在大地测量领域的应用受到

限制的主要原因。

１．２　加权整体最小二乘算法（犠犜犔犛）

现实世界中由于数据来源、获取手段和获取

方法等存在差异性，观测数据存在等精度、独立和

不等精度、相关等各种情况，因此，在考虑ＥＩＶ随

机模型的情况下，加权整体最小二乘算法 ＷＴＬＳ

的研究由最初特殊的仅考虑不等精度独立观测

值、不等精度相关观测值、观测向量与系数矩阵不

相关直到研究最一般的观测向量与系数矩阵相关

情况下的 ＷＴＬＳ算法。

１．２．１　ＷＴＬＳ算法基本进展

对于ＥＩＶ模型（１），加权整体最小二乘估计

的平差准则为：

ｍｉｎ：犛＝犲
Ｔ
犙
－１犲＝

犲狔

犲
［ ］
犃

Ｔ
犙狔 犙狔犃

犙犃狔 犙
［ ］

犃

－１ 犲狔

犲
［ ］
犃

（７）

　　如果观测向量狔和系数矩阵犃 的协因数阵犙

为对称正定阵，ＷＴＬＳ算法的基本思想是在给定

的平差准则下，根据拉格朗日乘数法原理构建

ＥＩＶ模型的目标函数：

Φ＝犲
Ｔ犠犲＋２λ

Ｔ（狔－犃β＋犈犃β－犲狔） （８）

目标函数分别对待估量求偏导并令其为０，从而

可以求得ＥＩＶ模型的统计意义上的最优估计值。

由于方程为非线性，必须采用迭代解法得到最终

的参数解。

ＷＴＬＳ算法的发展可视为协因数阵犙（权阵

犠）从 特殊到一般的发展过程。１９３１ 年 Ｄｅ

ｍｉｎｇ
［５］针对所有观测数据不相关情况下的ＥＩＶ

模型（犙为对角阵）首次导出了 ＷＴＬＳ，这也是首

次得到了真正统计意义上的整体最小二乘解。在

Ｄｅｍｉｎｇ
［５］的假定条件下，式（７）简化为：

ｍｉｎ：犛＝∑
狀犿

犼＝１

ω犼犲
２
犃犼＋∑

狀

犻＝１

狑犻犲
２
狔犻 （９）

　　对于非线性的ＥＩＶ模型，Ｄｅｍｉｎｇ运用泰勒

级数将其在（犃，狔，β０）进行了线性化，从而将非线

性模型的条件极值问题变成了线性模型的条件极

值，再采用拉格朗日乘数法求得了 ＥＩＶ 模型的

ＷＴＬＳ解。

Ｇｅｒｈｏｌｄ
［８］对 Ｄｅｍｉｎｇ的线性化解法进行了

详细的分析，认为当近似值（犃，狔，β０）不够好的情

况下，整体最小二乘解会有较大的偏差，并运用拉

格朗日乘数法得到了协因数阵为对角阵情况下的

ＷＴＬＳ解。

Ｓｃｈａｆｆｒｉｎ和 Ｗｉｅｓｅｒ
［２０］研究了基于元素相关

的加权 ＷＴＬＳ算法，假定犙形式如下：

犙＝
犙狔 ０

０ 犙犃 ＝犙０
犿，犿
犙犡

狀，

熿

燀

燄

燅狀

（１０）

式（１０）表明系数矩阵犃的协因数阵的任意两列

７０５
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仅相差一个比例系数，犙犃实际上由犿×犿 个对称

方阵犙犡（狀×狀）倍数组成。笔者进一步讨论了当

系数矩阵犃中某列为不含随机误差的固定值（如

坐标转换模型中平移参数对应的系数矩阵的列）

的情况，这时可将犙０ 中对应的行和列的值取０，尽

管犙０ 为奇异阵，但只要［犙狔＋（β
Ｔ
犙０β）犙犡］

－１存在

就可得到 ＷＴＬＳ解。显然 Ｓｃｈａｆｆｒｉｎ和 Ｗｉｅｓ

ｅｒ
［２０］为便于公式推导而提出的协因数阵不具一

般性。

Ｘｕ
［２９］等在仅假定系数矩阵和观测值不相关

并且犙为非奇异阵的情况下导出了 ＷＴＬＳ解，即

式（７）中的协因素阵犙形式如下：

犙＝
犙狔 ０

０ 犙
［ ］

犃

（１１）

式（１１）对系数矩阵犃中元素的精度和相关性等

无限制，但对犙非奇异性的要求限制了当犃 中出

现固定值或者结构性特征情况下算法的应用，同

一文献中，Ｘｕ
［２９］等推导的基于ｐａｒｔｉａｌＥＩＶ模型

算法得到了更一般的 ＷＴＬＳ解。

Ｆａｎｇ
［２４］在对系数矩阵和观测向量的精度和

相关性没有限制的一般情况下系统地研究了

ＷＴＬＳ算法，给定协因素阵犙一般形式：

犙＝
犙狔 犙狔犃

犙犃狔 犙
［ ］

犃

（１２）

Ｆａｎｇ
［２４］导出了 ＷＴＬＳ算法３种不同形式的解并

列出了相应的算法。为避免犙矩阵奇异，Ｆａｎｇ
［２４］

提出了当系数矩阵犃中某些列为固定值或者当

某些元素为固定值时一般 ＷＴＬＳ算法的改进形

式，基本思想是将犃表示成分别包含固定列（固

定元素）和包含随机元素的矩阵维数相同的两部

分（犃＝犃１＋犃２）再进行求解。

Ｓｎｏｗ
［２８］通过在解方程中引入正定或者半正

定的对称方阵得到了当犅犙犅
Ｔ（犅＝［β

犜
犐狀，－

犐狀］）为奇异矩阵时的一般情况下的 ＷＴＬＳ算法。

对于系数矩阵呈现结构性特征的情况，Ｍａｈ

ｂｏｕｂ
［２３］通过对犙犃进行处理将ＳＴＩＳ问题归入到

ＷＴＬＳ方法解算。

以上得到了一般情况下的 ＷＴＬＳ算法，但是

算法中均包含了犿 个参数β、狀个观测值误差改

正量犲狔以及犿狀个系数矩阵误差改正量犈犃。相对

于经典的最小二乘估计而言，ＷＴＬＳ算法属于含

大量待估量的非线性估计，因此，ＷＴＬＳ在实际

应用中尤其是在海量数据处理中的一个关键问题

是如何简化算法以提高算法的有效性。

１．２．２　基于ＰａｒｔｉａｌＥＩＶ模型的 ＷＴＬＳ算法

当系数矩阵犃中出现非随机性的固定元素

的情况下，协因素阵犙奇异，必须对犙进行特殊

处理才能求得唯一的 ＷＴＬＳ解。针对这类情况，

Ｘｕ
［２９］等将ＥＩＶ模型改写成ｐａｒｔｉａｌＥＩＶ 模型形

式：

狔＝ （β
Ｔ
犐狀）（犺＋犅珔犪）＋犲狔

犪＝珔犪＋犲犃 （１３）

式中，（犺＋犅珔犪）：＝ｖｅｃ（犃－犈犃）。

ＰａｒｔｉａｌＥＩＶ模型的基本思想是将随机的系

数矩阵的向量化形式ｖｅｃ（犃－犈犃）分成两部分：第

一部分犺是由ｖｅｃ（犃－犈犃）中非随机项构成的向

量；第二部分犅珔犪是由ｖｅｃ（犃－犈犃）中随机项构成

的向量，其中珔犪仅仅为待估计的系数矩阵中的随

机元素，犅是由常数构成的珔犪的系数矩阵。Ｘｕ
［２９］

等采用自由极值的拉格朗日乘数法导出基于ｐａｒ

ｔｉａｌＥＩＶ模型的 ＷＴＬＳ计算公式。

基于ｐａｒｔｉａｌＥＩＶ模型的 ＷＴＬＳ算法对一般

ＷＴＬＳ算法的改进主要体现在以下方面：①ｐａｒ

ｔｉａｌＥＩＶ模型是ＥＩＶ模型更为一般的表达形式，

涵括了一般 ＷＴＬＳ算法需要特殊处理的各种情

况，如部分元素为非随机量导致的犙奇异，犃呈现

结构性特征的ＳＴＬＳ等；② 对待估计量采用了分

离的估计方法，算法每次迭代的效率由一般

ＷＴＬＳ算法的 犗（［狋＋犿］３）提高到了 犗（ｍａｘ

［狋，犿］３），其中狋表示犃 中随机元素个数；③ｐａｒ

ｔｉａｌＥＩＶ模型的系数矩阵误差改正估计量个数狋

要小于等于ＥＩＶ模型相应的估计量个数犿×狀，

尤其当系数矩阵非随机量的个数较多时，模型的

待估量大大减少；④ 模型算法的简单形式大大便

利了后续估计值精度的评定。

１．３　其他整体最小二乘扩展算法

在（加权）整体最小二乘算法的基础上，针对

应用中的需求发展了附有约束的整体最小二乘、

非线性整体最小二乘、多元整体最小二乘、整体最

小二乘配置、正则化整体最小二乘、稳健整体最小

二乘等扩展算法。

１）附有约束的整体最小二乘算法（ＥＣＴＬＳ

和ＩＣＴＬＳ）。当模型存在某些先验信息或者需要

设定一定的限制条件时，我们必须对ＥＩＶ模型附

加约束方程。约束方程分为等式和不等式两类。

Ｄｏｗｌｉｎｇ
［３５］等在线性约束子空间的预测频率估计

技术中研究了含等式ＥＩＶ模型的ＥＣＴＬＳ算法，

Ｓｃｈａｆｆｒｉｎ
［１８］推导了含随机约束值但约束方程被

认为是非随机的等权条件下的ＥＣＴＬＳ解，Ｓｃｈａｆ

ｆｒｉｎ和Ｆｅｌｕｓ
［２１］研究了附有线性约束等式和二次

型等式约束的等权条件下 ＥＩＶ 模型的 ＥＣＴＬＳ

解。Ｆａｎｇ
［２４］得到了一般情况下的附有线性等式

８０５
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约束的 ＷＴＬＳ。ＥＣＴＬＳ实质是在整体最小二乘

准则下求解下列模型的最优估计值：

狔＝ （犃－犈犃）β＋犲狔

犓β＝
｛ 犣

（１４）

　　与ＴＬＳ求解思路相同，采用拉格朗日乘数法

即可导出ＥＣＴＬＳ解。

Ｚｈａｎｇ
［２５］等研究了等权条件下附有不等式约

束的ＥＩＶ模型的ＩＣＴＬＳ算法，基本方法是采用

穷举搜索法将不等式约束方程转变为等式约束进

行求解，该算法随着不等式约束方程数目的增大

计算量显著增长，适用性受到一定的限制。

２）非线性ＥＩＶ模型整体最小二乘算法。当

ＥＩＶ模型为非线性形式时的估计问题称为非线

性 ＴＬＳ估计。Ｓｃｈｗｅｔｌｉｃｋ和 Ｔｉｌｌｅｒ
［３６］讨论了非

线性ＴＬＳ的数值解法，Ｆａｎｇ
［２４］推导了一般情况

下基于拉格朗日乘数法和ＧａｕｓｓＮｅｗｔｏｎ法的附

有约束的加权ｎｏｎｌｉｎｅａｒＴＬＳ算法。

３）多元整体最小二乘算法（ＭＴＬＳ）。将

ＥＩＶ模型中的观测向量狔和参数向量β扩展为观

测矩阵犢和参数矩阵Ξ：

犢－犈犢 ＝ （犃－犈犃）Ξ （１５）

　　以上模型估计称为多元整体最小二乘估计。

ｖａｎＨｕｆｆｅｌ和Ｖａｎｄｅｗａｌｌｅ
［１０］研究了基于ＳＶＤ分

解的 ＭＴＬＳ算法。Ｓｃｈａｆｆｒｉｎ和Ｆｅｌｕｓ
［３７］讨论了

基于ＳＶＤ和拉格朗日乘数的等权条件下 ＭＴＬＳ

的３种具体算法并进行了比较。Ｆａｎｇ
［２４］推导了

一般情况下的加权 ＭＴＬＳ算法。

４）整体最小二乘配置算法。Ｓｃｈａｆｆｒｉｎ
［２７］提

出当考虑ＥＩＶ模型待估参数β的先验统计信息

时（β视为随机量），相应模型称为ＥＩＶＲＥＭ 模

型（ｅｒｒｏｒｓｉｎｖａｒｉａｂｌｅｓｗｉｔｈｒａｎｄｏｍｅｆｆｅｃｔｓｍｏｄ

ｅｌ）。Ｓｎｏｗ
［２８］］采用拉格朗日乘数法推导了一般

权矩阵条件下的ＥＩＶＲＥＭ模型的ＴＬＳ解。

５）正则化整体最小二乘算法（ｒｅｇｕｌａｒｉｚｅｄ

ＴＬＳ）。当ＥＩＶ 模型的系数矩阵病态时会导致

ＴＬＳ解的不稳定，Ｇｏｌｕｂ
［３８］等提出了 Ｔｙｋｈｏｎｏｖ

正则化方法获得 ＴＬＳ的稳定解。Ｓｈａｆｆｒｉｎ和

Ｓｎｏｗ
［３９］指出Ｔｙｋｈｏｎｏｖ正则化方法通过在ＴＬＳ

解中引入一个二次型约束尽管从数值角度上分析

具有等价性，但并不具备统计上的等价性。Ｂｅｃｋ

和ＢｅｎＴａｌ
［４０］、Ｐｒｕｅｓｓｎｅｒ和Ｏ’Ｌｅａｒｙ

［４１］研究了改

进的Ｔｙｋｈｏｎｏｖ正则化 ＴＬＳ算法。Ｓｃｈａｆｆｒｉｎ和

Ｆｅｌｕｓ
［２１］研究了基于拉格朗日乘数法的 Ｔｙｋ

ｈｏｎｏｖ正则化ＴＬＳ改进算法。

６）稳健整体最小二乘算法。稳健整体最小

二乘算法基本沿用了最小二乘的稳健估计理论和

方法，如 Ｃｈｏｉ
［２６］等设计了基于权的影响函数，

Ｗａｓｔｏｎ
［４２］研究了变量较少情况下将模型转化为

凸最优化问题进行求解。

２　整体最小二乘统计特性

ＥＩＶ模型的整体最小二乘估计方法目前在

算法研究上取得了较为丰富的成果，但对整体最

小二乘估计统计特性的研究尚未引起足够的重

视，研究成果相当有限。Ｇｌｅｓｅｒ
［３４］、ｖａｎＨｕｆｆｅｌ和

Ｖａｎｄｅｗａｌｌｅ
［１０］以及 Ｍａｒｋｏｖｓｋｙ和ｖａｎＨｕｆｆｅｌ

［３２］

等证明了当观测数据个数趋于无穷大时ＥＩＶ模

型的整体最小二乘估计具有渐进无偏性。Ｇｏｌｕｂ

和ｖａｎＬｏａｎ
［９］、Ｍａｒｋｏｖｓｋｙ和ｖａｎＨｕｆｆｅｌ

［３２］、刘

永辉和魏木生［４３］等从数值分析的角度对ＥＩＶ模

型的 ＴＬＳ 解 和 ＬＳ 解 进 行 了 概 略 的 比 较。

Ｆａｎｇ
［２４］导出了ＥＩＶ模型 ＷＴＬＳ和ＬＳ参数估计

值的差异的计算公式。

尽管ＴＬＳ解被证明具有渐进无偏性，但是在

现实的有限样本条件下，模型的非线性会导致

ＴＬＳ解产生偏差，偏差的大小取决于模型的非线

性程度（Ｘｕ
［２９］），因此有限样本情况下整体最小二

乘解的统计特性研究更具实际意义。Ｇｅｒｈｏｌｄ
［８］

采用Ｄｅｍｉｎｇ
［５］线性化的思路首次得到了权矩阵

为对角阵的 ＷＴＬＳ解的一阶近似精度估计公式。

Ｓｃｈａｆｆｒｉｎ
［２０］对ＴＬＳ的非线性解运用误差传播公

式导出了等权ＴＬＳ解的精度近似公式。以上精

度评定没有考虑估计值偏差的影响，Ｓｃｈａｆｆｒｉｎ
［１８］

直接对非线性的ＴＬＳ解运用误差传播技术理论

上并不严密。

Ｘｕ
［２９］等系统地研究了基于有限样本的一般

情况下的 ＷＴＬＳ解的统计特性，对非线性 ＥＩＶ

模型运用线性化技术推导了 ＷＴＬＳ估计值的精

度、偏差、置信区间以及单位权方差估计的严密公

式。ＴＬＳ参数估计值的一阶近似精度公式为：

犇（^β）＝ （犖１１－犖１１犖２２犖２１）
－１
σ
２ （１６）

式中，犖犻犼是根据观测数据和权阵计算的对称方

阵；犖－１
１１ 表示对应的最小二乘解的协因数阵。

Ｘｕ
［２９］指出由于有限样本的 ＷＴＬＳ为有偏估

计，显然直接采用残差求得的单位权方差必然有

偏，因此，Ｘｕ
［２９］通过偏差改正技术求出估计残差

狉犃和狉狔及改正值狉犃犆和狉狔犆，进而推出了 ＷＴＬＳ单

位权方差的一个改善估计值：

σ^
２
＝
狉Ｔ犃犆ω犃狉犃犆＋狉

Ｔ
狔犆犠狔狉狔犆

狀－犿
（１７）

　　以上精度等公式是基于一般情况下的Ｐａｒ

９０５
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ｔｉａｌＥＩＶ模型，因此具有普遍的适用性。

３　犈犐犞模型的可靠性

Ｂａａｒｄａ
［４４］首次提出了ＧａｕｓｓＭａｒｋｏｖ模型的

基于假设检验的可靠性理论，之后在应用中得到

了进一步扩展（如Ｐｅｌｚｅｒ
［４５］、李德仁［４６］、Ｋｏｃｈ

［４７］

等）。Ｓｃｈａｆｆｒｉｎ和 Ｕｚｕｎ
［３０３１］在假定仅存在单个

粗差且观测向量和系数矩阵中各列的协因数阵相

同和不相关的特殊条件下初步探讨了ＥＩＶ模型

的可靠性理论。

基于Ｓｃｈａｆｆｒｉｎ
［４８］提出的ＧａｕｓｓＭａｒｋｏｖ模型

的 内 部 和 外 部 可 靠 性 的 思 想，Ｓｃｈａｆｆｒｉｎ 和

Ｕｚｕｎ
［３０３１］在忽略 ＴＬＳ解的迭代扰动项的情况

下，分别推导了当观测向量和系数矩阵存在单个

粗差时的ＥＩＶ模型的内部可靠性指标狉犈和外部

可靠性计算公式珔δ犈。如当系数矩阵存在单个粗

差时：

狉犈犃 ＝ ［η
Ｔ
犼（犠狀犙犲犠狀）η犼］［η

Ｔ
犼犠狀（^β

Ｔ
犐狀）（η犽 

η犼）］
－１（１＋^β

Ｔ^
β）

－１［（^β
Ｔ^
β）（η

Ｔ
犽β^

（犼犽））］ （１８）

珔δ犈犃 ＝ （η
Ｔ
犼犠狀η犼）｛１－［η

Ｔ
犼（犠狀犙犲犠狀）η犼］［η

Ｔ
犼犠狀

（^β
Ｔ
犐狀）（η犽 η犼）］

－１）η
Ｔ
犽^β｝［η

Ｔ
犽β^

（犼犽）］２　

（１９）

式中，犙犲表示观测值改正数的协因数阵；犠狀 表示

观测向量（系数矩阵中的各列）的协因数阵；η犼 和

η犽 表示单位向量；^β表示不含粗差时的参数估计

值；^β
（犼犽）表示当系数矩阵第犼行第犽列元素包含粗

差时的参数估计值。

经典的平等模型的可靠性理论是根据系数矩

阵和观测值的先验信息（协因数阵或权阵）计算出

模型可发现粗差的下界值以及不可发现粗差对平

差结果的影响。由于系数矩阵仅与模型的几何或

物理结构有关（如控制网的结构），因而在确定平

差模型后不需要进行实际观测即可根据系数矩阵

和观测值先验信息计算出模型的可靠性指标，从

而在设计阶段就可以对平差模型设计方案进行评

价和改进。Ｓｃｈａｆｆｒｉｎ和 Ｕｚｕｎ
［３０３１］推导的可靠性

公式中包含了参数估计值，但并没有阐明可靠性

公式为何与待估参数解有关的原因，我们认为这

个问题涉及如何实际上预估ＥＩＶ模型的可靠性，

还有待进一步研究与探索。

４　结　语

整体最小二乘方法本质上是对经典最小二乘

方法的扩展。对于ＥＩＶ模型，在基于同时顾及观

测向量和系数矩阵误差的平差准则下，整体最小

二乘解比最小二乘解更真实。

整体最小二乘算法研究经历了从基于数值逼

近理论的ＳＶＤ等经典算法等到统计意义下的加

权整体最小二乘算法。同时，通过对ＥＩＶ模型的

不断扩展和精化，由假定系数矩阵元素全部包含

误差的ＥＩＶ模型的ＴＬＳ算法扩展到基于一般形

式的ｐａｒｔｉａｌＥＩＶ模型的 ＴＬＳ算法，由等权条件

下的ＴＬＳ算法发展到一般权矩阵下的 ＷＴＬＳ算

法，由线性ＥＩＶ模型扩展到非线性ＥＩＶ模型，由

仅考虑随机误差的ＴＬＳ估计扩展到同时考虑粗

差的稳健ＴＬＳ估计，由待估参数为固定值的ＴＬＳ

估计扩展到考虑待估参数先验信息的ＴＬＳ配置

算法等等。整体最小二乘的算法研究在理论上已

经取得了较为丰富的成果，但由于整体最小二乘

属于非线性估计，模型和算法的复杂性要远高于

最小二乘估计，因此，在应用上尚受到一定的限

制，如何进一步简化算法和提高算法的效率是今

后整体最小二乘估计算法研究的重要目标。

Ｘｕ
［２９］等推导的有限样本情况下的加权整体

最小二乘解的精度评定公式具有普遍适用性。相

对于ＥＩＶ模型的已经取得的ＴＬＳ各种扩展算法

研究成果，如非线性ＴＬＳ解、附有约束的ＴＬＳ解

等的精度分析尚待研究。另外，对于ＥＩＶ模型可

靠性指标的定义、公式的推导以及一般情况下（如

含多个粗差）可靠性评价的方法等有待下一步开

展系统的研究工作。
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