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摘　要：应用最小二乘原理将方差分量估计公式从参数平差模型推广到概括函数平差模型。通过选取恰当的

权阵，基于概括函数模型的最小范数二次无偏估计及赫尔默特法得到的公式均是本文的特例。视协方差矩阵

为权逆阵，得到了最小方差估计，并证明了该公式与最优二次无偏估计的通用公式等价，从而表明最优二次无

偏估计和极大似然估计的通用公式也是本文的特例。除此之外，本文还给出了最小二乘方差分量估计的简化

公式，并对其进行了扩展。最小二乘方差分量估计的假设检验理论同样得到了推广。

关键词：最小二乘方差分量估计；最小范数二次无偏估计；最优不变二次无偏估计；赫尔默特法；极大似然估

计；简化公式
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　　最近几十年，方差分量估计方法得到了广泛

而又深入的研究［１１０］。其中 Ｔｅｕｎｉｓｓｅｎ
［３］提出的

最小二乘方差分量估计（ｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓｖａｒｉａｎｃｅ

ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ，ＬＳＶＣＥ），基于最小二乘

估计准则，从函数模型推广到随机模型，统一了估

计原则，便于理解和操作。随后 ＡｍｉｒｉＳｉｍｋ

ｏｏｅｉ
［４］对其相关理论进行了完善，并应用到ＧＰＳ

数据处理中［５］。

於宗俦提出了概括函数平差模型［６］，随后在

该模型的基础上，运用各种方法推导了方差分量

估计通用公式。本文基于该模型，运用ＬＳ原理，

得到了一般化公式，并给出了统计检验量的通用

公式；另一方面，给出了ＬＳＶＣＥ的简化公式，并

对其进行了拓展。通过选取合理的权阵，Ａｍｉｒｉ

Ｓｉｍｋｏｏｅｉ
［４］证明了最小范数二次无偏估计（ＭＩＮ

ＱＵＥ），得出了极大似然估计（ｍａｘｉｍｕｍｌｉｋｅｌｉ

ｈｏｏｄｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ，ＭＬＥ）公式的特例。因而易知，

ＭＩＮＱＵＥ的通用计算公式
［７］也是本文的特例。

将协方差矩阵当作权逆阵，得到最小方差估计，并

证明了该公式与最优线性无偏估计（ＢＩＱＵＥ）的

通用公式［８９］等价，表明它也是本文的特例，同时

也说明基于概括函数平差模型的赫尔默特

（Ｈｅｌｍｅｒｔ）
［１１］公式和 ＭＬＥ

［１２］公式均是本文的特

例。本文给出了几乎所有方差分量方法的统一理

论，相比其他方法的方差分量通用计算公式推导

而言，ＬＳ方法过程简单，易于理解，具有较强的应

用价值［４，１３］。

１　模型描述

１．１　含未知参数的条件平差模型
［１４］

犃犡＋犅ε＝犳

犈（）ε ＝０，犈εε（ ）Ｔ ＝犙，｛ 犠
（１）

式中，犃和犅分别为犽×狌和犽×狀设计矩阵（狀＞犽

＞狌）；犡为狌×１未知参数向量；ε为狀×１误差向

量；犳为犽×１已知向量；犙为狀×狀正定协方差矩

阵；犠 为观测量的权阵。这里设犙＝∑
狊

犻＝１

σ
２
犻犙犻，犙犻

犻＝１，…，（ ）狊 为 正 定 或 半 正 定 协 因 子 阵，σ
２
犻

犻＝１，…，（ ）狊 为待估的方差分量，此处狊表示方差

分量 的 个 数。为 讨 论 方 便，引 入 记 号 θ＝

σ
２
１σ

２
２…σ

２（ ）狊
Ｔ。

１．２　概括函数平差模型
［１５］

犃犡＋犅ε＝犳

犆犡 ＝犳犡

犈（）ε ＝０，犈εε（ ）Ｔ ＝

烅

烄

烆 犙

（２）
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式中，犆为犿×狌（狌＞犿）的已知矩阵；犳犡 为犿×１

的已知向量，其他参数要求同模型（１）。

２　基于犔犛原理的方差分量通用公

式

２．１　模型（１）的公式推导

由式（１）不难得到：

犈 犳－（ ）犃犡 犳－（ ）犃犡｛ ｝Ｔ ＝∑
狊

犻＝１

σ
２
犻犅犙犻犅

Ｔ（３）

令犣为犽× 犽－（ ）狌 列满秩矩阵，满足犣Ｔ犃＝０。

对上式两边左乘犣Ｔ 和右乘犣，则式（３）转换

为：

犈 犣Ｔ犳 犣Ｔ（ ）犳｛ ｝Ｔ ＝∑
狊

犻＝１

σ
２
犻犣

Ｔ犅犙犻犅
Ｔ犣 （４）

令狋＝犣Ｔ犳，并对式（４）作ｖｈ变换，即取出对称矩

阵的上三角元素，按照相应的顺序构成一个列向

量。于是，式（４）转换为：

犈 ｖｈ狋狋（ ）｛ ｝Ｔ
＝犃ｖｈθ，犠ｖｈ （５）

式中，犃狏犺＝［ｖｈ（犣
Ｔ犅犙１犅

Ｔ犣）ｖｈ（犣Ｔ犅犙２犅
Ｔ犣）…

ｖｈ（犣Ｔ犅犙狊犅
Ｔ 犣）］。当 权 阵 选 取 为犠狏犺 ＝犇

Ｔ

犠狋犠（ ）狋 犇
［４］的时候，该方差分量估计公式与

ＭＩＮＱＵＥ等价
［４］，犠狋为狋的权阵，犇为列满秩阵

且满足ｖｅｃ（ ）犕 ＝犇ｖｈ（ ）犕 ，其中 Μ 是任意一个

对称矩阵，ｖｅｃ为拉直变换算子
［１６］。

由ＬＳ原理，有：

θ^＝ 犃Ｔｖｈ犠ｖｈ犃（ ）ｖｈ
－１犃Ｔｖｈ犠ｖｈｖｈ狋狋（ ）Ｔ （６）

令犖＝犃Ｔｖｈ犠ｖｈ犃ｖｈ＝（狀犽犼），犾＝犃
Ｔ
ｖｈ犠ｖｈｖｈ狋狋（ ）Ｔ ＝犾犽，

则有：

狀犽犼 ＝ｖｅｃ 犣
Ｔ犅犙犽犅

Ｔ（ ）犣 Ｔ犇Ｔ犇Ｔ 犠狋犠［ ］狋 ·

犇犇＋ｖｅｃ犣Ｔ犅犙犼犅
Ｔ（ ）犣 ＝ｖｅｃ 犣

Ｔ犅犙犽犅
Ｔ（ ）犣 Ｔ·

犠狋犠［ ］狋 ｖｅｃ犣
Ｔ犅犙犼犅

Ｔ（ ）犣 ＝

ｔｒ犣Ｔ犅犙犽犅
Ｔ犣犠狋犣

Ｔ犅犙犼犅
Ｔ犣犠（ ）狋 （７）

犾犽 ＝ｔｒ犣
Ｔ犅犙犽犅

Ｔ犣犠狋狋狋
Ｔ犠［ ］狋 ＝

狋Ｔ犠狋犣
Ｔ犅犙犽犅

Ｔ犣犠狋狋
（８）

　　当矩阵犣未知时，可通过如下等式：

犣犠狋犣
Ｔ
＝犠 犐－犃 犃Ｔ（ ）犠犃 －１犃Ｔ（ ）犠 ＝犠犚

（９）

得到关于矩阵犃的方差分量计算公式：

狀犽犼 ＝ｔｒ犅犙犽犅
Ｔ犠犚犅犙犼犅

Ｔ（ ）犠犚 （１０）

犾犽 ＝犳
Ｔ犚Ｔ犠犅犙犽犅

Ｔ犠犚犳 （１１）

式中，犠 为模型（１）中观测量的权阵；犚＝犐－犃·

（犃Ｔ犠犃）－１犃Ｔ犠 为平差因子阵
［１７］，具有如下性质

犚２ ＝犚，犠犚＝犚
Ｔ犠，犠犚＝犚

Ｔ犠犚，犚犃 ＝０

２．２　模型（２）的方差分量估计公式

由于模型（２）中含约束条件，很难像通常一样

运用ＬＳ原理，最自然的想法就是对其进行变换，

转化成模型（１），就可以直接运用§２．１的结论得

到基于概括函数模型的通用公式。

模型（２）中约束条件是由于参数之间不独立

而产生的［８］，于是，可设在狌个参数中有（狌－犿）

个的独立的函数。不失一般性，设狌１＝狌－犿，表

示为独立参数的个数，并记犃＝［犃１　犃２］，犡＝

［犡１　犡２］
Ｔ，犆＝［犆　犆２］，犆２ 为犿 阶可逆矩阵

［９］。

于是对模型（２）作如下分解：

犃１犡１＋犃２犡２＋犅ε＝犳

犆犡１＋犆２犡２ ＝犳
｛

犡

（１２）

通过式（１２）中第二式可以得到：

犡２ ＝－犆
－１
２犆犡１＋犆

－１
２犳犡 （１３）

将其带入到式（１２）中第一式即得：

珚犃犡１＋犅ε＝珚犳 （１４）

式中，珚犃＝犃１－犃２犆
－１
２ 犆，珚犳＝犳－犃２犆

－１
２ 犳犡。

由ＬＳ原理
［１５］：

犡^＝犙犃犃
Ｔ犖－１犪犳＋犖

－１
犫 犆

Ｔ犖－１犮犳犡 （１５）

式中，犖犪＝犠
－１，犠 为权阵，犖犫＝犃

Ｔ犖－１
犪 犃，犖

－１
犮 ＝

犆犖－１
犫 犆

Ｔ，犙犃＝犖
－１
犫 （犐－犆

Ｔ犖－１
犮 犆犖

－１
犫 ），并有关系

式犃犙犃犃
Ｔ＝珚犃［珚犃Ｔ犠珚犃］－１珚犃Ｔ。

设λ＝犣
Ｔ珚犳，利用§２．１的结论，于是关于犣

矩阵的ＬＳＶＣＥ的通用公式为：

犖θ＝犾 （１６）

式中，犖＝ 狀犽（ ）犼 ，它的第（犽，犼）元素为：

狀犽犼 ＝ｔｒ（犣
Ｔ犅犙犽犅

Ｔ犣犠λ犣
Ｔ犅犙犼Β

Ｔ犣犠λ），犾＝ （犾犽），

犾犽＝λ
Ｔ犠λ犣

Ｔ犅犙犽犅
Ｔ犣犠λλ，犠λ 为λ 的权阵。同

理，可以得到关于设计阵的ＬＳＶＣＥ的通用公式

为：

犖θ＝犾 （１７）

式中，犖＝ 狀犽（ ）犼 ，犾＝ 犾（ ）犽 ，法矩阵第（犽，犼）个元素

为：

狀犽犼 ＝ｔｒ犅犙犽犅
Ｔ犠犘

⊥
珚犃犅犙犼犅

Ｔ犠犘
⊥
珚［ ］
犃
，

犾犽＝珚犳
Ｔ 犘

⊥

珚（ ）
犃

Ｔ犠犅犙犽犅
Ｔ犠犘

⊥

珚犃
珚犳。容易证明犘

⊥

珚犃 ＝犐

－珚犃 珚犃Ｔ犠珚［ ］犃 －１珚犃Ｔ犠 是投影阵，具有平差因子阵

的性质。运用相关等式，得到如下公式：

狀犽犼 ＝ｔｒ犅犙犽犅
Ｔ犠犚犃犅犙犼犅

Ｔ犠犚［ ］犃 ，

犾犽＝犞
Ｔ犅Ｔ犠犅犙犽犅

Ｔ犠犅犞，这里犚犃＝犐－犃犙犃犃
Ｔ犠，

犞为残差。

２．３　最小方差估计公式

在线性 ＧａｕｓｓＭａｒｋｏｖ模型中，把观测值的

协因子阵当作权逆阵，可以得到最优线性无偏估

计（ＢＬＵＥ）。同理，当观测量服从正态分布时，把

权阵取为犠＝（犅犙犅
Ｔ）－１，可以得到最小方差分量

估计。其计算公式中法矩阵和右端项变为：

１８５
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犖＝ 狀犽（ ）犼 ，犾＝ 犾（ ）犽 ，其中

狀犽犼 ＝ｔｒ［犅犙犽犅
Ｔ（犅犙犅

Ｔ）－１犚珚犃犅犙犼犅
Ｔ（犅犙犅

Ｔ）－１·

犚珚犃］犾犽 ＝珚犳
Ｔ 犚珚（ ）犃

Ｔ 犅犙犅（ ）Ｔ －１犅犙犽犅
Ｔ·

（犅犙犅
Ｔ）－１犚珚犃珚犳，

犚珚犃＝犐－珚犃 珚犃Ｔ 犅犙犅（ ）Ｔ －１珚［ ］犃 －１珚犃Ｔ 犅犙犅（ ）Ｔ －１，为

平差因子阵。运用如下等式，

犚珚犃犅犞＝犚珚犃珚犳＝珚犳－珚犃^犡１ ＝犅犞

可以得到方差分量的另外一个表达式，相应的法

矩阵和右端项为犖＝ 狀犽（ ）犼 ，犾＝ 犾（ ）犽 ，其中

狀犽犼 ＝ｔｒ［犅犙犽犅
Ｔ （犅犙犅

Ｔ）－１犘
⊥
犃犅犙犼犅

Ｔ·

（犅犙犅
Ｔ）－１犘

⊥
犃］，

犾犽 ＝

犞Ｔ犃Ｔ （犘
⊥
犃）

Ｔ（犅犙犅
Ｔ）－１犅犙犽犅

Ｔ（犅犙犅
Ｔ）－１犘

⊥
犃犃犞

犘
⊥
犃 ＝犐－犃犙犡^犃

Ｔ （犅犙犅
Ｔ）－１

式中，犃犙^犡犃
Ｔ＝珚犃［珚犃Ｔ（犅犙犅

Ｔ）－１珚犃］－１珚犃Ｔ，具体关于

该模型的未知参数估值求解见文献［６，８］。该公

式与於宗俦的ＢＩＱＵＥ的通用公式是等同的，同

时也说明了该公式推导的合理性。与此同时，也

证明了 Ｈｅｌｍｅｒｔ和ＢＩＱＵＥ之间的等价性
［８］，综

上所述，Ｈｅｌｍｅｒｔ和 ＭＬＥ均是上述公式的特例。

２．４　精度评定

ＬＳ的一个优势是法矩阵的逆矩阵即为估值

的协方差矩阵。对于ＬＳＶＣＥ，该原则同样适用。

于是方差分量的协方差矩阵为：

ｖａｒ（^θ）＝犖－
１ （１８）

式 中，犖 ＝ 狀犽犼，狀犽犼 ＝ ｔｒ ［犅犙犽犅
Ｔ犠犘

⊥

珚犃
·

犅犙犼犅
Ｔ犠犘

⊥

珚犃
］。

２．５　残差二次型

仿照一般ＬＳ残差二次型的求法，并结合上

述部分结论，易知相对应模型（１）的残差二次型

为：

犲^Ｔｖｈ犠ｖｈ^犲ｖｈ＝ ［^犲
Ｔ犠^犲］２－犾

Ｔ犖－１犾 （１９）

式中，^犲＝犚犾，犚＝犐－犃（犃Ｔ犠犃）－１犃Ｔ犠。这里的

犖，犾分别如式（１０）和式（１１）所示；同理，相应地，

模型（２）的残差二次型为仍为式（１９），但其中

犲^＝犘
⊥

珚犃犾，犘
⊥

珚犃 ＝犐－珚犃（珚犃
Ｔ犠珚犃）－１珚犃Ｔ犠。这里的犖，犾

对应于式（１７）。

２．６　统计检验量

函数模型中，针对粗差的检验量，Ｂａａｒｄａ构

造了狑统计量
［１７］。同样可以对协方差矩阵犙犣 进

行数据探测，进而得到相应的狑 统计量，于是可

构造如下假设

犎０：犙犣 ＝∑
狊

犻＝１

σ
２
犻犣

Ｔ犅犙犻犅
Ｔ犣

犎１：犙犆犣 ＝∑
狊

犻＝１

σ
２
犻犣

Ｔ犅犙犻犅
Ｔ犣＋犆犣 !

，
!≠０

（２０）

式中，犆犣＝犆犻犮
Ｔ
犼＋犆犼犮

Ｔ
犻，犻≠犼，犆犻＝（０…１…０）

Ｔ，

为常量［４］，这里权阵取为犠＝（犅犙犅
Ｔ）－１，基于上

述假设可得如下狑统计量：

狑犻犼 ＝

λ
Ｔ
犙
－１
犣 （犆犣－［犵

（犻犼）
犽 狀

－１
犽犾犣

Ｔ犅犙犻犅
Ｔ犣］）犙

－１
犣λ

［（犮Ｔ犻犙
－１
犣犆犻）

２
＋犮

Ｔ
犻犙

－１
犣犆犻犮

Ｔ
犼犙

－１
犣犆犼－犵

（犻犼）Ｔ犖－１犵
（犻犼）］１／２

（２１）

式中，犵
犻犼
犽＝犮

Ｔ
犻犙

－１
犣 犣

Ｔ犅犙犽犅
Ｔ犣犙

－１
犣犆犼；犵

犻犼＝［犵１犵２…

犵狊］；犵犽＝ｔｒ（犆犣犙
－１
犣 犣

Ｔ犅犙犽犅
Ｔ犙－１

犣 ）。

犖由式（１６）给出。同样可以求出关于犃矩

阵的狑 统计量，首先构造相应假设检验

犎０：犙珔犳 ＝∑
狊

犻＝１

σ
２
犻犅犙犻犅

Ｔ

犎１：犙犆珔犳 ＝∑
狊

犻＝１

σ
２
犻犅犙犻犅

Ｔ
＋犆珔犳 !

，
!≠０

式中，犆珔犳＝犆犻犮
Ｔ
犼 ＋犆犼犮

Ｔ
犻，犻≠犼，犆犻＝（０，…，１，…，

０）Ｔ，则狑统计量转换为：

狑＝
狑狀

狑犱
＝

珚犳
Ｔ犙－１珔犳犚（犆珔犳－［犵犽狀

－１
犽犼犅犙犼犅

Ｔ］）犙
－１
珔犳犚珚犳

［（犮Ｔ犻犙
－１
珔犳犚犆犼）

２
－犵

Ｔ犖－１犵］
１／２

（２２）

式中，犵犽＝ｔｒ（犆珔犳犙
－１
珔犳 犚犅犙犽犅

Ｔ
犙
－１
珔犳 犚）；犵＝［犵１犵２…

犵狊］，其他参数要求服从式（１７）。具体关于间接平

差模型下的狑统计量的推导可参见参考文献［４］。

３　犔犛犞犆犈的通用简化公式

仿照 Ｈｅｌｍｅｒｔ简化公式的基本思想，给出了

最小二乘方差分量估计的简化计算公式，式（１７）

中的 元 素 为 犖 ＝ｄｉａｇ（狀犽），犾＝ （犾犽），狀犽 ＝

ｔｒ（犣Ｔ犅犙犽犅
Ｔ犣犠λ犣

Ｔ犅犙犅
Ｔ犣犠λ），犾犽 与式（１６）中相

同。同样，可以给出式（１７）的简化公式：

狀犽 ＝ｔｒ［犅犙犽犅
Ｔ犠犘

⊥
珚犃犅犙犅

Ｔ犠犘
⊥
珚犃
］ （２３）

当犠＝（犅犙犅
Ｔ）－１，式（２３）变为：

狀犽 ＝ｔｒ［犅犙犽犅
Ｔ（犅犙犅

Ｔ）－１犘
⊥
珚犃
］ （２４）

其他变量跟上述相同。

４　犔犛犞犆犈的特殊形式

１）当犆＝０时，模型（２）退化为模型（１），则

ＬＳＶＣＥ的计算公式变为：

狀犽犼 ＝ｔｒ［犅犙犽犅
Ｔ犠犚犅犙犼犅

Ｔ犠犚］ （２５）

犾犽 ＝犳
Ｔ犚Ｔ犠犅犙犽犅犠犚犳 （２６）

这与§２．１的结论一致，同样证明了该结论的正

确性。

２）当犆＝０和犃＝０，式（２）简化为条件平差

模型，ＬＳＶＣＥ的计算公式变为：

２８５
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狀犽犼 ＝ｔｒ［犅犙犽犅
Ｔ犠犅犙犼犅

Ｔ犠］ （２７）

犾犽 ＝犳
Ｔ犠犅犙犽犅

Ｔ犠犳 （２８）

　　３）当犅＝犐，式（２）简化为附有限制条件的间

接平差模型，ＬＳＶＣＥ的计算公式为：

狀犽犼 ＝ｔｒ［犙犽犠犘
⊥
珚犃犙犼犠犘

⊥
珚犃
］ （２９）

犾犽 ＝珚犳
Ｔ （犘

⊥
珚犃
）Ｔ犠犙犽犠犘

⊥
珚犃
珚犳 （３０）

　　４）当犅＝犐和犆＝０时，式（２）变为间接参数

平差模型，ＬＳＶＣＥ的计算公式为：

狀犽犼 ＝ｔｒ［犙犽犠犚犙犼犠犚］ （３１）

犾犽 ＝犳
Ｔ犚Ｔ犠犙犽犠犚犳 （３２）

该公式即为ＡｍｉｒｉＳｉｍｋｏｏｅｉ所给出的公式
［４，１３］。

５　结　语

本文以概括函数模型为基础，运用ＬＳ原理，

给出了部分方差分量估计方法的通用公式。相比

其它方法的推导而言，ＬＳ方法简单、易懂。另一

方面，通过选取合适的权阵，基于概括函数平差模

型的 ＭＩＮＱＵＥ、Ｈｅｌｍｅｒｔ、ＢＩＱＵＥ及 ＭＬＥ的通

用计算公式均是本文的特例。同时，也给出ＬＳ

ＶＣＥ的简化公式，并对其进行了推广，其假设检

验理论也得到了扩展。
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