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摘 要:给出了两种渐消滤波解及其相应的原则 ,介绍了自适应抗差滤波原理和相应的解, 分别从原理和解的

表达式上分析了两种渐消滤波和自适应抗差滤波解算的基本性能。利用一个实际算例比较了渐消滤波与自

适应抗差滤波解在控制状态异常影响方面的能力。
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为了控制过时状态误差对当前状态参数估计

的影响,统计学界采用遗忘因子限制 Kalman 滤

波器的记忆长度, 以便充分利用现时的观测数

据
[ 1, 2]
。基于抗差估计原理, 文献[ 3]提出了一种

整体状态信息自适应滤波,自适应因子基于观测

信息与模型状态信息的不符值自适应地确定, 具

有整体稳健性和可靠性。这种基于整体状态信息

的自适应滤波优于现有的渐消滤波和其他自适应

滤波
[ 4]
。文献[ 2]将自适应因子构造成两段函数,

并考虑多因子自适应估计,对于不同类型的状态

参数可采用不同类型的自适应因子。

因为渐消滤波和自适应滤波理论都是在正常

Kalman 滤波基础上发展起来的, 先给出正常

Kalman滤波解的形式。

设观测误差方程为:

Vk = AkX̂ k - Lk (1)

动力模型方程为:

X k = k, k- 1Xk- 1 + wk (2)

其中, Lk 为观测向量,其协方差矩阵为 k ; Vk 为

残差向量; Xk 为状态参数向量; Ak为设计矩阵; X k

为 k 时刻状态参数预测向量; Xk- 1为 k- 1历元的

状态向量, 其估值为 X̂k- 1 , X̂ k- 1的残差向量为

VX̂ k- 1 ; wk 为动力模型误差向量,相应协方差阵为

w
k
; k, k- 1为状态转移矩阵。假设在 k 时刻增加

新观测Lk , 相应的 k- 1 历元的状态 Xk- 1的更新

估计为X
《

,误差方程分别为:

VX̂
k- 1

= X
《

k- 1X̂ k- 1 (3)

ŵk = X̂ k - k, k- 1 X
《

(4)

基于式(1)和式(2) , 可得滤波解:

X̂k = X k + Kk (Lk - AkX k ) (5)

其中, Kk 为增益矩阵:

K k = X
k
A

T
k (Ak X

k
A

T
k + k )

- 1
(6)

对于正常 Kalman滤波, X
k
为:

X
k
= k, k- 1 X̂

k- 1

T
k, k- 1 + w

k
(7)

1 两种渐消滤波原理

若对前一个历元的状态估计值 X̂ k- 1的协方

差进行膨胀,即在处理历史信息和观测信息时,将

k- 1历元的状态估值单独作为随机量, 相应的极

值条件为[ 9]
:

( k) = V
T
k

- 1
k V k +

1
k
V

T
X̂
k- 1

- 1
X̂
k- 1VX̂

k- 1 +

ŵ
T
k

- 1
w
k
ŵk = min (8)

式中, k 为遗忘因子,且 k 1。这时 X
k
为:

X
k
= k k, k- 1 X̂

k- 1

T
k, k- 1 + w

k
(9)

这里, X̂
k- 1
为 k- 1历元状态估值的协方差矩阵,
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此时的滤波解即为渐消滤波解。

上述解与正常 Kalman滤波解的显著区别在

于将验前状态协方差矩阵膨胀 k 倍,使历史状态

信息的使用效率降低, 从而达到重用现时测量信

息的目的。

另一种渐消滤波基于如下原则:

( k) = V
T
k

- 1
k Vk + V

T
X̂
k- 1

- 1
X̂
k- 1
VX̂

k- 1
+

1
k
ŵ

T
k

- 1
w
k
ŵk = min (10)

则:

X
k = k, k- 1 X̂

k- 1

T
k, k- 1 + k w

k (11)

上面的两种渐消滤波基本等价, 它们均有别

于正常 Kalman滤波原则:

( k) = V
T
k

- 1
k Vk + V

T
X̂
k- 1

- 1
X̂
k- 1 VX̂

k- 1 +

ŵ
T
k

- 1
w
k
ŵk = min (12)

或

( k) = V
T
k

- 1
k Vk + V

T
X̂
k- 1

- 1
X̂
k- 1
VX̂

k- 1
= min

(13)

式中, VX为X k 的残差向量。

渐消滤波的关键是 k 的确定。基于最优化

理论,构造两类遗忘因子,其解式为:

k = max 1, 1
n
tr( NkM

- 1
k ) (14)

式中, t r| | 是矩阵迹的符号;Mk 和 Nk 的表达式

为:

Mk = Ak k, k- 1 X̂
k- 1

T
k, k- 1A

T
k (15)

Nk = V
k
- Ak w

k
A

T
k - k (16)

其中, V
k为预测残差的协方差矩阵:

V
k
= E( VkV

T
k ) (17)

式中,

Vk = AkX k - Lk (18)

称为预测残差
[ 4, 5]
。一般用开窗估计法确定

V
k

[ 6]
,类似于 Sage 滤波[ 4]

:

^ V
k
=

1
k- 1

k

i = 1
ViV

T
i (19)

式(19)的一种简化算法为 [ 7]
:

k = max {1, t r(Nk ) / t r(Mk ) } (20)

上述遗忘因子的算法具有理论上的最优性,

即当预报残差 VX
k
增大时, 将引起式 (17)计算的

V
k
增大,最佳遗忘因子相应增大,使滤波器达到

最佳。

文献[ 9]对式(19)又作了改进:

V
k
=

k- 1VkV
T
k

1 + k- 1
, k > 1

1
2
V0V

T
0 , k = 1

(21)

其中, V0 为 k= 0时的预测残差向量。

经过修改后的 V
k
的表达式( 21)比式( 19)更

能敏感地反映当前历元动力学模型误差的现状,

因为由式(21)表示的 V
k
未对历史信息取平均,

而直接采用当前历元的信息。

2 渐消滤波与自适应滤波的比较

笔者曾提出一种自适应滤波, 该滤波介于渐

消滤波与 Kalman滤波之间,即与 Kalman滤波一

样,将 X k 作为一个整体, 不特意区分 X̂ k- 1的误差

和动力模型误差, 采用 kV
T
X
k

- 1
X
k VX

k
为极小的原

则,且 k 的取值在[ 0, 1]之间。当 X k 误差较大

时, k 小于 1, 甚至等于 0;而 X k 误差较小时, k=

1,即近似于正常 Kalman滤波解的形式。

抗差自适应滤波的基本原则为:

( k) =

n
k

i= 1
p k

i
(Vk

i
) + kV

T
X
k

- 1
X
k
= min (22)

式中, 为一个凸函数; k 为自适应因子; pk
i
为观

测量L k
i
的权元素。自适应抗差滤波的解为:

X̂ k = ( A
T
k PkA k + kPX

k
)
- 1
(A

T
k )PkL k + kPX

k
X k )

(23)

式中, Pk 为观测向量的等价权阵 [ 3 5]
; PX

k
为 X k 的

权矩阵, PX
k
= - 1

X
k
。若 k= P

- 1
k ,则上述抗差自适

应滤波可表示成式( 5)的形式。其中增益矩阵为:

Kk =
1
k

X
k
A

T
k

1
A k X kA

T
k + k

- 1

(24)

抗差自适应滤波与渐消滤波的主要区别在于

以下方面。

1) 抗差自适应滤波对观测信息采用了抗差

估计原则,能够控制观测异常的影响;

2) 自适应因子 k 作用于预测状态向量 X k

的协方差矩阵,而渐消滤波的渐消因子作用于先

前历元状态估计向量 X̂ k- 1的协方差矩阵;

3) 渐消滤波的渐消因子经常出现负定现象,

导致滤波失败;自适应滤波若用式(23)解算,则自

适应因子在[ 0, 1]之间变化, 若用式(5)和式( 24)

解算,则自适应因子在(0, 1]之间变化。自适应因

子由观测信息与状态预测信息不符值确定,具有

实时自适应功能。

3 实际计算与比较

本文算例所用数据为一组机载动态 GPS 观

测数据。有两台 Tr imble 4000 SSI 型接收机, 一

台固定于参考站,另一台安置于飞机上。用高精

度的载波相位双差解作为参考值, 而用双差单 P
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码进行各种滤波解算, 其结果与参考值作差进行

比较。滤波模型采用常速度模型。位置、速度和

P 码的初始方差分别取 0. 2 m2、9. 0 10- 5 m 2 / s2

和 1 m 2 ,而速度的谱密度取 0. 01 m2 / s2。状态模

型方差 协方差阵直接采用文献[ 6, 8]中的模型。

在此进行 3个方案的解算: ① 经典 Kalman滤波

( CKF) ; ② 渐消 Kalman滤波( FKF) ;③ 抗差自

适应 Kalman滤波( ARKF)。

X 轴方向误差图分别绘于图 2 ~ 图 4, RM S

比较见表 1。

表 1 3 种算法精度比较/ m

Tab. 1 Comparison o f RMS/ m

CKF FKF ARKF

X 2. 006 1. 415 1. 331

Y 1. 338 0. 759 0. 675

Z 1. 936 1. 539 1. 452

图 1 飞机运动

平面图

Fig. 1 F loo r P lan

o f A irplane

图 2 经典 Kalman

滤波误差图

F ig . 2 Erro rs o f Classica l

Kalman F iltering

图 3 渐消 Kalman

滤波误差图

Fig . 3 Err ors o f Fading

Kalman F ilter ing

图 4 抗差自适应

Kalman 滤波误差图

Fig. 4 Err or s of Adaptiv e

Robust Kalman F iltering

分析上述计算结果, 可以得出以下结论。

1) 飞机在飞行过程中的多处 机动 对经典

Kalman滤波有明显的影响,见图 2、表 1。

2) 由图 3、表 1可以看出,渐消 Kalman 滤波

能够较好地抑制状态异常的影响, 滤波精度和动

态跟踪能力相对经典 Kalman滤波有很大改进。

3) 图 4、表1表明,抗差自适应滤波解的精度

相对渐消 Kalman滤波仍有提高。该算法不但能

够有效地抑制动态载体扰动异常的影响,而且能

控制观测异常的影响, 在整体上提高了滤波的精

度和可靠性。

总之,渐消 Kalman 滤波算法相对经典 Kal

man 滤波在精度和动态性能方面都有明显改善。

渐消滤波在一定程度上具有控制动力模型误差影

响的能力,它通过增大前一个历元状态参数估计

向量的协方差矩阵来减弱状态模型误差对当前历

元状态参数的影响。但是,这种滤波难以区分模

型误差和前一历元状态估计误差, 当动力学模型

存在较大误差时, k 就很难有效地控制动力学模

型误差的影响。
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Abstract: On the basis of the theor y of ecolog ical footprint , China s eco logical foo tprint in

main years f rom 1978 to 2004 is analyzed. Depending on the long term data, the curve of the

general demand and supply of eco logical foo tprint is depicted, and the tr end of the long term
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