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摘  要:用 Qi 算子来描述多边形中边和连线两类矢量的方向角, 归纳出由 Qi 算子所表示的矢量方向角在识

别走向时的判断规则,从而成功建立了多边形 4 个基本问题的新算法。实现了 4 个算法在几何意义上的统

一,并相对传统最优算法提高了执行效率, 同时还保证了高可靠性和稳定性。
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  在 GIS 中,多边形方向识别、多边形凹凸性

识别、多边形顶点凹凸性识别、多边形与点之间包

含关系识别等是多边形的基本问题。解决这些问

题的程序执行过程在 GIS 运行期间使用频率很

高且计算量很大, 例如用鼠标点击实现对多边形

图形要素的选择、多边形与点的拓扑叠加查询,就

要重复地调用点包含判断算法。因此, 多边形这

些基本问题算法的效率直接影响到计算速度, 甚

至软件质量。长期以来,国内外许多学者进行了

大量卓有成效的研究 [ 1-7] ,相应算法一直处在不断

改进过程中,更高效率的多边形基本问题算法是

人们不懈追求的目标。齐华提出的 Qi 算子已经

被用于高效地建立结点上弧-弧拓扑关系和确定

射线空间相邻关系
[ 8, 9]
。文献[ 10]试图建立一个

类似 Qi 算子几何意义的点包含算法, 但没有成

功。

本文引进 Qi 算子来描述多边形中边和连线

的方向,讨论 Qi 算子描述边和连线方向时的一些

性质, 在此基础上总结出 Q i 算子在相邻矢量走向

上的判断规则, 并将它们应用到多边形基本问题

的解决中, 最终建立统一于 Qi 算子几何概念的多

边形基本问题新算法。分析和实验表明,新算法

在可靠性、稳定性和执行效率上优于目前算

法[ 11]。

1  Qi 算子及其性质

1. 1  Qi 算子

Qi 算子的核心是 Q i 长度, 即以矢量的起点

正北方向射线与单位圆的外切正方形边的交点为

起算点,沿正方形边,顺时针走到矢量射线与单位

圆的外切正方形边的交点所经历的长度。在计算

矢量的方向角时, Qi 算子将角度简化成 Q i 长度

的计算, Q i 长度可用函数 Q i ( x i , y i ) 表示[ 8]。

Qi ( x i , y i )是分段函数,定义域为(- ] , + ] ) , 值
域为(0, 8]。目前, Q i 算子仅被用于判断弧与弧

之间的相邻关系
[ 8, 9]

, 其优秀性质没有得到充分

认识和应用。

1. 2  角度的 Qi 算子值计算公式

对具体给定的任意方位角度 A, A I ( 0b,

360b] ,其 Q i 算子值 Q i (A)可以通过文献 [ 11]计

算。下面是一些典型角度的 Qi 算子值: Qi (30b) =

0. 577 35, Qi (45b)= 1, Qi (60b) = 1. 422 65, Q i (90b)
= 2, Qi (180b) = 4, Qi (270b) = 6, Qi (360b) = 8。

1. 3  Qi 算子用于描述边和连线

对一个多边形 P ,如图 1, 其边 P iP i+ 1可以看

作为矢量,利用给定多边形的顶点顺序定义每条

边的矢量方向。点包含判断中,待检测点 Q到多

边形各顶点的连线 QP i也可以看作为矢量,它们
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的方向角都可以用 Qi 算子来描述。为了统一起

见, 在 表 达 形 式 上 本 文 作 如 下 约 定: 用

Qi ( $x i , $y i )表示 Q i 算子, 其中, $x i = P i+ 1 x -

P ix , $y i = P i+ 1 y - P iy 或者 $x i = P ix - Qx ,

$y i= P i y - Qy。为明确到具体边, 有时也以

Qi ( P iP i+ 1)、Qi ( i )的形式表示多边形第 i 条边

P iP i+ 1的 Qi 长度值,或以 Q i (QP i )、Q i ( i)的形式

表示检测点与多边形第 i 个顶点 P i连线的 Q i 长

度值。求边、连线 Qi 长度值的流程如图 2。

图 1 多边形边、连线的 Qi 算子表示

Fig . 1  Qi O per ator U sed to R epr esent Po ly go n. s

Edge and Co nnected L ine

图 2  求边、连线 Qi 长度值的流程

Fig . 2  Flow char t of G etting Qi Va lue

1. 4  基于 Qi 算子的相邻矢量走向判断规则

多边形的相邻边之间不停地改变着走向, 其

走向决定了多边形及其顶点的很多性质,如方向

性、凹凸性等。在点包含问题中,待检测点与多边

形顶点连线后, 相邻连线之间不停地改变着侧向。

判断下一条边(连线)在上一条边(连线)的哪一侧

是解决多边形基本问题的关键。用相邻边(连线)

的 Qi 算子差值可以快速地进行走(侧)向关系判

断。

1) 对相邻边, 如图 3( a)所示, 沿顺时针方向

进行考察,多边形的第 i条边P i- 1 P i和第 i+ 1条

边P iP i+ 1有夹角 5,以 P i- 1点为原点作正方形,平

移 P iP i+ 1到 P i- 1 Pci+ 1。易知 5= 5c, 5 角度可以

用Q i 算子意义上的折线ST (图中黑线)长度来衡

量。用 $Qi 代表相邻连线的 Q i 算子值差值, 则

由 Qi ( x i , y i )函数值域可知, $Qi I ( - 8, 8)。当

Qi ( P i- 1 P i )在 0~ 4之间时,若不等式 Q i ( P iP i+ 1)

> Qi ( P i- 1P i )和 Qi ( P iP i+ 1 )- Qi ( P i- 1 P i )< 4同

时成立, 则边 P iP i+ 1 在 P i- 1 P i右侧; 当 Qi ( P i- 1

P i )在 4~ 8 之间时, 若不等式 Q i ( P i P i+ 1) - Q i

( P i- 1 P i )< - 4成立,则边 P iP i+ 1在 P i- 1 P i右侧。

即 $Qi 取值在(- 8, - 4)或(0, 4)时,两条相邻边

中的下一条在上一条的右侧; $Qi 取其他值时,下

一条在上一条的左侧。

2) 对相邻连线,如图 3( b)所示, 连线间的 5

角度可以用Q i 算子意义上的折线S T (图中黑线)

长度来衡量。经类似分析后, 可得到相同结论,当

Qi (QP i+ 1)- Qi ( QP i )取值在(- 8, - 4)或( 0, 4)

时, QP i+ 1在 QP i的右侧;当 Qi (QP i+ 1)- Qi ( QP i )

取其他值时, QP i+ 1在 QP i的左侧。即 $Q i 取值

在(- 8, - 4)或(0, 4)时,两条相邻连线中的下一

条在上一条的右侧; $Qi 取其他值时, 下一条在上

一条的左侧。

图 3  相邻矢量走向判断

Fig . 3  Direction Judg e Between the Neighbouring

and Edges

  用相邻边(连线) 的 Qi 算子值差值进行走

(侧)向关系判断, 判断规则可总结为: 当 $Qi I

(- 8, - 4)或( 0, 4)时,相邻边(连线)为右侧关系;

当 $Qi I (- 4, 0)或(4, 8)时, 相邻边(连线)为左

侧关系。该规则是 Qi 算子性质的一个提炼, 是解

决本文所提多边形基本问题的关键。

2  多边形基本问题新算法

本文沿用文献[ 2]和文献[ 4]中有关多边形、

多边形凸、凹顶点以及凸、凹多边形的定义。

2. 1  多边形方向算法

循环顶点数 n次找到最上点( Y 坐标最大的

点)或其他极点,最上点等极点在多边形中必为凸

点。求最上点相邻边的 $Q i 值,由该 $Q i 值判断
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相邻边的走向关系。如为右侧关系说明多边形方

向为顺时针,如为左侧关系说明多边形方向为逆

时针。方向算法描述如下。

1) 求得最上点 Py
ma x_inde x

(或其他极点) , 记录

其序号为 y max_index ;

2) 求 得 Q i ( P y
max _index - 1 P y

max _index ) 和 Q i

( Py
max_inde x

P y
max _index + 1

) ;

3) 求得最上点相邻边之间的 $Q i , $Q i= Q i

( Py
max_inde x

P y
max _index + 1

)- Q i ( P y
max _index- 1

Py
max _index

) ;

4) 按 k 2. 2,由 $Qi 判断最上点P y
max _index相邻

边之间的走向关系, 如为右侧关系说明多边形方

向为顺时针,如为左侧关系说明多边形方向为逆

时针。

2. 2  多边形顶点凹凸性算法

先假设多边形方向为顺时针, 循环顶点数 n

次,求取每条边的 Q i 算子值, 记为 Qi ( P iP i+ 1)。

再循环顶点数 n 次, 对每个顶点求出 $Q i , 记为

$Qi ( i ) ,并由该 $Qi 根据规则判断相邻边的走向

关系。如为右侧关系,则记录顶点为凸点;如为左

侧关系,则记录顶点为凹点。最后,检验最上顶点

是否为凸点,如为凸点,则多边形方向为顺时针的

假设成立,前面记录的各顶点凹凸性正确;如为凹

顶点,则与极点必为凸点的定理相矛盾,说明最初

的假设错误,多边形方向不是顺时针而是逆时针,

此时须将前面记录的凸点改为凹点、凹点改为凸

点。顶点凹凸性的算法如下。

1) 求得各边 Qi 算子值Q i ;

2) 求得各顶点 $Qi ( i ) , $Q i ( i )= Q i ( P iP i+ 1)

- Qi ( P i- 1P i ) ;

3) 由 $Qi ( i )判断各顶点相邻边之间的走向

关系,如为右侧关系则记录顶点为凸点,如为左侧

关系则记录顶点为凹点;

4) 检验最上顶点是否为凸点, 若是, 则步骤

3)中记录的各顶点凹凸性正确; 否则将步骤 3)记

录的各顶点凹凸性取反。

2. 3  多边形凹凸性算法

对多边形的顶点,从 1号点开始依次求 $Qi ,

同时并行地判断各 $Qi 是否同号(大于或小于

0)。在求解过程中,如果 $Q i 到最后都不变号,

即 $Qi ( i )同大于 0或同小于 0,则为凸多边形;如

发生变号,则为凹多边形。中间判断时只要出现

变号,就可得到多边形为凹的结论, 可提前结束。

多边形凹凸性的算法如下。

1) 从 1号点开始依次求各个顶点的 $Qi ( i) ,

$Qi ( i )= Qi ( P iP i+ 1) - Q i ( P i- 1P i ) ;

2) 求顶点 $Q i 的同时, 需要并行地判断各

$Qi ( i )是否同号, 如发生变号, 则为凹多边形, 提

前结束;如到最后都不变号,则为凸多边形。

2. 4  点包含算法

类似于夹角和算法, 笔者提出了 Qi 算子和

法:对多边形及检测点 Q, 考察 Q与各顶点连线

间的 Q i 算子值差,对该有向差值求和, 当和接近

(考虑计算误差) 0时 Q在多边形外部, 当和接近

(考虑计算误差) ? 8时 Q在多边形内部。此结论

的证明可以参考文献[ 11]。图 4演示了检测点在

多边形内部和外部两种情形下的 E $Qi ( i ) 。

图 4  Qi 算子和法的几何意义

F ig . 4  Geometr y Idea of the A lg or ithm

  在累加 $Qi ( i )时,由于看似毗邻的连线间在

Qi 值上存在跳跃, 因此, 要对 $Qi ( i )进行补偿或

剔除。如图 4( b) , 当求从 QP i- 3到 QP i- 2的长度

差值时, $E _a_l< - 4, 可以确定 QP i- 2在 QP i- 3

的右侧。按顺时针正向的约定, 此处长度差值应

该取正值, 但 $E _a_l是负的, 为此,采取/ 补码0
的方法,人为加 8。当求从 QP i- 2到 QP i- 1的长度

差值时, $E _a_l> 4, 可以确定 QP i- 1在 QP i- 2的

左侧。按顺时针正向的约定,此处长度差值应该

取负值,但 $E _a_l是正的, 为此,人为减 8。

点包含的判断算法如下。

1) 求得各连线 Qi 算子值Q i (QP i ) ;

2) 求得各对相邻连线间 Q i 算子差值 $Q i

( i) , $Qi ( i)= Qi ( QP i+ 1 )- Q i (QP i ) ;

3) 按 k 2. 2中的规则,由 $Qi ( i )判断各对相

邻连线之间的侧向关系,根据情况进行补偿或剔

除;

4) 求得 Q i 算子差值和 E $Qi ( i) ;

5) 需要根据 | E $Qi ( i) | 进行判断, 如果

| E $Q i ( i ) | 接近于 8, 则待检测点在多边形内

部; 如 | E $Qi ( i) | 接近于0,则待检测点在多边

形内部。

在步骤 1)部分加入 $x ( i )和 $y ( i )是否同时

等于 0的判断,可提前检测待检测点与顶点重合
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的情形;在算法步骤 2)部分加入| $Qi ( i ) | 是否等

于 4的判断,可提前检测待检测点落在边上的情

形。从 E $Q i ( i ) 值正负可以判断出多边形的方

向,如 E $Q i ( i) 接近 8, 多边形方向为顺时针;

如 E $Q i ( i ) 接近- 8,多边形方向为逆时针。

3  算法分析

  算法的优劣比较还要进一步对比主体程序计
算量。本文沿用文献[ 6]和[ 7]中的方法,忽略诸

如赋值、跳转、逻辑与、逻辑或等耗时少的琐碎操

作;用大写字母 A 代表 1个加( + )或减( - )操作

单元费时, 字母 M 代表 1 个乘( * )或除( \ )操作

单元费时,字母 B 代表 1个比较( > , = , < )操作

单元费时;对数据准备、求最上点等各算法均要经

历的过程也一并忽略。

以点包含算法为例, 步骤 1)部分需要的基础

运算计算量为 3A + 1M+ 3B,步骤2) ~ 步骤 4)部

分需要 3A + 4B, 步骤 5)为常数次, 不计入。因

此,点包含算法共需 6A+ 1M+ 7B。

本文算法和目前最优算法在最不利情况下需

要的基础运算次数对比如表 1。可见, 在多边形

方向、顶点凹凸性、多边形凹凸性、点包含问题上,

本文算法均只涉及 1次乘除类运算, 而被比较算

法均要两次。在求方向、凹凸性时,本文算法虽然

比叉乘法多 5次比较,但少了 1次耗时较多的乘

除类运算。点包含判断时, 本文算法少 1 次乘除

类运算和 1次比较。

表 1  算法运算次数比较

T ab. 1  Compariso n o f Computation T imes

问题类型 目前最优算法 本文算法

多边形方向 5A+ 2M+ 1B 叉乘法[2] 4A + 1M+ 6B

顶点凹凸性 5A+ 2M+ 1B 叉乘法[5] 4A + 1M+ 6B

多边形凹凸性 5A+ 2M+ 1B 叉乘法[5] 4A + 1M+ 6B

点包含 6A+ 2M+ 8B 射线法[7] 6A + 1M+ 7B

  在空间复杂度对比上,都是 O(n) ,无大差别。

新算法无退化和奇异情形,具有很好的稳定性。
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Abstract: In this paper, Qi operator is used to measur e the azim uth of edges and co nnected

lines w hich are vector s and related to the four basic issues. Principles judg ing to w hich side
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the follow ing edge( co nnected line) turned relative to the cur rent are founded. By deriving

the direct io n relatio nship betw een the neighbouring edg es ( connected lines) based on these

principles, the poly gon. s or ientat ion, po lygo nal co nvex ity-concavity can be ident ified, so

does to point- in-poly gon query . New algo rithm s are presented, the analy sis sho w s that im-

prov ed per for mance is achieved, and there is the unif icat io n o f the g eo metr y idea in so lving

those four issues.

Key words: po lyg on; orientat ion identif icat io n; convex ity-concavity ident ificat ion; point- in-

po lygo n query ; Qi oper ator
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Abstract: Statistical map is the kind of important for ms of them at ic map, and data classif ica-

t ion is the kernel. In this paper, the quant ificat ional index es of classificat ion ev aluat io n are

discussed, w hen chang ing the number of classes, the spat ial data autoco rrelation deg ree is

chang ed, this law is researched. Based on this law , the num ber of classes can be determined,

and this new m ethod is given in this paper. The result o f data classif icat io n sho uld be fur ther

ev aluated by means of spat ial dist ribut ion character ist ic of data, and an ex am ple is giv en to

test it.

Key words: stat ist ical map; data classif icat io n; spat ial autocorrelatio n; quality evaluat ion
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