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摘  要:探讨了地图数字化过程中采用平差方法来建立坐标计算的统一模型。将测得的角度、边长等数据化

为方向、距离观测值列立误差方程, 通过调用统一的平差迭代计算程序来计算未知点坐标及精度。详细给出

了基于平差的 11 种常用坐标计算方法, 并通过实例进行了说明。
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  在地图数字化和数字测图过程中,地物点的坐

标测量和计算是基础。在这些坐标计算中,通常需

要根据一些已知点(坐标值) ,结合角度(方向)、距

离等观测值以及地物之间存在的几何关系等来计

算其他未知点的坐标
[ 1]
。计算这些待定点的方法

很多,常用的主要有极坐标法、距离交会、方向交

会、直线相交等
[ 2]
。在上述这些坐标计算中, 传统

方法是针对某一种情况,根据图形的解析几何关系

推导计算模型和编制算法。这些算法通常比较复

杂,缺乏通用性,且估计待定点的精度时,需要根据

函数模型和误差传播定律来计算,过程比较复杂。

1  坐标计算的平差原理

1. 1  测边网的边长误差方程
设测边网中有一条观测边 S j k ,则有如下误差

方程:

v j k = aj kx̂ j - bj kŷ j - aj k x̂ k + bj kŷ k - l j k ( 1)

式中, dX
0 和 dY

0 为坐标近似值之差; x̂、ŷ 为坐标

平差改正值; aj k = dX
0
j k / s

0
j k ; bj k = dY

0
j k / s

0
j k ; l j k = S j k

- S
0
j k ; S

0
jk = ( dX

0
j k )

+
( dY

0
j k )

2。

1. 2  按方向坐标平差的误差方程

设 j 为测站点, k 为照准点, L j k为 j-k 方向的

观测值, Z j 为 j 站的定向角,则可得 j-k 方向的误

差方程:

v jk = - ẑ j + aj kx̂ j + bj kŷ j - aj k x̂ k - bj kŷ k - l j k

( 2)

式中, aj k = QsinA
0
j k / S

0
j k ; bj k = Qco sA

0
j k / S

0
j k ; A

0
j k =

ar ctan dY
0
j k / dX

0
jk ; l= - A0

j k + L j k + Z
0
j ; Z

0
j 是 Z j 的

近似值; Ẑ j 为 Z j 的平差值; ẑ j 是 Ẑ j 的平差改正

值; Âj k为 j-k 方向的方位角平差值。

1. 3  边角网间接平差

在数字化计算坐标时,存在同时具有边长、方

向(角度)观测值的情况,因此是边角混合的误差

方程。其中边长观测值误差方程如式( 1) , 方向

(角度)观测值的误差方程如式( 2)。

1. 4  坐标计算的平差原理

如图 1所示的极坐标法坐标计算中,已知数

据包括两个已知点 K 1、K 2 , 点 K 1至点 P 的距离

为d ,观测的角度( K 1 K 2与 K 1 P 的夹角)为 B, 以

此计算未知点 P 的坐标。在平差方法中, 设已知

点K 1( x 1 , y 1)、K 2( x 2 , y 2)和未知点 P( x̂ p , ŷ p ) ,在

K 1点设测站, 观测值包括观测方向 K 1-K 2的值为

0, K 1-P 的值为 B, K 1 P 的边长为 d ,则有观测值

n= 3,未知参数 t= 3。由式( 1)和式( 2) , 可得如

下 3个坐标参数误差方程:

v L
12

= - ẑ 1 - lL
12

v S1p = - aS1p x̂ p + bS 1p ŷ p - l S1p

v L
1p

= - ẑ 1 - aL
1p

x̂ p - bL
1p

ŷ p - lL
1p

( 3)
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式中, 误差方程中的系数 aS
1p
、bS

1p
、aL

1p
、bL

1p
和参

数项 l S
1p
、l L

12
、l L

1p
计算参照式( 1)和式( 2)。

在地图数字化过程中, 往往存在多余观测值

来计算待定点的坐标, 则由式( 1) ~ 式( 3)等可得

坐标计算的平差模型一般形式:

V = Ax̂ - L,权为 P ( 4)

由此可计算参数的平差值为:

x̂ = (A
T
PA)

- 1
(A

T
PL) ( 5)

当有足够的多余观测时, 单位权中误差的估值为:

R̂0 =
V

T
PV

n - t
( 6)

以及未知点坐标参数的协因数阵为:

Qx̂x̂ = ( A
T
PA)

- 1
( 7)

1. 5  基于阻尼法的坐标平差迭代计算

在基于平差方法的坐标计算中,线性化误差

的影响不容忽略,必须进行迭代平差
[ 3]
。同时未

知点坐标的初值可以任意选取, 例如在地图数字

化过程中, 如图 1中的点 P 坐标计算时, 可以在

数字化图上任意点取在 P 点附近的某个点作为

其平差计算的初值。本文对误差方程式( 4)采用

Levenberg-M ar quardt 阻尼最小二乘法进行迭代

计算[ 4]
,以克服由于初值取值以及线性化过程中

的模型误差而可能导致无法平差的影响。迭代计

算的公式为:

d
( k)

= (A(x̂
( k)

)
T
PA(x̂

( k)
) + ukI)

- 1
A(x̂

( k)
)

T
PL(x̂

( k)
)

x̂
( k+ 1)

= x̂
( k)

+ d
( k)

( 8)

式中, uk 为称阻尼因子,是一个非负实数, I为单

位矩阵。可知当 uk→0时,该法趋于 Gauss-New-

ton法;当 uk→ ] 时, 则趋于最速下降法。通常 uk

取值较小时迭代次数较少, uk 取值较大时迭代次

数也较多。在坐标平差迭代计算时, 首先取 uk =

10- 3 来求 d
( d)

, 若 V
T

( x̂
( k+ 1)

) PV ( x̂
( k+ 1)

) <

V
T

( x̂
( k)

) PV( x̂
( k)

) , 则取 uk = uk / 10进行下一步迭

代;否则取 uk = 10 uk。实际计算表明, 该方法可

以放宽对初值的限制, 在坐标平差计算中具有实

用性。

2  基于点位坐标的统一平差模型

为了说明方便,定义如下符号来代表各种已

知和观测数据: n0为已知点个数; n z为测站点个

数; np为总点数; n1为观测角方向个数; n2为观测

边个数; na为方向结点存放数组; nb为测边结点存

放数组; L 1为方向角数组; L 2为观测边长数组。

1) 极坐标法

如图 1 所示, 本算法中已知点 K 1 ( 1)、

K 2( 2) , 未知点P ( 3) , 在K 1设测站, 观测方向 K 1-

K 2、K 1-P 以及边长 d。按照上述符号定义,可将

这些数据写成如下形式: n0= 2; np = 3; n z = 1; n1

= 2; n2= 1; na ( 1, 1) = 1, na ( 1, 2) = 2, L 1( 1) = 0,

1-2 方向角为 0; na ( 2, 1) = 1, na ( 2, 2) = 3,

L1 ( 2) = B, 1-3方向角为 B; nb ( 1, 1) = 1, nb ( 1, 2)

= 3, L2 ( 1) = d, 1-3边长为 d。

由此计算未知点 P 的坐标( X 3 , Y 3)和测站1

的定向角 Z1。由上述已知数据, 根据边长、方向

观测值建立坐标参数误差方程, 经迭代计算可求

得待定点 P 的坐标。

2) 距离直线交点

如图 2所示, 已知数据为已知直线端点 K 1、

K 2 , 第三个已知点 K 3 , 以及未知点 P 与 K 3的距

离 S。本算法中已知点 K 1( 1)、K 2 ( 2)、K 3( 3) ,未

知点 P ( 4) , 在 P 点设测站,观测方向 P-K 2、P-K 1

以及 P-K 3边长 S。将这些数据写成矩阵形式如

下: n0= 3; np = 4; n z = 1; n1 = 2; n2= 1; na( 1, 1) =

4, na( 1, 2) = 1, L 1 ( 1) = 0, 4-1方向角 0; na( 2, 1)

= 4, na( 2, 2) = 2, L 1 ( 2) = 180, 4-2 方向角 180b;

nb ( 1, 1) = 4, nb ( 1, 2) = 3, L 2( 1) = S, 4-3边长 S。

根据以上数据,可列立包括方向和边长的误

差方程,以进行坐标平差计算。

3) 垂线交点

如图 3所示,已知数据为一条已知直线(端点

为K 1、K 2)和另一条已知直线(端点为K 3、K 4 ) ,

图 1 极坐标法
F ig . 1  Polar Coo rdinate M ethod

    
图 2 距离直线交点法

Fig. 2 Dist ance and L ine

Intersect ion M ethod

    
图 3  垂线交点法

F ig . 3  Perpendicular L ine I nter s-

ection M ethod
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过点 K 2作与直线 K 1K 2相垂直的直线,以及过 K 3

点作与直线 K 3 K 4垂直的直线, 点 P 为这两直线

的交点。本算法中设已知点 K 1 ( 1 )、K 2 ( 2)、

K 3( 3)、K 4( 4) ,未知点 P( 5) ,在 K 2、K 3设测站,观

测方向包括 K 2-K 1、K 2-P、K 3-P、K 3-K 4。将这

些数据可类似地写成矩阵形式如下:

n
0= 4; np = 5; n z = 2; n1= 4; n2 = 0;

na( 1, 1) = 2, na(1, 2) = 1, L1( 1) = 0, 2-1方向角 0;

na( 2, 1) = 2, na(2, 2) = 5, L1( 2) = 90, 2-5方向角 900
;

na( 3, 1) = 3, na(3, 2) = 4, L1( 3) = 0, 3-4方向角 0 ;

na( 4, 1) = 3, na(4, 2) = 5, L1( 4) = 90, 3-5方向角 90b
4) 插值法

如图 4所示,已知数据为一条已知直线(端点

K 1、K 2 ) , 以及未知点 P 与已知直线的第一个端

点 K 1 的距离 d。本算法中, 已知点 K 1 ( 1)、

K 2( 2) ,未知点 P ( 3) ,在 P 设测站,观测方向包括

P-K 2、P-K 1以及 P-K 1边长 d,将这些数据写成矩

阵形式如下: n0= 2, np = 3, n z = 1, n1 = 2, n2 = 1;

na( 1, 1) = 3, na( 1, 2) = 1, L 1( 1) = 0, 3- 1 方向角

0 ; na( 2, 1) = 3, na ( 2, 2) = 2, L 1( 2) = 180, 3-1方

向角 180b; nb ( 1, 1) = 1, nb ( 1, 2) = 3, L2 ( 1) = d,

1-3边长 d。

5) 直角坐标

如图 5所示,已知数据为一条已知直线(端点

为K 1、K 2) ,未知点 P 与已知直线的垂直距离H ,

未知点 P 在已知直线上的垂足点与已知直线的

第一个端点K 1的距离 S。本平差算法中,设已知

点 K 1 ( 1)、K 2 ( 2) , 未知点 K 3( 3)、P ( 4) , 在 K 3设

测站,观测方向包括括 K 3-K 2、K 3-K 1、K 3-P , 边

长包括 P-K 3的垂距 H 及K 1-K 3的边长 S。

6) 距离交会

如图 6所示,已知数据为未知点 P 与两已知

点K 1、K 2的距离 S1和 S2 (为消除二义性, 可设

K 1、K 2、P 为顺时针排列)。在坐标平差计算算法

中,设已知点 K 1 ( 1)、K 2 ( 2) , 未知点 P ( 3) , 在 P

点设测站,观测边长 K 1-P、K 2-P , 则将这些数据

写成矩阵形式如下:

n0= 2; np = 3; n z = 0; n1= 0; n2 = 2;

nb( 1, 1) = 3, nb ( 1, 2)= 1, L2( 1) = S1 , 3-1边长 S1 ;

nb( 2, 1) = 3, nb ( 2, 2)= 2, L2( 2) = S2 , 3-2边长 S2。

图 4 插值法
Fig . 4  Interpolation M ethod

  
图 5  直角坐标法

Fig . 5  Rectangular Coor dinate M etho d
   

图 6 距离交会法
Fig. 6 Dist ance Intersection M ethod

  7) 变形距离交会

如图 7所示,已知数据为未知点 P 与一已知

直线K 1 K 2的垂距 h,以及与第三个已知点 K 3的

距离值 S。在本算法中, 已知点 K 1 ( 1)、K 2 ( 2)、

K 3( 3) , 未知点 K 4 ( 4)、P ( 5) , 在 K 4设测站, 观测

方向包括 K 4-K 2、K 4-K 1、K 4-P , 边长观测值包

括 P-K 4的垂距 h、P-K 3的边长 S。

8) 方向交会

如图 8 所示, 已知数据为未知点 P 与点 K 1

的连线与已知直线 K 1 K 3所成角度 e1 , 以及 P K 2

与已知直线 K 2 K 4所成角度 e2。在本算法中, 设

已知点 K 1 ( 1)、K 2 ( 2)、K 3 ( 3) , K 4 ( 4) , 未知点

P( 5) ,在 K 1、K 2 设测站, 观测方向角 K 1-K 3、

K 1-P、K 2-P 和 K 2-K 4 , 则将这些数据写成矩阵

形式如下:

n0= 4; np = 5; n z = 2; n1= 4; n2 = 0;

na( 1, 1) = 1, na(1, 2) = 3, L1( 1) = 0, 1-3方向角 0;

na( 2, 1) = 1, na(2, 2) = 5, L1( 2) = e1, 1-5方向角 e1 ;

na( 3, 1) = 2, na( 3, 2) = 4, L 1( 3) = 0, 2-4方向角 0;

na( 4, 1) = 2, na(4, 2) = 5, L1( 4)= e2, 2-5方向角 e2。

9) 直线相交

如图 9所示, 已知数据为两已知直线 K 1 K 3、

K 2K 4 ,未知点为两直线的交点 P。在本算法中,

设已知点 K 1( 1)、K 2( 3)、K 3( 2)、K 4 ( 4) , 未知点P

( 5) , 在 P 点设测站,观测方向包括 P-K 2、P-K 4、

P-K 1、P-K 3。

10) 求垂足

如图 10所示, 已知数据为已知点 K 3和已知

直线 K 1 K 2 , 未知点为 K 3和已知直线 K 1 K 2的垂

足点 P。在本算法中, 设已知点 K 1 ( 1)、K 2 ( 2)、

K 3( 3) ,未知点 P ( 4) ,在 P 点设测站, 观测方向为

P-K 2、P-K 1、P-K 3。

11) 直线垂线距离交点

如图 11所示, 已知数据为未知点 P 与已知

直线K 1K 2的垂直距离值 S1 , 和未知点与已知直

线 K 3 K 4的垂直距离值 S2。本算法中, 设已知点

K 1( 1)、K 2 ( 2)、K 3 ( 3)、K 4 ( 4) ,未知点 P ( 7)、K 5

( 5)、K 6( 6) ,在 K 5、K 6设测站,观测方向包括 K 5-
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图 7  变形距离交会法
Fig. 7  A lter nat ive Dist ance

Inter sectio n M etho d

    图 8 方向交会法
F ig. 8 D irectio n I nter section M etho d

    图 9 直线交会法
Fig . 9  L ine Seg ment I nter s-

ection M ethod

K 1、K 5-K 2、K 5-P、K 6-K 3、K 6-K 4、K 6-P ,则可将

这些数据写成矩阵形式如下:

n0= 4; np = 7; n z = 2; n1= 6; n2 = 2;

na( 1, 1) = 5, na( 1, 2) = 1, L 1( 1) = 0, 5-1方向角 0;

na( 2, 1) = 5, na ( 2, 2) = 7, L 1 ( 2) = 90, 5-7方向角

90b;

na( 3, 1) = 5, na( 3, 2) = 2, L1 ( 3) = 180, 5-2方向角

180b;

na( 4, 1) = 6, na( 4, 2) = 3, L 1( 4) = 0, 6-3方向角 0;

na( 1, 1) = 6, na ( 1, 2) = 7, L 1 ( 1) = 90, 6-7方向角

90b;

na( 2, 1) = 6, na( 2, 2) = 4, L1 ( 2) = 180, 6-4方向角

180b;

nb( 1, 1) = 7, nb ( 1, 2) = 5, L2( 1) = S1 , 7-5边长 S1 ;

nb( 2, 1) = 7, nb ( 2, 2) = 6, L2( 2) = S2 , 7-6边长 S2。

图 10  垂足法
F ig. 10  Per pendicular

P oint M ethod

  
图 11 直线垂线距离交点法
Fig . 11 P erpendicular L ine

I nter section M ethod

12) 混合模型

在地图数字化过程中, 往往是上述基本模型

的组合,可按照上述平差算法,将观测值分为方向

和边长两类, 分别以 k 2. 1 定义的矩阵和数组存

放已知点数和点号、测站数、观测值个数以及观测

值数组,组成如式( 5)的误差方程, 然后调用一个

统一、通用的平差计算模块,将这些数据作为参数

输入,最后经数次迭代计算得到未知点的坐标值,

并在有多余观测时可以进行坐标平差的精度估

计。

3  算  例

  限于篇幅,以极坐标法计算坐标为例,比较

一般常规方法和基于平差算法的差异。如图 2所

示,两个已知点 K 1 ( 100 m , 100 m)、K 2 ( 200 m,

200 m ) , 点 K 1至未知点 P 的距离 S = 100 m,

K 1K 2与 K 1P 的夹角为B= 45b。采用常规方法计
算步骤如下:

1) 计算 K 1K 2的坐标方位角 A12 =
y 2- y 1

x 2- x 1
=

45b;

2) 计算参数 A= ScosA12= 70. 7, b= SsinA12=

70. 7;

3) 计算未知点 P 的坐标:

x p = x 1 + aco sB- bsinB= 199. 97 m

y p = y1 + asinB+ bcosB= 100. 00 m

可得 P 点坐标为( 199. 97, 100)。

采用本文的平差计算方法, 根据图 2中的几

何关系,在数字化过程中点取 P 的大概位置, 得

到 P 点坐标初始值为( 189, 86) , 由此根据误差方

程式( 4)和 k 2. 1的符号定义, 得到如表 1所示的

误差方程系数和常数项。

根据阻尼最小二乘法进行平差计算, 经过 5

次迭代计算得 P 点坐标( 200, 100) , 可见其结果

比常规方法准确,而常规方法由于存在计算误差,

其精度不如平差方法高。实际应用表明,对于更

复杂的计算,平差方法具有更大的优势。

表 1  坐标计算的误差方程系数和常数项
T ab. 1 Er ro r Equatio n Coefficients and Constants in Co ordinate Computat ion

ẑ 1 x̂ p ŷp 权 常数项

方向误差

方程系数

- 1 0 0

- 1 355. 76  2 261. 6

方向观测

值的权

1 0

0 1

方向误

差方程

0

356 180d

边长误差

方程系数

0 0. 987 85 - 0. 155 4 边长观测

值的权

1 边长误

差方程

9. 905 6 m
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1) 采用平差方法来计算点坐标, 将测得的角

度、边长数据化为方向、距离观测值来列立误差方

程,通过解法方程得出未知点坐标及精度,通过调

用通用的平差程序, 提高了计算的精度,且算法简

单、通用。

2) 采取最小二乘阻尼法进行平差迭代计算,

实现了根据地物之间存在的几何关系图形化地指

定未知点的初值, 经过迭代后可以得到精确的结

果。根据本文讨论的基于平差计算坐标的原理,

该算法已经作为一个独立的模块应用于数字测图

和地图数字化软件中,具有较好的实用效果。
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Abstract: T his paper pr esents a universal model for calculat ing point coor dinates based on

least squares adjustm ent m ethod. The m easured angles and distances are first co nverted into

the direct io n and distance observat io ns, then the er ror equat io ns are co nstr ucted and the un-

know n co ordinate parameter s and accuracy are der iv ed fro m a universal iterat ive adjustm ent

com putat ion. The proposed model has the character ist ics of hig h accuracy and generic alg o-

r ithm. Using Levenberg-M ar quardt least squares iterative adjustm ent , initial v alues o f un-

know n points are giv en g raphically according to the g eometric relationship amo ng the m eas-

ured objects, and the results ar e o btained robust ly. T he often-used to tal eleven coo rdinate

calculat ion metho ds are derived on the basis of the pr opo sed model in detail, and the imple-

m entation o f the m odel is il lustr ated thro ug h a case study .

Key words: coordinate com putation; least squares; adjustment mo del
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