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摘 � 要:假定给定了海量的卫星重力观测数据, 基于球谐展开法并应用最小二乘原理可以确定地球重力场模

型 EGM , 由此确定的重力场模型在地球表面附近的空间区域未必有效。设想有一个包含了地球的大球 K S ,

假定EG M 在大球的外部成立, 则可根据虚拟压缩恢复法求出一种新的重力场模型 NEGM , 它是对原有重力

场模型的进一步精化, 适合于整个地球外部空间, 从理论上可以解决重力场的� 向下延拓�问题。初步的模

拟实验检验支持虚拟压缩恢复法以及由此而引申出的� 向下延拓�法。
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� � 卫星技术的发展 (如已发射的 CH AM P 和

GRACE 卫星系统以及即将发射的 GOCE卫星系

统)提供了一种可能性, 可以获取卫星界面�S 上
的重力数据( CH AMP 和 GRACE 卫星系统载有

加速度计, GOCE 卫星系统将载有重力梯度仪)。

卫星界面�S 是指卫星绕地球的多次飞行所覆盖
的假想的简单封闭曲面, 它与位于地心处的球面

之间存在�简单连续双射� (即由径向射线所决定

的两个面之间的一一对应)。如何根据卫星重力

数据有效地建立较精确的地球重力场模型是地球

科学界普遍关注的热点研究课题, 其中要解决的

关键问题之一是怎样将基于卫星重力数据求得的

场(引力位场或引力场)向下延拓到地球表面。基

于虚拟压缩恢复法
[ 1]
给出的向下延拓法

[ 2]
可以解

决上述问题。

1 � 传统方法

1. 1 � 向下延拓
根据卫星重力数据 (无论是引力位、引力,

还是引力梯度) 确定或精化地球外部重力场, 需

要进行向下延拓。然而, 众所周知, 传统的向下

延拓法具有或多或少的不确定性
[ 3, 4]

, 即不能根

据卫星重力数据完全恢复地球外部重力场, 其中

的一个主要原因是在下延过程中误差的显著放大

作用。从本质上讲, 这种�不确定性�是由方法本

身的局限性所决定的。

1. 2 � 球谐展开法

根据卫星重力数据(无论是利用引力观测值

还是引力梯度观测值)确定地球外部重力场模型,

通常采用如下的球谐展开法
[ 3-5]

:

V ( P) = GM [
1
r

+ �
�

n= 1

a
r

n+ 1

�

�
n

m= 0
( anm co sm�+ bnm sinm�) P nm ( cos�) ] ( 1)

然后利用海量的观测数据(建立观测方程)通过截

断并采用最小二乘原理确定球谐系数(即将 n 从

1到无穷的求和变成从 1到某个有限数 N 的求

和, 这时只有有限个未知的球谐系数) , 并以此

作为整个地球外部的重力场模型(因为对位场作

梯度运算然后再加上离心力场即得重力场)。在

方程( 1)中, G 是引力常数, M 是地球质量。通

常可将 GM 作为未知参数一并解出, 称为地心引

力常数。r 是坐标系原点至场点的距离, �和 �分

别是场点的极矩和经度, P nm ( co s�) 是 Legendre

缔合多项式, a 是地球的平均赤道半径 ( 6 378
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km ) , anm和 bnm是有待确定的常系数。

采用球谐展开法会遇到困难, 即无法保证球

谐展开在地球表面附近的空间是收敛的 [ 6-8 ] ; 同

时,卫星界面并不构成整个地球外部场的边界条

件, 因而这种方法的严密性受到质疑。在实际应

用中,总是将球谐展开截断。球谐展开的阶次越

高, 表明模型越精确。但在地球表面附近, 由于

不能保证球谐展开( 1)的收敛性, 这势必限制了

球谐展开模型在地面附近区域的可靠性, 尽管由

于采取了截断技术而避免了发散性问题。

实际上, 球谐展开适用于能包含整个地球 �

的最小的球 K B 即 Brillouin 球[ 9] 的外部 [ 6, 8] , 在

Brillo uin球面�K B与地面� � 之间的区域 ( �� -

�K B ) 之中就未必成立
[ 6-8]

( �� 和 �K B分别表示地球

以及 Brillo uin 球的外部区域) , 因为在这一区域

球谐展开甚至没有定义(关于这一问题的详细讨

论将专门撰文)。利用椭球谐展开法也可以确定

地球外部重力场
[ 3]

(比如正常重力场即可用椭球

谐展开精确表示) , 适合于包含整个地球的最小

的椭球 Em的外部, 但在地面� � 与上述椭球面
�Em之间的区域( ��- �Em ) 之中仍然不能确定( �Em

表示E m的外部区域)。

通常的一种直观的观念认为, 根据卫星 (重

力)数据确定了球谐系数(或称位系数)之后就得

到了地球外部的位模型(或重力场模型)。但不少

学者的研究表明, 球谐展开在地面附近有可能发

散[ 6-8]。实际上, 按通常的边值问题理解, 根据上

述方式得到的重力场模型只代表了卫星界面�S
以外的重力场模型, 相当于以卫星界面为边界求

出了卫星界面外部空间的解。不过, 根据新近的

研究[ 2]
, 这种球谐展开级数解可以�自然延拓�至

Brillo uin球面�K B为止(若采用椭球谐展开, 则

可�自然延拓�到椭球面�Em )。但在 Brillouin 球

面�K B与地球表面� � 之间的区域之中, 上述�自

然延拓�就未必成立, 这是由方法本身的限制所

决定的。所谓�自然延拓�, 是指保持原有的表述
形式不变, 而且球谐系数也不变。

基于中国大陆某些区域的地面重力观测资料

对国际上公认的 EGM96模型
[ 10]
和 EIGEN-2 模

型[ 11]进行了检验, 研究者发现地面重力观测值

与卫星重力场模型 ( 特别是 EIGEN-2, 因为

EGM 96的建立还利用了部分区域的地面重力观

测数据) 之间的差异高达十几 m Gal 直到几十

mGal左右, 但模型 EGM 96和 EIGEN-2 本身的

精度(这两个模型的精度大体相同)大约几 mGal

(在卫星界面附近) , 远远高于上述差异。比如,

EIGEN-2的内符合精度已达到 cm级 [ 11]。这很有

可能暗示了用球谐展开法所确定的重力场模型

( EIGEN-2或 EGM 96) 的不足之处,但要作出最

终的论断还有待进一步研究。

2 � 确定地球外部重力场的虚拟压缩
恢复法

2. 1 � 确定卫星界面外部空间的重力场

如果给定了卫星界面� S 上的引力值�V�x i
| � S ,

基于虚拟压缩恢复法可以精确确定卫星界面外部

的引力场�V�x i

[ 1, 12]

。如果给定了卫星界面上的引

力梯度
�2

V
�x i�x j

| �S , 则可首先利用虚拟压缩恢复法

求出卫星界面外部空间的引力梯度场
�2

V
�x i�x j

, 然

后通过一次积分即可求出上述空间范围的引力

场。虚拟压缩恢复法的基本原理可参见文献[ 1]。

实际上, 对于任意一个正则调和函数 u, 只要给

定了边界值 u| �S , 即可求出一个在虚拟球外部正

则调和的虚拟场 u
*

, 它在边界面�S 的外部与真
实场u 重合[ 12] 。

2. 2 � 确定整个地球外部空间的重力场

综上所述, 只要给定了卫星界面重力数据,

即可求出卫星界面外部的解。进一步的研究表

明, 基于虚拟压缩恢复法得到的虚拟场 V
* 不仅

在卫星界面外部与真实场一致, 而且在卫星界面

与地面之间也是如此。这一结论已在文献[ 2] 中

得到了证明。

3 � 利用卫星重力场模型精化重力场

一旦在包含了地球的边界�S 上给定了由地
球产生的边界值 V� S , 虚拟场 V

*
( P) ( P � �K ) 就

惟一地确定了, 它在地球的外部与真实场 V ( P)

重合[ 2 ]
,其中, �K 表示虚拟球 K 的外部区域。

在实际应用中, 若有可能, 总是将简单曲面

�S 选为球面�K S , 因为这并不影响所欲求解的

场。当然, 如果给定的是卫星界面�S 上的观测
值 V �S , 则不能改变卫星界面。

3. 1 � 利用 EIGEN-2确定重力场

现在假定卫星重力场模型 EIGEN-2 在 Bri-l

louin球的外部是正确的, 但在地面与 Brillouin 球

面之间的区域之中未必正确, 其理论基础是球谐

展开可以一直�自然延拓�到 Brillouin球面
[ 2, 6]
。

190
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选取一个球面�K S , 其半径比如取为 RS =

6 600 km,球面的内部域记为 K S , 外部域记为 �K S。

根据 EIGEN-2 可以求得边界�K S上的边界值

V�K
S
, 并假定其平均中误差为 �V�K

S
。取虚拟球或

Bjerhammar球[ 13, 14]
K (其边界记为�K )的半径比如

为 R= 6 300 km。现在, 利用边界值 V �K
S
, 在两

个球面�K S 和�K 之间进行� 虚拟压缩恢复�, 从
而得到分布于虚拟球面上的� 虚拟边界值� V

*
�K ,

由此可确定整个地球外部的引力位场。

根据文献[ 15] 的研究, 就引力位而言, 向下

延拓误差按因子 1+
h

R s
增加, 其中 h 是场点 (这

里的场点位于地面与大球面之间)至大球面�K S

的最短距离。由于 h的量级大约为 300 km左右,

放大因子 1+ h
R s
几乎等于 1( RS = 6 600 km ) , 由

此而引起的误差放大作用可以忽略不计。这也是

虚拟压缩恢复法的优越性之一。

3. 2 � 初步模拟实验检验

为了检验理论的正确性, 进行了初步的模拟

实验检验。其具体做法是, 选取了两个球面�K 1

和�K 2 , 其半径分别为 R1 = 6 338 km 和 R2 =

6 800 km。显然, 小球(即虚拟球)处于地球的内

部, 而大球包含了地球, 满足理论上的要求。基

于国际上公布的 360阶 EGM 96模型, 采用10��
10�网格, 可给出分布在小球上的 648 个边界值

V ( i) | �K
1
( i = 1, 2, �, 648) , 其范围从- 83. 676

m2s- 2 ~ + 64. 869 m2s- 2不等。由此可按 Poisson

积分计算出分布在大球上的 648 个网格值

V ( i) | �K
2
( i= 1, 2, �, 648)。值得注意的是, 这里

采用了模拟计算, 并非要求分布在小球上的值具

有真实性, 只是借助于 EGM 96模型给出了某种

可能的分布, 然后利用 Poisson 积分求出了大球

上的分布。这样, 整个外部场是已知的。然后假

想只知道大球上的分布, 利用虚拟压缩恢复法反

过来求小球上的虚拟分布, 再与原来给定的小球

上的虚拟分布进行比对。正是由于这一原因, 笔

者没有利用 CH AM P 卫星的数据, 因为由此而

求出的场不知是否真实。作为模拟实验检验, 必

须事先知道一个已知的场。假定(通过各种模拟

实验验证了)虚拟压缩恢复法是完全正确的, 那

么, 利用 CH AM P 卫星数据(比如分布于卫星界

面上的引力位)即可建立真实的地球外部重力场

模型。这是即将进行的后续工作。

现在假定分布在大球上的 V ( i) | �K 2 ( i= 1, 2,

�, 648)是�观测值�, 以此来确定整个地球外部

的位场(特别是确定由地面到大球之间的位场)。

按照虚拟压缩恢复法, 经过13次压缩和恢复, 由

边界值 V ( i) | �K
2 ( i= 1, 2, �, 648) 得到了分布在

小球上的虚拟边界值 V
*
( i) | �K 1 ( i = 1, 2, �, 648) ,

这些边界值与相应的真值 V ( i) | �K
1

( i = 1, 2, �,

648)的差异均小于 0. 04, 这相当于0. 4 cm 量级,

满足目前的精度要求。

表 1列出了实验检验结果, 支持虚拟压缩恢

复法以及由此而发展的�虚拟向下延拓法�。

表 1� 模拟实验结果

T ab. 1 � Simulatio n Ex perimental Results

格网号 纬度/ (�) 经度/ (�) V�K
1

V�K
2

V*�K
1

V *�K
2

V�K
1

- V *�K
1

V�K
2

- V *�K
2

1 - 85. 0 - 75. 0 - 31. 800 - 28. 652 - 31. 840 - 28. 650 10. 040 - 0. 001

2 - 75. 0 - 175. 0 - 47. 101 - 41. 139 - 47. 092 - 41. 139 - 0. 009 0. 000

3 - 65. 0 - 175. 0 - 42. 160 - 37. 858 - 42. 161 - 37. 858 0. 001 0. 000

4 - 55. 0 - 175. 0 - 25. 688 - 24. 007 - 25. 688 - 24. 007 0. 000 0. 000

5 - 45. 0 - 175. 0 - 0. 908 - 1. 282 - 0. 909 - 1. 282 0. 001 0. 000

6 - 35. 0 - 175. 0 19. 556 21. 116 19. 556 21. 116 0. 000 0. 000

7 - 25. 0 - 175. 0 32. 045 36. 960 32. 045 36. 960 0. 000 0. 000

8 - 15. 0 - 175. 0 33. 070 40. 449 33. 070 40. 449 0. 000 0. 000

9 - 5. 0 - 175. 0 22. 610 30. 497 22. 609 30. 497 0. 001 0. 000

10 5. 0 - 175. 0 16. 271 22. 368 16. 271 22. 368 0. 000 0. 000

11 15. 0 - 175. 0 10. 079 13. 767 10. 078 13. 767 0. 001 0. 000

12 25. 0 - 175. 0 2. 090 3. 640 2. 090 3. 640 0. 000 0. 000

13 35. 0 - 175. 0 - 6. 356 - 5. 181 - 6. 356 - 5. 181 0. 000 0. 000

14 45. 0 - 175. 0 - 3. 133 - 2. 584 - 3. 134 - 2. 584 0. 001 0. 000

15 55. 0 - 175. 0 3. 824 3. 357 3. 825 3. 357 - 0. 001 0. 000

16 65. 0 - 175. 0 4. 553 4. 116 4. 556 4. 117 - 0. 003 - 0. 001

17 75. 0 - 175. 0 2. 122 2. 165 2. 122 2. 164 0. 000 0. 001

18 85. 0 - 175. 0 6. 805 7. 315 6. 790 7. 312 0. 015 0. 003

19 - 85. 0 - 165. 0 - 31. 843 - 28. 702 - 31. 822 - 28. 701 - 0. 021 - 0. 001

20 - 75. 0 - 165. 0 - 46. 912 - 40. 824 - 46. 901 - 40. 821 - 0. 011 - 0. 003

� � � � � � � � �
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� � 表 1只列出了部分计算结果。第一列是格网

号, 第二和第三列是对应格网(中心)的纬度和经

度。第四列给出了半径为 R 1= 6 338 km 的小球

上的边界值 V�K
1
(作为真值, 单位是 m 2s- 2

) , 第

五列是由 V �K
1
按 Po isso n积分求出的分布于半径

为 R2= 6 800 km 的大球上的�真值�V �K
2
, 它被

假定为�观测值�。第六列给出了按照虚拟压缩恢
复法, 根据边界值 V �K

2
求出的分布于小球上的虚

拟边界值 V
*
�K

1
。第七列是根据小球上的虚拟边

界值 V
*
�K

1
(基于 Poisson积分)求出的分布于大球

上的虚拟边界值。最后两列给出了大小球面上的

真值与相应的虚拟值之差。最大差异为 0. 04

m2s- 2 , 相当于 0. 4 cm 的高程差( 0. 4 cm= 0. 04

m2s- 2 / 10 ms- 2 � 0. 04 m2 s- 2
/ �, 其中 �是地球

表面的正常重力)。数值模拟计算结果支持虚拟

压缩恢复法以及由此而导出的�向下延拓法�。

4 � 讨 � 论

只要精确给定了整个地球表面的完备数据,

比如重力位, 或者重力, 或者重力梯度, 则可采

用虚拟压缩恢复法精确确定地球外部重力场。在

实际应用中只能采用离散化或网格化计算法, 因

而会带来误差影响。

如果只给定了卫星界面重力数据(比如重力

或者重力梯度值) , 从理论上来说, 按传统方法

求解时(通常采用球谐展开法) , 由卫星界面数据

决定的位函数 V
S
(引力位)是卫星界面外部的正

则调和函数, 只适合于卫星界面外部。也就是

说, 由此而确定的位函数的定义域是在卫星界面

的外部(包括卫星界面)。采用球谐展开法可将上

述位函数�自然延拓�到 Brillo uin 球面, 但不能保

证�自然延拓�到地球表面[ 6-8] 。采用虚拟压缩恢

复法可以解决�向下延拓�问题。目前, 利用卫星

探测技术可以获得卫星界面上的引力位, 如采用

著名的能量积分法
[ 16, 17]

, 因而, 以确定地球外部

重力场为主要目的的虚拟压缩恢复法(包括重力

场的虚拟向下延拓法)已具有了实际应用的可能

性。关于虚拟压缩恢复法本身的重要性以及潜在

的应用前景(特别是利用 CH APM 或 GOCE 卫星

系统的实际观测值对地球重力场进行恢复) , 还

有待进一步的研究论证以及实验检验(包括模拟

实验)。

Rung e 定理指出 [ 6, 18] , 存在地球外部空间的

调和函数 V , 它在卫星界面外部空间与 V
S
无限

接近。实际上, 假定地面(完备)数据和卫星界面

(完备)数据均没有误差, 那么, 由地面数据所决

定的位函数 V 在卫星界面外部(包括卫星界面)

必定与 V
S 一致, 因而符合 Runge 定理。然而,

问题在于, 假如没有地面数据而只有卫星界面数

据, 按通常的传统方法就难以求出适合于整个地

球外部的位场 V , 所能得到的只是 Brillouin球面

外部的位场(按球谐展开法)。

如果采用虚拟压缩恢复法, 则可仅仅根据卫

星界面上的完备重力观测数据确定地球外部的重

力场。如若同时给定地球表面的完备重力数据以

及卫星界面上的完备重力数据, 则可采用虚拟压

缩恢复法分别求解, 之后再作加权平均处理即可

确定地球外部场, 而权重取决于卫星界面重力数

据的精度与地面重力数据的精度之比, 因为虚拟

压缩恢复法几乎不损失精度[ 15] 。
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Abstract: Giving a large amount of satellite gravity data, based o n spherical harmonic ex pan-

sion and least-squar es est im ate pr inciple, an earth� s g rav ity field m odel EGM could be estab-

lished, w hich m ight not be valid in the r eg ion near the earth� s surface. Choosing a sphere KS

w hich includes the w hole earth, under the assumpt io n that EGM holds corr ect in the region

outside the sphere K S , and based on the � fict it ious compress recovery� approach, it could be

established a new g ravity m odel, pr operly called NEGM, w hich is valid in the who le region

outside Earth, solving the � dow nw ard cont inuat io n� pro blem. A preliminary simulat ion ex-

periment supports the � fictit ious com press r ecovery� approach and the � dow nw ard co nt inua-

t ion� appr oach is g iv en in this paper.

Key words: satellite bo undary data; fictit ious com press recovery; dow nw ard continuat ion;

simulat io n ex perim ent
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