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球坐标下数值流形方法有限单元
覆盖的单元矩阵表达式

刘经南１　陈　庭２　许才军２　易长荣２

（１　武汉大学校长办公室，武汉市珞珈山，４３００７２）

（２　武汉大学地球空间环境与大地测量教育部重点实验室，武汉市珞喻路１２９号，４３００７９）

摘　要：为将数值流形方法从平面扩展到球面，推导了球面上数值流形方法的有限单元覆盖的应变矩阵及刚

度矩阵、初应力矩阵、点荷载矩阵、体荷载矩阵、惯性力矩阵和固定点矩阵的具体公式。
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　　大地测量学科发展的总趋势是向地球科学的

纵深发展，深入到其他地学学科的交叉领域，其主

要任务是监测和研究地球动力学现象，而有限单

元法（ＦＥＭ）、非连续变形分析方法（ＤＤＡ）等数值

模拟方法在研究地壳运动及其动力学机制方面起

着十分重要的作用。

数值流形方法是利用现代数学———“流形”的

有限覆盖技术建立起来的一种最新数值方法。有

限覆盖是由物理覆盖和数学覆盖组成的，它可以

处理连续和非连续问题。有限元在流形方法中只

是一个单一的物理覆盖，它覆盖了全部的数学覆

盖；而块体系统非连续变形分析方法ＤＤＡ在流

形方法中，有许多物理覆盖，它们各自覆盖一部分

数学覆盖。在数值流形方法中，只要用不同的覆

盖组合，就可以解决比有限元和ＤＤＡ更有普遍

意义的复杂问题，采用连续和非连续覆盖函数的

办法可以把连续和非连续的力学问题的计算统一

起来。

目前，数值流形方法采用平面方程已被应用

于许多工程领域，如要将数值流形方法大范围应

用于地壳运动及其动力学机制，必须将数值流形

方法的平面方程扩展到大范围的球面方程，为此，

本文将偏心率很小的地球椭球面近似成球面，并

推导了有关的公式。

１　球面三角形网格下单元的位移和

应变以及系统平衡方程式

１．１　单元的位移

对数值流形方法，覆盖位移函数是对各个物

理覆盖独立定义的，可以是常数或标准的二阶级

数，其未知数是级数的系数。此处设覆盖函数为

常数覆盖，则有：

犝犲（犻）（φ，θ）

犞犲（犻）（φ，θ
｛ ｝）＝

犝犲（犻）

犞犲（犻
｛ ｝

）

（φ，θ）∈犲（犻），犻＝１，２，３

（１）

其中，权函数取为犠犲（犻）（φ，θ）＝
犛犻（φ，θ）

犛
，犻＝１，２，３。

如图１所示，犛为球面△犘１犘２犘３ 的面积，犛犻

图１　球面三角形面积
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（犻＝１，２，３）为被犘 点分割而成的三个小球面三

角形的面积。则犘处的位移为：

犝φ

犞｛ ｝
θ

＝

∑
３

犻＝１

犠犲（犻）（φ，θ）犝犲（犻）

∑
３

犻＝１

犠犲（犻）（φ，θ）犞犲（犻

烅

烄

烆 ）

（２）

也可表示为：

犝φ

犞｛ ｝
θ

＝ ［犜犲］｛犇犲｝ （３）

式中，［犜犲］＝（犜犲（１）　犜犲（２）　犜犲（３））；［犜犲（犻）］＝

犠犲（犻）（φ，θ） ０

０ 犠犲（犻）（φ，θ
［ ］）；｛犇犲 ｝ ＝

犇犲（１）

犇犲（２）

犇犲（３

烅

烄

烆

烍

烌

烎）

；

｛犇犲（犻）｝＝
犝犲（犻）

犞犲（犻
｛ ｝

）

，犻＝１，２，３。

１．２　应变公式

用球坐标来表达弹性力学球体问题［１１］，设位

移在球坐标（犚，θ，φ）中的分量为狌犚、狌θ、狌φ（图２），

其应变分量为：

ε犚犚 ε犚θ ε犚φ

εθ犚 εθθ εθφ

εφ犚 εφθ ε

熿

燀

燄

燅φφ

图２　球坐标系的位移分量

Ｆｉｇ．２　ＤｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔＣｏｍｐｏｎｅｎｔｉｎＳｐｈｅｒｉｃａｌＣｏｏｒｄｉｎａｔｅ

则其几何方程组为：

ε犚犚 ＝
狌犚

犚

εθθ ＝
１

犚
狌θ
θ
＋
狌犚
烍

烌

烎犚

εφφ ＝
１

犚狊犻狀θ

狌φ
φ
＋
狌θ
犚
犮狋犵θ＋

狌犚
犚

εθφ ＝
１

２

１

犚
（狌φ
θ
－狌φ犮狋犵θ）＋

１

犚狊犻狀θ

狌θ
［ ］
φ

εφ犚 ＝
１

２

１

犚狊犻狀θ

狌犚

φ
＋
狌φ
犚
－
狌φ［ ］犚

ε犚θ ＝
１

２

狌θ
犚
－
狌θ
犚
＋
１

犚
狌犚

［ ］θ

（４）

　　若不考虑球坐标系中犚方向上的应变，在只

顾及球面二维的情况下，式（４）可简化为：

εφφ ＝
１

犚

１

ｓｉｎθ

狌φ
φ
＋狌θｃｔｇ［ ］θ

εθθ ＝
１

犚
狌θ
θ

εθφ ＝
１

２犚

狌φ
θ
－狌φｃｔｇ（ ）θ ＋ １

ｓｉｎθ

狌θ
［ ］
φ

（５）

对式（２）中的φ、θ求偏导，得：

犝φ
φ
＝
１

犛

犛１

φ
犝犲（１）＋

犛２

φ
犝犲（２）＋

犛３

φ
犝犲（３（ ））

犝φ
θ
＝
１

犛

犛１

θ
犝犲（１）＋

犛２

θ
犝犲（２）＋

犛３

θ
犝犲（３（ ））

犝θ
φ
＝
１

犛

犛１

φ
犞犲（１）＋

犛２

φ
犞犲（２）＋

犛３

φ
犞犲（３（ ））

犝θ
θ
＝
１

犛

犛１

θ
犞犲（１）＋

犛２

θ
犞犲（２）＋

犛３

θ
犞犲（３（ ））

　（６）

令 犛犻

φ
＝犳犻１，

犛犻

θ
＝犳犻２

则式（６）可写为：

犝φ
φ

＝
１

犛
（犳１１犝犲（１）＋犳２１犝犲（２）＋犳３１犝犲（３））

犝φ
θ
＝
１

犛
（犳１２犝犲（１）＋犳２２犝犲（２）＋犳３２犝犲（３））

犝θ
φ
＝
１

犛
（犳１１犞犲（１）＋犳２１犞犲（２）＋犳３１犞犲（３））

犝θ
θ
＝
１

犛
（犳１２犞犲（１）＋犳２２犞犲（２）＋犳３２犞犲（３）

烅

烄

烆
）

　（７）

将式（３）、式（６）代入式（５），又γφθ＝２εφθ，令εφ＝

εφφ；εθ＝εθθ，可得应变矩阵：

εφ

εθ

γφ

熿

燀

燄

燅θ

＝

犳１１
犛犚ｓｉｎθ

犛１ｃｔｇθ
犛犚

犳２１
犛犚ｓｉｎθ

犛２ｃｔｇθ
犛犚

犳３１
犛犚ｓｉｎθ

犛３ｃｔｇθ
犛犚

０
犳１２
犛犚

０
犳２２
犛犚

０
犳３２
犛犚

犳１２－犛１ｃｔｇθ
犛犚

犳１２
犛犚ｓｉｎθ

犳２２－犛２ｃｔｇθ
犛犚

犳２２
犛犚ｓｉｎθ

犳３２－犛３ｃｔｇθ
犛犚

犳３２
犛犚ｓｉｎ

熿

燀

燄

燅θ

犝犲（１）

犞犲（１）

犝犲（２）

犞犲（２）

犝犲（３）

犞犲（３

熿

燀

燄

燅）

（８）

令

［犅犲］＝ （犅犲（１）　犅犲（２）　犅犲（３）） （９） 式中，
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犅犲（犻［ ］） ＝

犳犻１
犛犚ｓｉｎθ

犛犻ｃｔｇθ
犛犚

０
犳犻２
犛犚

犳犻２－犛犻ｃｔｇθ
犛犚

犳犻２
犛犚ｓｉｎ

熿

燀

燄

燅θ

，犻＝１，２，３

（１０）

则

εφ

εθ

γφ

烅

烄

烆

烍

烌

烎θ

＝ ［犅犲］犇｛ ｝犲 ＝ （犅犲（１）　犅犲（２）　犅犲（３）

犇犲（１）

犇犲（２）

犇犲（３

烅

烄

烆

烍

烌

烎）

（１１）

１．３　系统平衡方程式

如有狀个物理覆盖或狀个节点，对由球面三

角形剖分而得来的单元犼，有三个物理覆盖或节

点犼１、犼２、犼３，每个物理覆盖或节点犻有两个未知

数。

犇犲（犻｛ ｝） ＝
犝犲（犻）

犞犲（犻
｛ ｝

）

＝
犱犻１

犱犻
｛ ｝

２

（１２）

将各项应力和力产生的势能相加，得到总势能Π。

则通过

Π
犱狉犻

＝０ （１３）

犱狉犻为第狉个覆盖第犻个位移未知数，可得到平衡

方程式：

犽１１ 犽１２ … 犽１狀

犽２１ 犽２２ … 犽２狀

  

犽狀１ 犽狀２ … 犽

烅

烄

烆

烍

烌

烎狀狀

　

犇１

犇２



犇

烅

烄

烆

烍

烌

烎狀

＝

犉１

犉２



犉

烅

烄

烆

烍

烌

烎狀

（１４）

通过偏导式
２
Π／犱犻狉犱犼狊（使狉，狊＝１，２）可以求得

式（１２）中犽犻犼的４个分量。［犉犻］是覆盖犻上分配给

两个位移变量的荷载，它可由－Π／犱犻狉（狉＝１，２）

求出。

２　球面有限单元覆盖的单元矩阵

２．１　单元覆盖的刚度矩阵

如果只考虑线性弹性体，且用来剖分研究区

域的球面三角形很小，则对于球面上微小单元的

情况类似于平面的情况有：

σφ

σθ

τφ

熿

燀

燄

燅θ

＝
犈

１－狏
２

１ 狏 ０

狏 １ ０

０ ０
１－狏

熿

燀

燄

燅２

εφ

εθ

γφ

熿

燀

燄

燅θ

（１５）

式中，犈、狏为球面应力的弹性模量和泊松比。令

［犈犻］＝
犈

１－狏
２

１ 狏 ０

狏 １ ０

０ ０
１－狏

熿

燀

燄

燅２

（１６）

则有：

σφ

σθ

τφ

熿

燀

燄

燅θ

＝ ［犈犻］

εφ

εθ

γφ

熿

燀

燄

燅θ

＝ ［犈犻］［犅犲］｛犇犲｝＝

［犈犻］（犅犲（１）　犅犲（２）　犅犲（３）

犇犲（１）

犇犲（２）

犇犲（３

烅

烄

烆

烍

烌

烎）

（１７）

由单元犲的弹性应力所产生的应变能Π犲为：

Π犲 ＝犃

１

２
（εφσφ＋εθσθ＋γφθτφθ）犚

２ｓｉｎθｄφｄθ

（１８）

将式（９）和式（１５）代入式（１６），有：

Π犲 ＝

１

２
｛犇犲｝

Ｔ

犃

［犅犲）］
Ｔ［犈犻］［犅犲］犚

２ｓｉｎθｄφｄ｛ ｝θ ｛犇犲｝

因此，犃

［犅犲］
Ｔ 犈［ ］犻 犅［ ］犲 犚

２ｓｉｎθｄφｄθ是单元的刚

度矩阵。

２．２　单元初应力矩阵

对 于 单 元 犲，当 有 初 始 应 力 ｛σ
０
犲｝＝

σ
０

φ　σ
０
θ　τ

０

φ
｛ ｝θ

Ｔ 时，其势能为：

Π
σ
＝ ｛犇犲｝

Ｔ

犃

［犅犲］
Ｔ犚２ｓｉｎθｄφｄ｛ ｝θ ｛σ０犲｝

因此，－
犃

犅［ ］犲
Ｔ犚２ｓｉｎθｄφｄ｛ ｝θ σ

０｛ ｝犲 是荷载矩

阵。

２．３　单元点荷载矩阵

与原始的有限元只能把荷载加到结点上不

同，数值流形方法中加荷载点可在单元内任何点。

点荷载力 犉φ犉｛ ｝θ
Ｔ作用在单元犲的（φ０，θ０）上，且：

犝｛ ｝犞 ＝
狌（φ０，θ０）

狏（φ０，θ０
｛ ｝）

则由点荷载引起的势能

Π狆 ＝－｛犇犲｝
Ｔ［Τ犲（φ狅，θ０）］

Ｔ
犉φ

犉｛ ｝
θ

因此，犜犲（φ０，θ０［ ］）Ｔ
犉φ

犉｛ ｝
θ

＝

犜犲（１［ ］） Ｔ

犜犲（２［ ］） Ｔ

犜犲（３［ ］）

烅

烄

烆

烍

烌

烎Ｔ

犉φ

犉｛ ｝
θ

是点

荷载矩阵。

２．４　单元体荷载矩阵

设 犳φ　犳｛ ｝θ
Ｔ是作用在单元犲上的常体应力。

由点荷载引起的势能为：

Π狑 ＝－｛犇犲｝
Ｔ

犃
犜［ ］犲

Ｔ犚２ｓｉｎθｄφｄ［ ］θ 犳φ

犳
｛ ｝
θ
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因此，

犃

犜犲（１［ ］） Ｔ

犜犲（２［ ］） Ｔ

犜犲（３［ ］）

烅

烄

烆

烍

烌

烎
Ｔ

犚２ｓｉｎθｄφｄ

熿

燀

燄

燅

θ
犳φ

犳
｛ ｝
θ

是体荷载阵。

２．５　单元的惯性力矩阵

流形方法中是分时间步进行计算的。如当前

时间步
犝（狋）

犞（狋｛ ｝）为单元犲的任意点（φ，θ）与时间有
关的位移，并且单位面积的质量为犕。则单位面

积的惯性力为：

犳φ

犳
［ ］
θ

＝－犕


狋
２

犝（狋）

犞（狋｛ ｝）＝－犕［犜犲］
２｛犇犲（狋）｝

狋
２

则单元犲的惯性力势能为：

Π犻＝－犃（犝　犞）
犳φ

犳
｛ ｝
θ

犚２ｓｉｎθｄφｄθ＝

犃
犕（犝　犞）［犜犲］


２｛犇犲（狋）｝

狋
２ 犚２ｓｉｎθｄφｄθ　（１９）

　　设｛犇犲（０）｝＝｛０｝是时间步开始时的单元位

移，｛犇犲（Δ）｝＝｛犇犲｝是时间步结束时的位移，Δ是

时间步步长，则

犇｛ ｝犲 ＝
２

Δ
２ 犇｛ ｝犲 －

２

Δ
犞犲（０｛ ｝）

式中，犞犲（０｛ ｝）＝
犇犲（０｛ ｝）

狋
是时间步起始时的速

度。则势能变为：

Π犻 ＝犕｛犇犲｝
Ｔ

犃
犜［ ］犲

Ｔ［犜犲］犚
２ｓｉｎθｄφｄ［ ］θ

２

Δ
２ 犇｛ ｝犲 －

２

Δ
犞犲（０｛ ｝（ ））

因此，

犃

［犜犲］
Ｔ 犜［ ］犲 犚

２ｓｉｎθｄφｄ［ ］θ ·
２犕

Δ
２
｛犇犲（ ｝·

－
２犕

Δ
犞犲（０｛ ｝）） 是荷载矩阵。

２．６　单元的固定点矩阵

单元中有一些点是固定的，可用两根刚性弹

簧来限制它。设固定点是在单元犲的（φ０，θ０）处，

其位移为：

犝（φ０，θ０）

犞（φ０，θ０
｛ ｝）＝ ｛｝

０

０

若弹簧刚度为狆，其弹簧力为：

犳φ

犳
｛ ｝
θ

＝
－犘犝（φ０，θ０）

－犘犞（φ０，θ０
｛ ｝）

则弹簧应变能为：

Π犳 ＝
犘
２
（犝（φ０，θ０）犞（φ０，θ０））

犝（φ０，θ０）

犞（φ０，θ０
｛ ｝）

则有：

狆［犜犲（φ０，θ０）］
Ｔ［犜犲（φ０，θ０）］＝狆

犜犲（１）（φ０，θ０［ ］）Ｔ

犜犲（２）（φ０，θ０［ ］）Ｔ

犜犲（３）（φ０，θ０［ ］）

烅

烄

烆

烍

烌

烎Ｔ

（［犜犲（１）（φ０，θ０）］［犜犲（２）（φ０，θ０）］［犜犲（３）（φ０，θ０）］）

是 犓［ ］犲 矩阵。

３　结　语

本文用球面三角形网格作为数学网格去覆盖

研究区域，得到球面上的数值流形单元，并推导了

相应的应变公式及单元刚度矩阵、初应力矩阵、点

荷载矩阵、荷载矩阵、力矩阵和固定点矩阵，从而

为将数值流形方法应用于大范围地壳运动的数值

模拟打下了基础。

球面流形单元运动学方程的公式如单元接触

矩阵和摩擦力矩阵的推导将另文论述。

参　考　文　献

１　汪素云，陈培善．中国及邻区现代构造应力场的数值

模拟．地球物理学报，１９９８，２３（１）：３５～４５

２　汪素云，许忠淮，俞言祥，等．中国及邻区周围板块作

用力的研究．地球物理学报，１９９６，３９（６）：７６４～７７１

３　王　仁，梁海华．用叠加法反演东亚地区现代构造应

力场．见：马 宗 晋 编．国 际 交 流 地 质 学 术 论 文 集

（２）———为２７届国际地质大会撰写．北京：地震出版

社，１９８５．２９～３５

４　许才军．青藏高原地壳运动模型与构造应力场．［博士

论文］．武汉：武汉测绘科技大学，１９９４

５　党亚民．基于反演理论的大地测量形变分析与解释的理

论和方法．［博士论文］．武汉：武汉测绘科技大学，１９９８

６　陈　兵，江在森，王双绪，等．利用非连续变形数值方

法研究块体运动及其应力场初探．地壳形变与地震，

２０００，２０（１）：３８～４２

７　赵齐乐，秦小军，乔学军，等．伽师地区强震群前后地

壳运动变形的数值模拟．地壳变形与地震，２０００（４）：

２９～３５

８　王泽民．非连续变形分析与现代地壳运动研究．武汉

大学学报·信息科学版，２００１，２６（２）：１２２～１２５

９　王泽民，刘经南．球面坐标系非连续变形分析（ＤＤＡ）

的数学模型．武汉大学学报·信息科学版，２００１，２６

（３）：２０９～２１２

１０　石根华．数值流形方法与非连续变形分析．北京：清

华大学出版社，１９９７

１１　尹祥础．固体力学．北京：地震出版社，１９８５

第一作者简介：刘经南，教授，博士生导师，中国工程院院士。现

主要从事空间大地测量和地球动力学研究。代表成果：国家高精

度ＧＰＳ数据处理理论与方案；ＧＰＳ卫星定位处理综合软件；

ＷＡＤＧＰＳ数据处理，青藏高原地壳运动与形变的ＧＰＳ研究等。

Ｅｍａｉｌ：ｊｎｌｉｕ＠ｗｈｕ．ｅｄｕ．ｃｎ （下转第１０４３页）

８３０１



武 汉大学学报·信息科学版 ２００５年１２月

式中，犎犕＝ （１－犲２）·（狓２犝＋狔
２
犝）＋狕

２
槡 犝。

由式（２６）算得（Δ狓，Δ狔，Δ狕）：

Δ狓

Δ狔

Δ

熿

燀

燄

燅狕

＝

狓犝 －狓１
犚犝

１

狔犝 －狔１
犚犝

１

狕犝 －狕１
犚犝

１

狓犝 －狓２
犚犝

２

狔犝 －狔２
犚犝

２

狕犝 －狕２
犚犝

２

狓犝·（１－犲
２）

犎犕

狔犝·（１－犲
２）

犎犕

狕犝
犎

熿

燀

燄

燅犕

－１

·

　［０　０　Δ犎］
Ｔ （２７）

则（Δ狓，Δ狔，Δ狕）引起的经、纬度误差为
［４］：

Δλ＝
－ｓｉｎλ·Δ狓＋ｃｏｓλ·Δ狔

犚犖·ｃｏｓλ

Δ犔＝

－ｓｉｎ犔·ｃｏｓλ·Δ狓－ｓｉｎ犔·ｓｉｎλ·Δ狔＋ｃｏｓ犔·Δ狕
犚犕

（２８）

式中，犚犕为用户所处椭球子午圈上的曲率半径。

则由Δ犎犝引起的双星定位系统南北向的定位误

差为：

犚犖·Δ犔＝犚犖·

－ｓｉｎ犔·ｃｏｓλ·Δ狓－ｓｉｎ犔·ｓｉｎλ·Δ狔＋ｃｏｓ犔·Δ狕
犚犕

（２９）

由Δ犎犝引起的双星定位系统东西向的定位误差

为：

犚犖·ｃｏｓ犔·Δλ＝

（－ｓｉｎλ·Δ狓＋ｃｏｓλ·Δ狔）·ｃｏｓ犔·ｓｅｃλ （３０）

２．２　仿真与分析

仿真条件§１．３，若高度表测量的高程的误差

为１０ｍ，则东西向、南北向定位误差如图３所示。

由仿真试验结果可以看出以下几点：① 当高

度表误差与数字地图高程误差都取为１０ｍ时，它

们对双星定位精度的影响相同，并且它们对双星定

位精度的影响规律完全相同，即符合§１．３的结

论；② 同时经过大量的计算机仿真证明，当高度表

误差与数字地图的高程误差相同时，对于不同的高

程误差值，它们对双星定位精度的影响总是相同

的，并且符合§１．３的结论；③ 产生上述结果的

原因是当双星定位系统采用数字地图进行定位

时，当定位过程逐步迭代并收敛于用户的真实值

时，其定位结果的本质是由用户所处的高程方程

以及两个距离和量方程决定，因此等同于采用高

度表定位时的结果。

３　结　语

　　从以上分析与仿真可知，无论是由数字地图

图３　高度表误差为１０ｍ时的双星

定位系统定位误差

Ｆｉｇ．３　ＰｏｓｉｔｉｏｎＥｒｒｏｒｓｏｆＤｏｕｂｌｅＳｔａｒｗｈｅｎＡｌｔｉｔｕｄｅ

ＥｒｒｏｒｏｆＢａｒｏｍｅｔｅｒｉｓ１０ｍ

还是用户自身携带的高度表给双星定位系统提供

高程，高程误差对南北向的定位误差影响较大，而

对东西向的定位误差影响较小；相同的两种高程

误差对双星定位精度的影响也相同。

由于数字地图是通过对地形高度的离散化采

样并量化得到的，其查询到的高程主要是地形相

对于海平面的高度，即地形的海拔高度［５］，如果空

中用户依靠中心站内的数字地图提供高程进行定

位，因为引入较大的高程误差从而引起南北定位

误差较大，同时也影响东西向定位误差，因此建议

空中用户由其自身携带的高度表提供高程给双星

定位系统进而进行较准确的定位。

高程误差对南北向定位误差影响作用主要是

由ｃｏｔ犔·Δ犎犝 决定的，在实际应用中，特别是双

星定位系统与ＳＩＮＳ的组合中，应把高程误差对

南北向定位误差影响考虑在内。
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