
第３０卷 第１０期

２００５年１０月

武 汉 大 学 学 报 · 信 息 科 学 版

ＧｅｏｍａｔｉｃｓａｎｄＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅｏｆＷｕｈａｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ

Ｖｏｌ．３０Ｎｏ．１０

Ｏｃｔ．２００５

收稿日期：２００５０５０２。

项目来源：武汉大学地球空间环境与大地测量教育部重点实验室开放研究基金资助项目（０３０４０６，１４６９９０３２４２３３０４０３）；国家测绘

局测绘科技发展基金资助项目（２００１０１０２（２１４１５１９２６））。

文章编号：１６７１８８６０（２００５）１００９０５０４ 文献标志码：Ａ

全球位系数模型构建高精度局部
重力场的犆犾犲狀狊犺犪狑求和

田　晋１　暴景阳１　刘雁春１

（１　海军大连舰艇学院海洋测绘系，大连市解放路６６７号，１１６０１８）

摘　要：给出了勒让德函数４种模式的Ｃｌｅｎｓｈａｗ求和公式，在此基础上得到由全球位系数模型计算重力场参

数的二阶Ｃｌｅｎｓｈａｗ求和公式，分析了ＥＧＭ９６与 ＷＤＭ９４应用于某试验测区局部重力场的精度，为该测区在

构建高精度局部重力场时初始全球位系数模型的选取提供了借鉴。

关键词：全球位系数模型；Ｃｌｅｎｓｈａｗ求和；大地水准面差距

中图法分类号：Ｐ２２３．０

　　为了构建与局部重力场最为吻合的高精度位

系数模型，通常使用的是全球位模型局部改进

法［１，２］。无论是初始位模型选取还是改正，很重要

的一步是利用该模型计算局部重力场参数，而通

常给定的全球位模型均是高阶位模型。为解决该

问题，文献［３］首次提出位模型计算的一阶Ｃｌｅｎ

ｓｈａｗ求和，其计算结果并未达到最简，并且新的

位模型同文献［３］所引用的位模型在表达阶次上

也有所不同。本文的目的是在新的全球位模型的

基础上推导重力场参数计算的二阶Ｃｌｅｎｓｈａｗ求

和，以进一步提高运算速度，简化计算结果。

１　４种犆犾犲狀狊犺犪狑求和模型

模型１　设犘狀犿（ｃｏｓθ）为狀阶犿 次完全规则

化缔合勒让德函数，狔狀 为狀阶勒让德函数对应的

系数，由它们构成的求和模型为：

狊１ ＝∑
犖

狀＝犿

狔狀犘狀犿（ｃｏｓθ）　（犿≥２） （１）

式中，犖＝犖ｍａｘ为球函数的最高阶；狔狀为输入系

数。将其写成矩阵形式为：

狊１ ＝犢
Ｔ犘 （２）

式中，犢Ｔ＝（狔犿，狔犿＋１，…，狔犖），犘＝（犘犿犿，犘（犿＋１）犿，

…，犘犖犿）
Ｔ。

由于缔合勒让德函数犘狀犿（ｃｏｓθ）的相邻三项

可用递推公式表示为：

犘狀犿 ＋犪
狀
１犘（狀－１）犿 ＋犫

狀
１犘（狀－２）犿 ＝０ （３）

式中，犪狀１＝－ｃｏｓθ
（２狀－１）（２狀＋１）
（狀－犿）（狀＋犿槡 ）

，

犫狀１＝
（２狀＋１）［（狀－１）２－犿２］
（２狀－３）（狀２－犿２槡 ）

式（３）写为矩阵形式有：

犃犘＝犘０ （４）

式中，

犃＝

１ ０ ０ … ０ ０ ０

犪犿＋１１ １ ０

犫犿＋２１ 犪犿＋２１ １ 

 

０ ０ ０ … 犫犖１ 犪犖１

熿

燀

燄

燅１

，

犘０ ＝ ［犘犿犿　０　…　０］
Ｔ

此时式（２）可写为：

狊１ ＝犢
Ｔ犃－１犘０ ＝犘

Ｔ
０（犃

Ｔ）－１犢 （５）

犃Ｔ是一个上三角阵。令犑１＝（犑
犿
１，犑

犿＋１
１ ，…，犑犖１）

Ｔ

＝（犃Ｔ）－１犢，称为解向量。以下各模型的解向量

分别用犑犿（犿＝１，…，４）来表示。解向量犑１的各

分量可以用以下递推关系简单得到，其中，

犑狀１ ＝－犪
狀＋１
１ 犑

狀＋１
１ －犫

狀＋２
１ 犑

狀＋２
１ ＋狔狀

（犑犖＋１１ ＝０，犑
犖＋２
１ ＝０） （６）

一直到求和下限犑犿１，则求和模型１可以写成：

狊１ ＝犑
犿
１犘犿犿（ｃｏｓθ） （７）
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式（７）便是文献［３］中主要运用的Ｃｌｅｎｓｈａｗ求和

模型，但是计算结果中仍有勒让德和式的存在，因

此称为一阶Ｃｌｅｎｓｈａｗ求和公式。在此基础上，

可以为进一步运用勒让德函数递推的特点导出二

阶Ｃｌｅｎｓｈａｗ求和公式，使得计算结果达到最简。

模型２

狊２ ＝∑
犖

狀＝２

狔狀犘狀狀（ｃｏｓθ）（犿＝狀） （８）

由于缔合勒让德函数犘狀狀（ｃｏｓθ）的相邻三项可用

递推公式表示为：

犘狀狀＋犪
狀
２犘（狀－１）（狀－１）＋犫

狀
２犘（狀－２）（狀－２）＝０ （９）

式中，犪狀２＝－ｓｉｎθ （２狀＋１）／２槡 狀，犫狀２＝０。

同模型１类似，犑狀２具有以下的递推关系：

犑狀２ ＝－犪
狀＋１
２ 犑

狀＋１
２ －犫

狀＋２
２ 犑

狀＋２
２ ＋狔狀

（犑犖＋１２ ＝０，犑
犖＋２
２ ＝０） （１０）

则求和模型２的结果可以写成：

狊２ ＝犑
２
２犘２２（ｃｏｓθ） （１１）

　　模型３

狊３ ＝∑
犖

狀＝２

狔狀犘狀１（ｃｏｓθ）（犿＝１） （１２）

由于

犘２１＋犪
２
３犘１１ ＝０ （１３）

犘３１＋犪
３
３犘２１＋犫

３
３犘１１ ＝０ （１４）

犘狀１＋犪
狀
３犘（狀－１）１＋犫

狀
３犘（狀－２）１ ＝０ （１５）

式中，

犪狀３＝－ｃｏｓθ （４狀２－１）／（狀
２
－１槡 ），

犫狀３＝
（２狀＋１）［（狀－１）

２
－１］

（２狀－３）（狀
２
－１槡 ）

将式（１３）带入式（１４）得：

犘３１＋犪′
３
３犘２１ ＝０　（犪′

３
３ ＝犪

３
３－犫

３
３／犪

２
３）（１６）

则解向量犑狀３的迭代公式为：

犑狀３ ＝－犪′
狀＋１
３ 犑

狀＋１
３ －犫

狀＋２
３ 犑

狀＋２
３ ＋狔狀

（犑犖＋１３ ＝０，犑
犖＋２
３ ＝０） （１７）

迭代系数犪′３３为：

犪′狀３ ＝
犪′３３，狀＝３

犪狀３，狀＞
烅
烄

烆 ３

则求和模型３的结果可以写成：

狊３ ＝犑
２
３犘２１（ｃｏｓθ） （１８）

　　模型４

狊４ ＝∑
犖

狀＝２

狔狀犘狀０（ｃｏｓθ） （１９）

由于

犘３０＋犪
３
４犘２０＋犫

３
４犘１０ ＝０ （２０）

犘狀０＋犪
狀
４犘（狀－１）０＋犫

狀
４犘（狀－２）０ ＝０ （２１）

式中，

犪狀４ ＝－ｃｏｓθ
４狀２－１

狀槡 ２
，犫狀４ ＝

（２狀＋１）（狀－１）
２

（２狀－３）狀槡 ２

由式（２０）得：

犘３０＋犪
３
４犘２０ ＝犓 ＝－犫

３
４犘１０ （２２）

于是式（４）中的犘′０为：

犘′０＝ （犘２０，犓，…，０）
Ｔ

则解向量犑狀４的迭代公式为：

犑狀４ ＝－犪
狀＋１
４ 犑

狀＋１
４ －犫

狀＋２
４ 犑

狀＋２
４ ＋狔狀

（犑犖＋１４ ＝０，犑
犖＋２
４ ＝０） （２３）

结合式（５）得求和模型４的结果为：

狊４ ＝犑
２
４犘２０（ｃｏｓθ）＋犓犑

３
４ （２４）

这样在计算重力场参数时，仅需确定狔狀就可以按

照相应模型中的递推系数犪狀犿、犫
狀
犿（犿＝１，２，３，４）得

到该模型的勒让德函数和式的结果。

２　全球位模型计算重力场参数的二

阶犆犾犲狀狊犺犪狑求和

　　近几年发布的全球位系数模型的完全规格化

的球函数展开式一般为［４］：

犜＝
犌犕
狉 ∑

犖

狀＝２
∑
狀

犿＝０

（犪
狉
）狀（犆狀犿ｃｏｓ犿λ＋

犛狀犿ｓｉｎ犿λ）犘狀犿（ｃｏｓθ）（犖为模型的阶数）　（２５）

式中，狉、θ、λ为计算点的球坐标（地心距离、余纬

和经度）；犌犕 是地心引力常数；犪是地球椭球长

半轴；犆狀犿和犛狀犿为完全规格化的位系数。这与文

献［３］所计算的模型不仅在阶次选取上有所不同，

主要表现在新的模型略去了１、２阶球函数项，而

且增加了（犪／狉）狀项，所以可以得到地球外部空间

任意一点的扰动位。

由位模型（２５）计算任意一点模型大地水准面

高犖犿的公式为：

犖犿 ＝
犌犕
狉γ∑

犖

狀＝２

（犪
狉
）狀∑

狀

犿＝０

·

（犆狀犿ｃｏｓ犿λ＋犛狀犿ｓｉｎ犿λ）犘狀犿（ｃｏｓθ） （２６）

式中，γ为正常重力。为了运用前面给出的求和

模型，需要对式（２６）中的狀、犿 进行调换，不按狀

阶固定对犿 次求和，而是改写为犿次固定对狀阶

求和，则犖犿可以改写为：

犖犿 ＝
犌犕
狉γ
（犖１＋犖２＋犖３） （２７）

式中，

犖１ ＝∑
犖

犿＝２

ｃｏｓ犿λ ∑
犖

狀＝犿

犪（ ）狉
狀

犆
狀犿犘狀犿（ｃｏｓθ［ ］）＋

∑
犖

犿＝２

ｓｉｎ犿λ ∑
犖

狀＝犿

犪（ ）狉
狀

犛狀犿犘狀犿（ｃｏｓθ［ ］）

６０９
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犖２ ＝∑
犖

狀＝２

（犪
狉
）狀（犆狀１ｃｏｓλ＋犛狀１ｓｉｎλ）犘狀１（ｃｏｓθ）

犖３ ＝∑
犖

狀＝２

（犪
狉
）狀犆

狀０犘狀０（ｃｏｓθ）

　　为了表示方便，以下将Ｃｌｅｎｓｈａｗ求和中运

用到的输入系数记为狔
狀
犻，解向量记为狊

狀
犻，其中，脚

标犻表示变量序数；狀表示递推序数。

由于分量犖１ 的内层和式均符合求和模型１，

首先对其进行一阶Ｃｌｅｎｓｈａｗ求和，相应的输入

系数为：

狔
狀
１ ＝ （

犪
狉
）狀犆

狀犿，狔
狀
２ ＝ （

犪
狉
）狀犛狀犿

将狔
狀
１ 与狔

狀
２ 分别取代递推关系式（６）中的狔狀，递推

系数犪狀＋１１ 、犫狀＋１１ 保持不变，可以递推得到不同犿

对应的解向量下限狊犿１ 与狊
犿
２（犿≥２），将狊

犿
１ 与狊

犿
２ 分

别取代式（７）中的犑犿１，则犖１ 可以写为：

犖１ ＝∑
犖

犿＝２

（狊犿１ｃｏｓ犿λ＋狊
犿
２ｓｉｎ犿λ）犘犿犿（ｃｏｓθ）（２８）

然后在此基础上进行二阶Ｃｌｅｎｓｈａｗ求和。由于

式（２８）符合求和模型２，令相应的输入系数为：

狔
犿
３ ＝狊

犿
１ｃｏｓ犿λ＋狊

犿
２ｓｉｎ犿λ

将狔
犿
３ 取代式（１０）中的狔狀，可递推得到相应的解

向量下限狊２３，对比式（１１），犖１ 可以简写为：

犖１ ＝狊
２
３犘２２（ｃｏｓθ） （２９）

　　对于犖２，符合求和模型３，令输入系数为：

狔
狀
４ ＝

犪（ ）狉
狀

（犆狀１ｃｏｓλ＋犛狀１ｓｉｎλ）

将其代入递推式（１７），得相应的解向量下限狊２４，由

式（１８），犖２ 最后可以简写为：

犖２ ＝狊
２
４犘２１（ｃｏｓθ） （３０）

　　对犖３，令输入系数为：

狔
狀
５ ＝

犪（ ）狉
狀

犆
狀０

由递推式（２３）得相应的解向量下限狊２５ 与狊
３
５，结合

式（２４），犖３ 最后可以写为：

犖３ ＝狊
２
５犘２０（ｃｏｓθ）＋犓狊

３
５ （３１）

这样，大地水准面差距的二阶Ｃｌｅｎｓｈａｗ求和的

结果为：

犖犿 ＝
犌犕
狉γ
［狊２３犘２２（ｃｏｓθ）＋狊

２
４犘２１（ｃｏｓθ）＋

狊２５犘２０（ｃｏｓθ）＋犓狊
３
５］ （３２）

　　对于重力异常、垂线偏差以及平均重力异常

等重力场参数的位系数解算，由于它们均可以用

和式犞＝∑
犖

狀＝２
∑
狀

犿＝０

犳（犿，狀）犘狀犿＋犽（ｃｏｓθ）（犽＝０或１）

的线性组合来表示，如果将狀、犿 对换，最后均可

以化为本文所述的４种Ｃｌｅｎｓｈａｗ求和模型形式。

所不同的是，对于不同的参数计算具有不同的输

入系数狔狀，这样由相应的递推公式均可以得到参

数解算的二阶Ｃｌｅｎｓｈａｗ求和结果。

３　犈犌犕９６与 犠犇犕９４比较

为了精化某测区的局部重力场，现有的初始

全球位系数模型有ＥＧＭ９６
［５］和 ＷＤＭ９４

［６］两种。

为比较两种模型运用于该局部重力场的精度，对

该测区分别进行地面重力测量、ＧＰＳ／水准测量以

及天文／ＧＰＳ观测，由观测结果分别得到该测区

离散点的重力异常、大地水准面高。在计算前，尚

需将重力异常进行系统归算，以便统一到ＥＧＭ９６

以及 ＷＤＭ９４模型相应的重力场中，正常椭球采

用ＧＲＳ８０提供的参考椭球基本参数。将各参数

的实测值分别与全球位系数模型的计算值进行对

比，残差结果列于表１。同时，表１列出了全球位

系数模型计算单点重力场参数的常规叠加求和、

表１　局部重力场参数模型值与实测值比较

Ｔａｂ．１　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎＢｅｔｗｅｅｎＭｏｄｅｌＶａｌｕｅｏｆＬｏｃａｌＧｒａｖｉｔｙＦｉｅｌｄＰａｒａｍｅｔｅｒｓａｎｄＳｕｒｖｅｙＶａｌｕｅ

分量 点数 比对项目
ＥＧＭ９６

３６０阶

ＷＤＭ９４

３６０阶

平均运算时间／ｓ

常规 一阶 二阶

最大差值 ２３．４３５７ ２１．９５９０

Δ犵／ｍＧａｌ ７０
差值均值 －２．３５４３ １．２３８３ ３３２．８０９ ９．５３３ ４．４９７
标准误差（±） ９．８３４２ ７．２４４１

均方根差（±） ９．９１９０ ７．３４９２

最大差值 １．５８９７ ０．８５３４

犖／ｍ ２４
差值均值 －１．４４９３ －０．６８５１ ３３５．８５３ ９．６３３ ４．７７７
标准误差（±） ０．０６７２ ０．０６８２

均方根差（±） １．４５０９ ０．６９１０

一阶Ｃｌｅｎｓｈａｗ求和以及改进后的二阶Ｃｌｅｎｓｈａｗ

求和的利用Ｍａｔｌａｂ编程的平均ＣＰＵ耗时。为了

便于认识剩余重力场随空间分布的情况，图１、图

２分别绘制了由 ＷＤＭ９４与ＥＧＭ９６模型得到的

局部重力场剩余重力异常以及剩余大地水准面差

距的等值线分布图。

７０９
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由图１、图２可以看出，剩余重力异常在区域

的空间分布上有正有负，表现出了较强的波动性，

而剩余大地水准面的差距在区域空间分布上多为

同号，具有很强的系统性，均具有较强的系统倾斜

的趋势，这也证实了大地水准面差距反映扰动重

力场的低、中频信息，而重力异常反映扰动场中、

高频结构的谱特性。

由位模型计算试验测区局部重力场场元时，

对于重力异常，两者精度相当；对于大地水准面，

模型 ＷＤＭ９４比ＥＧＭ９６高出约２．５倍，达到了

ｄｍ级精度。可以说，模型 ＷＤＭ９４更好地刻画

了该局部重力场的中、低频结构。因此，为了进一

步提高模型在该地区的分辨率，应在 ＷＤＭ９４模

型描述的局部重力场的基础上，综合利用剩余重

力异常与剩余大地水准面差距信息，通过位模型

局部改进法构建新的模型，提高其对重力场中、高

频结构的刻画，以达到建立高精度局部重力场的

目的。

图１　 不同模型计算得到的剩余重力

异常等值线分布图（ｍＧａｌ）

Ｆｉｇ．１　ＣｏｎｔｏｕｒＬｉｎｅＰｒｏｆｉｌｅｏｆＲｅｓｉｄｕａｌＧｒａｖｉｔｙ

ＡｎｏｍａｌｙＣｏｍｐｕｔｅｄｂｙＷＤＭ９４ａｎｄＥＧＭ９６

　　　　　　

图２　不同模型计算得到的剩余大地水准

面差距等值线分布图（ｍ）

Ｆｉｇ．２　ＣｏｎｔｏｕｒＬｉｎｅＰｒｏｆｉｌｅｏｆＲｅｓｉｄｕａｌＧｅｏｉｄ

ＤｉｓｔａｎｃｅＣｏｍｐｕｔｅｄｂｙＷＤＭ９４ａｎｄＥＧＭ９６
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