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论（犖－ζ）公式的内涵及推求犖的精度

张赤军１

（１　中国科学院测量与地球物理研究所，武汉市徐东路１７４号，４３００７７）

摘　要：介绍了大地水准面（犖）与似大地水准面（ζ）之差公式的推导方法，揭示了其物理内涵，论述了其在精

化大地水准面中的重要作用。当似大地水准面精度达到ｃｍ级时，大地水准面也将达到同样的精度。
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　　１５０多年前，物理大地测量学家Ｓｔｏｋｅｓ开辟

了用重力资料研究地球形状的先河，他从理论上

证明了只要已知大地水准面上的重力异常，即可

由位理论第三边值问题推求出大地水准面高。

１００年后的大地重力学家 Ｍｏｌｏｄｅｎｓｋｙ为避开重

力归算的缺陷，将斯氏理论发展到研究地球的表

面形状上来，这个理论为世界许多国家广泛应

用［１，２］，似大地水准面的概念也就应运而生。此

后不久，Ｈｅｉｓｋａｎｅｎ和 Ｍｏｒｉｔｚ对上述两个面之间

的关系，用包含高程一次项的（犖－ζ）公式表征出

来［３］；１９９５年，Ｓｊｏｂｅｒｇ将这一公式在球面上用级

数形式表示并展开到高程的二次项［４］；边少峰等

在扁平地球上推导出一个仅含高程二次项的封闭

公式［５］。本文在以上文献的基础上进一步进行了

研究。

１　两种（犖－ζ）公式的简介及其比较

１．１　两种方法的简介

Ｓｊｏｂｅｒｇ以引力位的球函数表达式为手段，同

时顾及地形改正后的地表上的重力值，并沿重力

梯度向下延拓，在经过较复杂的推导后得到以下

球面公式：

犖－ζ＝
Δ犵犫

γ犿
犎 －

１

２

１

γ犿
Δ犵／犎

犎
２

＋犗（犎
３）

（１）

式中，γ犿 为正常重力的平均值；Δ犵犫 为布格异常；

Δ犵为空间异常；Δ／犎 为空间异常垂直梯度。

边少峰等视地球为扁平状，在正高、正常高定

义的基础上，取地面上的重力梯度等于正常重力

梯度与扰动重力梯度之和，而在处理地面以下的

重力梯度时，顾及到４π犌ρ的密度突变，从地表到

大地水准面取积分，并以此积分值代替此间的重

力平均值，经过演算，即可求出（犖－ζ）的表达式：

犖－ζ＝
Δ犵犫

γ犿
犎 －

１

２

１

γ犿
δ犵／犎

犎
２

（２）

式中，δ犵／犎 为扰动重力垂直梯度；犎 为概略高

程。

１．２　两种公式的比较

从理论上讲，式（１）已考虑到球形地球的影

响，理应比式（２）更严格，但根据文献［６］，垂直梯

度的效应在测点附近最为显著，即使计算半径扩

大到球面角距为１°，当层间厚度为５０００ｍ时，平

面与球面公式的相对值仅为５×１０－５，因此，无需

顾及地球曲率的影响。此外，扰动重力垂直梯度

比重力异常垂直梯度易于获得，因为前者是在同

一点上，使其观测或计算都更为直接和方便。

２　（犖－ζ）的物理内涵及机理分析

　　由位理论可知，对于空间旋转物体等位面上

任一点的重力垂直梯度犵
犎
应满足Ｂｒｕｎｓ公式：

犵
犎

＝－２犵犑＋４π犌ρ－２ω
２ （３）
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　　 对于地球外部一点，有：

犵
犎

＝－２犵犑－２ω
２ （４）

式中，犑为某点水准面上的平均曲率；ρ为物体（地

球）密度；犌为引力常数；ω为物体自转速率。

式（４）将重力垂直梯度与大地水准面上的平

均曲率紧密地联系起来。显然，扰动重力垂直梯

度可以描述大地水准面平均曲率对正常水准椭球

面平均曲率的偏离，因此，可以把大地测量中的几

何概念和物理中的力学概念互相联系起来，这就

是（犖－ζ）公式的物理内涵。从式（２）还可以看

出，高程一次项中的Δ犵犫 反映了重力场中区域场

的效应，高程二次项的δ犵
犎
反映了重力场中局部

场的作用。这种既顾及区域场又顾及局部场效应

后的结果，将更完整地反映出似大地水准面与大

地水准面之差所形成的机理。而在 Ｈｅｉｓｋａｎｅｎ

Ｍｏｒｉｔｚ公式中，由于缺少了局部场的效应，因此，

该式只是反映出引起上述的偏离总体场源中趋势

性的影响。显然，这在局部性影响显著的崎岖不

平的山地是不符合实际情况的，如在珠峰，计算得

到的高程的二次项的结果表明，它与一次项的数

值比较接近（４ｍ左右）
［７］，这说明了在海拔很高

的山顶，二次项的影响是绝对不能忽略的。

３　密度误差对推求正高及大地水准

面的影响

　　地壳密度的不精确对推求正高及大地水准面

的影响是无疑的，但其影响不是前人想像的那样

大，而且在（犖－ζ）公式中又有所削弱。

３．１　从定义出发讨论密度对正高影响的估算

由物理大地测量可知［３］，正高犎０ 为：

犎０ ＝
１

犵犿∫
犎

０
犵ｄ犺＝

犆

犵犿
（５）

　　对式（５）微分，有：

δ犎０ ＝－
犆

犵
２
犿

δ犵犿 ＝－
犎

犵犿
δ犵犿 （６）

式中，犆＝∫
犎

０
犵ｄ犺为大地位数；犵为重力；犵犿 为０

～犎 间的重力平均值。

由于犵犿 约为１０００×１０
－５ｍ·ｓ－２，若不顾及

负号，有：

δ犎０ ≈δ犵犿·犎 （７）

式中，δ犎０ 以ｍｍ为单位；δ犵犿 以１×１０
－５ｍ·ｓ－２

为单位；犎 以ｋｍ为单位。若δ犵犿 为１０×１０
－５ ｍ

·ｓ－２或２×１０－５ ｍ·ｓ－２，即使高程 犎 为５ｋｍ，

正高误差δ犎０ 则仅为５ｃｍ或１０ｃｍ。

现讨论密度ρ对推求犵的影响。以布格改正

公式取代，若ρ的误差为δρ，则有：

δ犵犿 ＝２π犌犎δρ （８）

若δρ为１００ｋｇ·ｍ
－３，在犎 为５ｋｍ时，则δ犵犿＝

２１×１０－５ｍ·ｓ－２，由式（７）可知，这时对正高的影

响为１０ｃｍ；若δρ为５０ｋｇ·ｍ
－３，则它对正高的

影响为５ｃｍ，据估计一般密度对计算正高的影响

在５ｃｍ左右。

现可从奥地利两个竖井（Ｗｅｓｔ和Ｓｔｅｆａｎｉｅ）

的实例得到一些启示［８］。由井中重力观测值计算

得到的多处岩石密度与所取的样本密度甚为接

近，互差均在５０ｋｇ·ｍ
－３以下。上述水平距离为

５ｋｍ的两个井深均为３００多ｍ，它们位于奥地利

南部的阿尔卑斯山区，一处高程为８００ｍ，另一处

为２０００ｍ，该区出露的地层为三叠系白云岩、灰

岩、片岩和砂岩。为探测岩层内的密度（ρ），在井

中采用ＬａｃｏｓｔＧ型重力仪进行测量，所测的重力

经过多项校正（例如平巷校正、地形校正等）后，可

得到间隔密度（高差引起），这时有：

ρ＝
１

４π犌
犉－

Δ犵
Δ（ ）狕 （９）

式中，犉＝
γ
犺
；Δ犵、Δ狕分别为相邻两点的重力差和

高差；γ为正常重力值。

从式（９）计算的结果与实际采集的岩石标本

的密度互差不大可知，用１００ｋｇ·ｍ
－３来估计密

度的误差是很保险的。对于海拔５０００ｍ 的高

山，若在测点上施测了重力，并在测点处有较好的

地形图和一些岩石标本，则所求正高的误差一般

不会大于１０ｃｍ。

３．２　由式（２）讨论密度误差对（犖－ζ）的影响

现讨论式（２）中由于Δ犵犫 和
δ犵
犎
的不精确引

起（犖－ζ）的误差，前者Δ犵犫 可以由重力观测值方

便地求出，后者可直接测出或用间接方法计算得

到，这主要是由于目前人们对地形质量（大比例尺

地形图、航测照片、合成孔径雷达、大量的岩石标

本已经取得）的认识有了很大的提高，由此可计算

出扰动重力的垂直梯度。至于布格异常Δ犵犫，一

般都能以±５×１０－５ ｍ·ｓ－２左右精度给出，经过

试验和比较，δ犵
犎
的误差为±５０Ｅ（１Ｅ＝１０－８／ｓ２，Ｅ

是Ｅｏｔｖｏｓ的缩写），对式（２）微分，则可估计出

（犖－ζ）的误差，即使在海拔为５０００ｍ的一点，其

误差估计在７ｃｍ左右。

顺便指出，我国已布设数万ｋｍ的高精度水准

２７４
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网，并在水准点上已有正常高（犎狀）值，若在这些路

线上加测一段低等水准测量和一些重力点，即使在

边远地区正常高也可达到ｃｍ级的精度，这为实现

由式（１０）精确地推求正高提供了必要的资料。

犎０ ＝犎狀－（犖－ζ） （１０）

式中，犎狀 为正常高。由于当今ＧＰＳ的观测精度

很高，使大地高的精度可以达到亚ｃｍ 级，根据

ＧＰＳ水准原理以及ｃｍ级精度的正高，可以求得

接近于ｃｍ级的大地水准面，这样就为推求高精

度的大地水准面提供了一条新途径［９］。

另一方面，也可以根据式（２）取得高精度的大

地水准面，此时除已知布格异常及扰动重力梯度

外，还需知道高程异常（ζ），若它的精度达ｃｍ级，

则ｃｍ级大地水准面的精度亦可达到。

综上所述，当今人们关心的ｃｍ级的大地水

准面可以从上述两个途径求得。
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