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摘　要：从信息熵的角度提出了三维空间直线的误差熵模型，该模型由以垂直直线的平面误差熵为半径的圆

柱体和两端点的误差球组成，是一种完全确定的度量空间线元不确定性的模型。理论分析与实验表明，本文

所提出的模型具有较好的效果。
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　　以往人们往往从置信域出发来描述几何要素

位置不确定性。置信域模型研究的关键是围绕量

测值建立一区域，使得该区域以一定的概率覆盖

真实目标，文献［１］用εσ模型及ε犿模型来描述平

面直线的位置不确定性；文献［２，３］从信息论出

发，讨论了平面上的点、线、面误差熵模型。

在文献［１］中，三维空间线元的不确定性模型

看作是由线上各点在垂直于该空间直线的平面上

的误差椭圆所构成的误差椭圆簇及两个端点的部

分空间误差椭球所组成的包络体，该模型在描述

三维空间线元的位置不确定性方面较为精细，但

在描述三维空间线元的位置不确定性时与人们事

先设置的置信水平有关，有一定的主观性。本文

应用信息熵的理论来讨论三维空间中的点和直线

的误差熵模型，该模型是由在垂直直线的平面上

的误差熵为半径的圆柱体和两端点的误差球组

成，它不是任何意义上的置信区域，而是一种完全

确定的度量空间线元不确定性模型。

１　三维空间点的误差熵模型

点是ＧＩＳ中描述几何特性的最基本元素。

在不含粗差的情况下，点位误差可以看作随机误

差，服从正态分布［２］。三维空间点坐标服从三维

正态分布。

在文献［２］中，由于点位误差服从正态分布，

对于一维情况，点位误差熵模型是以一维正态分

布得到的误差熵为半径的区间；对于二维情况，可

以近似地以误差熵２．０７σ为半径的圆确定。下面

推导三维情况。

设点坐标（狓，狔，狕）
Ｔ服从三维正态分布，且方

差协方差阵为：

犇＝

σ
２
狓 σ狓狔 σ狓狕

σ狓狔 σ
２
狔 σ狔狕

σ狓狕 σ狔狕 σ
２

熿

燀

燄

燅狕

由文献［４］知，点坐标（狓，狔，狕）
Ｔ的相对信息熵为：

犎犆（犡）＝
１

２
ｌｇ‖犇‖＋３ｌｇ ２π槡 ｅ

＝ｌｇ［‖犇‖
１
２（２πｅ）

３
２］

式中，犡＝（狓，狔，狕）
Ｔ；‖犇‖是犇 的行列式绝对

值。则三维空间点的误差熵Δ为：

Δ＝
１

２
ｅ犎犆

（犡）
＝
１

２
‖犇‖

１
２（２πｅ）

３
２

若狓、狔、狕相互独立，‖犇‖＝σ
２
狓σ

２
狔σ

２
狕，则

犎犆（犡）＝
１

２
ｌｇ［σ狓σ狔σ狕（２πｅ）

３
２］

Δ＝
１

２
σ狓σ狔σ狕（２πｅ）

３
２
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三维空间点的不确定性可以近似地用Δ为半径

的球确定。

２　三维空间直线的误差熵模型

２．１　坐标旋转及直线上任一点在新坐标系中的

方差协方差阵

设三维直线由两个三维点犃（狓１，狔１，狕１）和犅

（狓２，狔２，狕２）确定，其空间距离为：

狊１２ ＝ Δ狓
２
１２＋Δ狔

２
１２＋Δ狕

２
１槡 ２

　　设犃、犅 坐标均服从三维正态分布，且犃、犅

两点相互独立。设犃、犅点坐标的方差协方差阵

为：

犇犃 ＝

σ
２
狓
１
σ狓

１狔１ σ狓１狕１

σ狓
１狔１ σ

２
狔１ σ狔１狕１

σ狓
１
狕
１
σ狔１狕１ σ

２
狕

熿

燀

燄

燅１

犇犅 ＝

σ
２
狓
２
σ狓

２狔２ σ狓２狕２

σ狓
２狔２ σ

２
狔２ σ狔２狕２

σ狓
２
狕
２
σ狔２狕２ σ

２
狕

熿

燀

燄

燅２

犇犃犅 ＝

σ狓
１
狓
２
σ狓

１狔２ σ狓１狕２

σ狔１狓２ σ狔１狔２ σ狔１狕２

σ狕
１
狓
２
σ狕

１狔２ σ狕
１
狕

熿

燀

燄

燅２

　　对于三维直线上任意一点犻（狓犻，狔犻，狕犻），仅考

虑端点坐标误差传播的影响，有如下关系：

ｄ狓犻＝ （１－狉１）ｄ狓１＋狉１ｄ狓２

ｄ狔犻＝ （１－狉１）ｄ狔１＋狉１ｄ狔２

ｄ狕犻＝ （１－狉１）ｄ狕１＋狉１ｄ狕

烍

烌

烎２

（１）

式中，狉１＝狊１犻／狊１２，且狊１犻＝ Δ狓
２
１犻＋Δ狔

２
１犻＋Δ狕

２
１槡 犻。

将式（１）写为矩阵形式：

ｄ狓犻

ｄ狔犻

ｄ狕

熿

燀

燄

燅犻

＝

１－狉１ ０ ０ 狉１ ０ ０

０ １－狉１ ０ ０ 狉１ ０

０ ０ １－狉１ ０ ０ 狉

熿

燀

燄

燅１

ｄξ

（２）

其中，ｄξ＝ ｄ狓１ ｄ狔１ ｄ狕１ ｄ狓２ ｄ狔２ ｄ狕［ ］２
Ｔ。

由协方差传播律，可求得直线上犻点处的方

差协方差矩阵犇犻。

将坐标系狅狔狕旋转，得到新的坐标系狅狓′狔′

狕′，该坐标系的狅狓′轴平行于犃犅，狔′狅狕′平面垂直

于犃犅。由文献［１］知，旋转矩阵为：

犚＝

Δ狓１２
狊１２

Δ狔１２
狊１２

Δ狕１２
狊１２

－
Δ狔１２

Δ狓
２
１２＋Δ狔

２
１槡 ２

Δ狓１２

Δ狓
２
１２＋Δ狔

２
１槡 ２

０

－
Δ狕１２Δ狓１２

狊１２ Δ狓
２
１２＋Δ狔

２
１槡 ２

Δ狕１２Δ狔１２

狊１２ Δ狓
２
１２＋Δ狔

２
１槡 ２

Δ狓
２
１２＋Δ狔

２
１槡 ２

狊

熿

燀

燄

燅１２

　　坐标系狅狓狔狕旋转后，犻点在新坐标系中的坐

标为：

［狓′犻 狔′犻 狕′犻］
Ｔ
＝犚［狓犻 狔犻 狕犻］

Ｔ

因为该变换为线性变换，由正态变量的线性不变

性［５］知，犃、犅 点在新坐标系中的坐标（狓′１ ，狔′１ ，

狕′１）
Ｔ、（狓′２，狔′２，狕′２）

Ｔ仍服从三维正态分布，且其方

差协方差阵为：

犇′犃 ＝犚犇犃犚
Ｔ，犇′犅 ＝犚犇犅犚

Ｔ，犇′犃犅 ＝犚犇犃犅犚
Ｔ

　　犻点在新坐标系中的坐标（狓′犻，狔′犻，狕′犻）
Ｔ的方

差协方差阵为：

犇′犻＝犚犇犻犚
Ｔ

三维空间直线上任意一点犻在垂直于该直线的平

面上的方差协方差阵犇′犻犻为犇′犻的第２、３行及列

组成的子阵为：

犇′犻犻＝
σ
２
狔′犻 σ狔′犻狕′犻

σ狕′犻狔′犻 σ
２
狕′

熿

燀

燄

燅犻

其中，

σ
２
狔′犻 ＝ （１－狉１）

２
σ
２
狔′１＋狉

２
１σ

２
狔′２＋２狉１（１－狉１）σ狔′１狔′２

σ
２
狕′犻 ＝ （１－狉１）

２
σ
２
狕′
１
＋狉

２
１σ

２
狕′
２
＋２狉１（１－狉１）σ狕′

１
狕′
２

σ狔′１狕′１ ＝ （１－狉１）
２
σ狔′１狕′１＋狉

２
１σ狔′２狕′２＋狉１（１－狉１）（σ狔′２狕′２＋σ狔′２狕′２

烍

烌

烎）

（３）

故

犇′犻犻 ＝犪（１－狉１）
４
＋犫狉

４
１＋犮狉

２
１（１－狉１）

２
＋犱狉１（１－狉１）

３
＋犲狉

３
１（１－狉１） （４）

其中，犪＝σ
２
狔′１σ

２
狕′
１
－σ

２
狔′１狕′１
；犫＝σ

２
狔′２σ

２
狕′
２
－σ

２
狔′２狕′２
；犮＝σ

２
狔′１

σ
２
狕′
２
＋σ

２
狔′２σ

２
狕′
１
－σ

２
狔′１狕′２
－２σ

２
狔′１狕′２σ

２
狔′２狕′１
－２σ

２
狔′１狕′１σ

２
狔′２狕′２
＋

４σ
２
狕′
１
狕′
２
σ
２
狔′２狔′１
；犱＝２（σ

２
狔′１σ狕′１狕′２＋σ

２
狕′
１
σ狔′２狔′１－σ狔′１狕′１σ狔′１狕′２

－σ狔′１狕′１σ狕′１狔′２）；犲＝２（σ
２
狔′２σ狕′１狕′２ ＋σ

２
狕′
２
σ狔′２狔′１ －σ狔′２狕′２

σ狔′１狕′２－σ狔′２狕′２σ狔′２狕′１）。

２．２　三维空间直线的平均误差熵模型

在狔′狅狕′平面上的相对信息熵为
［４］：

６０４



　第３０卷第５期 朱长青等：ＧＩＳ中三维空间直线的误差熵模型

犎犆（犢）＝
１

２
ｌｇ‖犇′犻‖＋ｌｇ（２πｅ） （５）

类推线元的平均信息熵为［３］：

犎ａｖｅ＝∫
１

０
犎犆（犢）ｄ狋＝ｌｇ（２πｅ）＋

１

２∫
１

０
‖犇′犻‖ｄ狉１

（６）

积分部分可用数值积分方法来计算。

根据三维空间线元的平均信息熵可以计算线

元的误差熵Δ，即

Δ＝
１

２
ｅ犎ａｖｅ （７）

于是，三维空间直线误差熵模型定义为以量测线

段为中心，以误差熵Δ为半径的圆柱体。它是线

位不确定性的一个平均度量指标，通常包含直线

点位真误差。

若三维空间线元两端点的误差互不相关，且

具有相同的方差协方差阵，即

犇犃 ＝犇犅，　犇犃犅 ＝０

根据式（３）～式（７），则有：

‖犇′犻‖ ＝犪［（１－狉１）
２
＋狉

２
１］
２ （８）

将式（８）代入式（６），则三维空间线元的平均信息

熵为：

犎ａｖｅ ＝ｌｇ（２πｅ槡犪）＋
π
２
－２ （９）

根据式（７），线元的误差熵Δ为：

Δ＝π槡犪ｅ
π
２－１ （１０）

３　算例分析

设三维空间直线两个端点犃、犅的三维坐标

及其方差协方差如表１所示（数据来源于文献

［１］），由式（１０）算得Δ＝１０．１３７１，此即为三维空

间直线误差熵模型圆柱体的半径。该模型是一种

均匀的几何体，只要端点的位置和误差状态给定，

则Δ可惟一确定，是一种确定的描述三维空间直

线不确定性的模型。

表１　起始数据列表

Ｔａｂ．１　ＴｅｓｔＤａｔａ

点名 犡 犢 犣 σ２狓 σ２狔 σ２狕 σ狓狔 σ狓狕 σ狔狕

犃 ５００．００ ５００．００ １００．００ ４．１３６６５ １．３０３１１ ０．２０７９１ ０．３１９４２ ０．１１４２３ ０．１１４６８

犅 ５０５．００ ５０５．００ １１０．００ ４．１３６６５ １．３０３１１ ０．２０７９１ ０．３１９４２ ０．１１４２３ ０．１１４６８

４　结　语

本文从误差熵的角度提出了三维空间直线的

误差熵模型，该模型是一种均匀几何体，它由以垂

直直线的平面上的平均误差熵为半径的圆柱体和

端点误差熵球组成，是一种确定的描述三维空间

直线不确定性的模型。而文献［１］中的三维空间

直线的不确定性模型是εσ模型，其狔′狅狕′平面上的

误差椭圆与事先给定的置信水平有关。本文模型

能够在一般意义上反映三维空间线元的不确定

性，从整体上把握三维空间线元不确定性的基本

态势。

本文发展的三维空间直线的误差熵模型虽不

如文献［１］中的模型在描述线元不确定性方面精

细，但它根据“在矢量ＧＩＳ中由于点、线、面几何

要素的误差分布在空间呈现出不均匀、不平衡的

特点”，运用了熵理论来研究空间线元的不确定

性，将不确定性问题在数学表达上化为确定性问

题来研究，具有实际意义。
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