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摘　要：通过对最小二乘法的改造引入了两种正则化方法及其解的表达式，从理论上阐述了Ｔｉｋｈｏｎｏｖ与ＴＳ

ＶＤ两种正则化方法效果的差异，特别就病态方程组在三种情况———系数阵良定秩、系数阵劣定秩右端项劣

衰减、系数阵劣定秩右端项良衰减下正则化方法的应用效果作了比较，并给出了数值例子。
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　　由于地球物理本身的复杂性和不确定性，使

地球物理反问题中存在许多不适定问题及病态方

程，如位场延拓、波场反演、重磁解释、地震层析成

像等大多归结为解病态的第一类算子方程，或者

解其相应的病态离散代数方程组［１，２，３］。为了解

算这类病态方程，许多学者提出和发展了各种有

效的数值方法，其中最著名的方法是 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ

正则化方法［１，２，３］和截断奇异值分解（ＴＳＶＤ）正则

化方法［１，２，３］。

Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化方法适用于解算各种病态

方程，是一种非常通用且有效的方法，其关键是根

据具体问题具体分析，然后选择合理的正则化矩

阵和正则化参数［４］。使用奇异值分解（ＳＶＤ）法解

算各种病态方程的关键是修改奇异值的技巧［５］，

Ｗｉｇｇｉｎｓ
［６］采用了零化小奇异值的办法，即将小于

某门限值的小奇异值化为０，保留的非零奇异值

个数即为数据的有效自由度，这就是著名的ＴＳ

ＶＤ正则化方法
［７］。

１　正则化方法的提出

众所周知，地球物理反问题往往归结为求解

线性方程组的问题，即

犃狓＝犫 （１）

式中，犃为犿×狀阶矩阵，ｒａｎｋ（犃）＝狀。对地球物

理反问题而言，犃通常是接近奇异的。

直接使用广义逆反演方法求解式（１），得到未

知参数狓的最小二乘最小范数解为：

狓ＬＳ ＝犃
＋犫 （２）

式中，犃＋是犃的ＭｏｏｒｅＰｅｎｒｏｓｅ广义逆。设犃的

奇异值分解（ＳＶＤ）式
［８］为：

犃＝犝（Σ，犗）
Ｔ犞Ｔ

＝∑
狀

犻＝１

σ犻狌犻狏ｉ
Ｔ （３）

式中，正交矩阵犝犿×犿＝（狌１，…，狌犿）；犞狀×狀＝（狏１，

…，狏狀）；Σ＝ｄｉａｇ（σ１，…，σ狀），σ１≥…≥σ狀＞０是犃

的奇异值。相应地，犃＋的奇异值分解式为：

犃＋ ＝犞（Σ－
１，犗）犝Ｔ

＝∑
狀

犻＝１

σ
－１
犻狏犻狌

Ｔ
犻 （４）

将式（４）代入式（２），得到最小二乘最小范数解的

奇异值分解式为：

狓ＬＳ＝犃
＋犫＝犞（Σ－

１，犗）犝Ｔ犫＝

　∑
狀

犻＝１

狌Ｔ犻犫

σ犻
狏犻 ＝∑

狀

犻＝１

α犻

σ犻
狏犻 （５）

式中，α犻＝狌
Ｔ
犻犫。

当观测值犫表示为真值与噪声的和时，有

犫＝犫狋＋犲，可得式（５）的分解式为：

狓ＬＳ＝∑
狀

犻＝１

狌Ｔ犻犫狋

σ犻
＋
狌Ｔ犻犲

σ（ ）
犻

狏犻 （６）

分析式（６）可知，噪声对真解的污染主要反映在右

端第二项，特别当奇异值σ犻 异常小时，该污染项

的值很大，甚至掩盖了反映真解的右端第一项。

此时犃的条件数过大，为病态矩阵。
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为克服 犃 的病态性，Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化方

法［８，９］将式（５）或式（６）改造为：

狓λ＝∑
狀

犻＝１

α犻σ犻

λ
２
＋σ

２
犻

狏犻 ＝

　∑
狀

犻＝１

（ σ犻
λ
２
＋σ

２
犻

狌Ｔ犻犫狋＋
σ犻

λ
２
＋σ

２
犻

狌Ｔ犻犲）狏犻 （７）

其中，λ为正则化参数。显然，当λ＝０时，狓λ＝

狓ＬＳ。适当选择正则化参数λ，可以减轻由于小σ犻

放大噪声对解的污染，但同时丧失了一些解的精

确性。利用ＴＳＶＤ正则化方法
［８，９］将式（５）或式

（６）改为：

狓犽 ＝∑
犽

犻＝１

α犻

σ犻
狏犻 ＝∑

犽

犻＝１

狌Ｔ犻犫狋

σ犻
＋
狌Ｔ犻犲

σ（ ）
犻

狏犻 （８）

可以看出，当犽＝狀时，狓犽＝狓ＬＳ。适当去除（狀－犽）

个大污染项，恢复了一些解的主要特性，同时也丧

失了一些解的精确性。

２　正则化方法效果的比较

注意到式（１）中狓的最小二乘最小范数意义

下的真解表达式（２），将式（７）、式（８）作类似表示：

狓λ ＝犃
＋
λ犫 （９）

狓犽 ＝犃
＋
犽犫 （１０）

式中，犃＋
λ ＝∑

狀

犻＝１

σ犻

λ
２＋σ

２
犻

狏犻狌
Ｔ
犻 为犃 的正则化广义

逆［８，９］；犃＋
犽 ＝∑

犽

犻＝１

σ
－１
犻狏犻狌

Ｔ
犻 为犃犽 的广义逆。

令ω犽＝σ犽＋１／σ犽，则ω
－１
犽 为ＴＳＶＤ正则化方法

中相邻两个保留与舍弃的奇异值之商，称为奇异

值的跨度（ｇａｐ）
［７］。如果犃的奇异值σ１，σ２，…，σ狀

可明显分为两组：σ１，σ２，…，σ犽 和σ犽＋１，σ犽＋２，…，

σ狀，同一组奇异值之间在数量级上基本无差异，而

两组奇异值之间在数量级上差异很大，则称犃为

良定秩，否则，称犃为劣定秩。可以看出，犃为良

定秩时，奇异值跨度ω
－１
犽 很大，犃 为劣定秩时很

小。

定理１
［７］
　若取λ∈［σ犽＋１，σ犽］，则有：

犃＋犽 ／２≤ 犃＋λ ≤ 犃＋犽 ／２ω犽 （１１）

特别地，当λ＝σ犽 时，犃
＋
λ ＝ 犃＋

犽 ／２；当λ＝σ犽＋１

时，犃＋
λ ＝ 犃＋

犽 ／２ω犽。

该定理表明，在犃为良定秩的情况下，ω
－１
犽 很

大，若选取λ靠近σ犽＋１，则两种正则化方法的差异

会很大；但若选取λ靠近σ犽，则两者很接近。这就

为选择正则化参数λ提供了一个参照系。

定理２
［７］
　若取λ∈ σ犽＋１，σ［ ］犽 ，则有：

ω
１／２
犽 ／（１＋ω

１／２
犽 ）≤

ｍｉｎ
λ
犃＋λ －犃

＋
犽 ／犃

＋
犽 ≤ω

１／２
犽 ／（１＋ω

３／２
犽 ）　 （１２）

　　该定理表明，在犃为良定秩的情况下，由于

ω犽≈０，犃
＋
λ 与犃

＋
犽 的相对误差较小，狓λ 与狓犽 是接

近 的。还 可 以 证 明，当 λ＝ （σ犽σ犽＋１）
１／２ 时，

犃（犃＋λ －犃
＋
犽 可达到最小。ｍｉｎ

λ
犃（犃＋λ －犃

＋
犽 的意

义在于两种正则化方法的残差之差此时达到最小：

（犫－犃狓犽）－（犫－犃狓λ）＝犃（犃
＋
λ －犃

＋
犽）犫

３　劣定秩下两种正则化方法的比较

劣定秩下两种正则化方法分别为：

犫－犃狓λ
２
＝∑

狀

犻＝１

（λ
２／（σ

２
犻 ＋λ

２））２（狌Ｔ犻犫）
２
　（１３）

犫－犃狓犽
２
＝ ∑

狀

犻＝犽＋１

（狌Ｔ犻犫）
２ （１４）

由此可见，如果狌Ｔ犻犫衰减得足够快，则两种正则解

对应的残差都很小。

定理３　如果有狌
Ｔ
犻犫＝σ

２
犻，ω犽１，λ∈［σ犽＋１，

σ犽］，那么，有：

σ犽
ω
３／２
犽

１＋ω
１／２
犽
≤ ｍｉｎ

λ
狓λ－狓犽 ∞ ≤σ犽

ω
３／２
犽

１＋ω
３／２
犽

（１５）

证明：

　 ｍｉｎ
λ
狓λ－狓犽 ∞ ＝

　ｍｉｎ
λ ∑

狀

犻＝１

狌Ｔ犻犫σ犻

σ犻
２
＋λ

２狏犻－∑
犽

犻＝１

狌Ｔ犻犫

σ犻
狏犻

∞

＝

　ｍｉｎ
λ
ｍａｘ

σ犽λ
２

σ
２
犽＋λ

２
， σ

３
犽＋１

σ
２
犽＋１＋λ（ ）｛ ｝２

式中，σ犻λ
２／σ

２
犻＋λ

２为λ
２ 的增函数；σ

３
犻／σ

２
犻＋λ

２为λ
２

的 减 函 数。 通 过 分 析 可 以 看 出，

ｍｉｎ
λ
ｍａｘ

σ犽λ
２

σ
２
犽＋λ

２
，σ

３
犽＋１

σ
２
犽＋１＋λ（ ）｛ ｝２

在λ
２ 恰好位于两函

数的交点处达到，由此可解得：

λ
２
＝
σ
３
犽＋１－σ

２
犽＋１σ犽＋ σ

４
犽＋１（σ犽－σ犽＋１）

２
＋４σ

３
犽＋１σ

３
槡 犽

２σ犽

因此，

σ犽
ω
３／２
犽

１＋ω
１／２
犽
≤ ｍｉｎ

λ
狓λ－狓犽 ∞ ＝

σ犽
１

１＋
１

λ
２／σ

２
犽

≤σ犽
ω
３／２
犽

１＋ω
３／２
犽

　　该定理表明，即使在犃为劣定秩的情况下，

只要狌Ｔ犻犫衰减足够快（按奇异值平方衰减），并且

能找到某个犽，使得ω犽１，就能保证由两种正则

化方法获得的解近似相等。下述定理更为广泛地

说明了这个事实，证法与定理３类似。

９３２
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定理４　如果有狌
Ｔ
犻犫＝σ

犿
犻（犿＞１），ω犽１，λ∈

［σ犽＋１，σ犽］，那么，有：

ｍｉｎ
λ
狓λ－狓犽 ∞ ＝

σ犽犗（ω
（犿＋１）／２
犽 ）， １＜犿＜３

σ犽犗（ω
２
犽）， 　　犿≥

烅
烄

烆 ３

（１６）

４　算例分析

４．１　系数阵劣定秩且右端项劣衰减情况

笔者采用１１×９的 Ｈｉｌｂｅｒｔ矩阵作为方程组

（１）的系数矩阵，该矩阵的最大奇异值为１．７，最

小奇异值为１．７×１０－１１，条件数为１０１１，可见其病

态程度相当严重，分析９个奇异值，没有明显分为

跨度较大的两组，可知犃是劣定秩的。先给出方

程组的准确解，再由式（１）算出右端项犫，然后将犫

作１０－３×ｒａｎｄ（１１，１）的扰动，于是得到了一个具

有劣定秩系数阵且右端项劣衰减的病态方程组。

分别用ＳＶＤ法、ＴＳＶＤ正则化方法（取犽＝５）和

Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化方法（取λ＝（σ５σ６）
１／２）解该方程

组，其结果如表１所示。

表１　第一种情况下三种解法结果比较

Ｔａｂ．１　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎＢｅｔｗｅｅｎＴｈｒｅｅＳｏｌｕｔｉｏｎｓｉｎＣａｓｅ１

ｘｉ序号 准确解 ＳＶＤ解 ＴＳＶＤ解 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ解

１ １．０ －４．６８４０×１０１ １．０２２５ ０．９８７４

２ １．０ ２．９３７９×１０３ ０．７２０７ １．０６９８

３ １．０ －４．５３２０×１０４ １．５７５２ ０．９６３４

４ １．０ ３．０００３×１０５ １．０９３０ ０．９４７４

５ １．０ －１．０３３３×１０６ ０．６９５４ ０．９６６６

６ １．０ １．９９９８×１０６ ０．６１０７ ０．９９２６

７ １．０ －２．１９２９×１０６ ０．７７１４ １．０１５０

８ １．０ １．２７２２×１０６ １．０７８８ １．０３０６

９ １．０ －３．０３４３×１０５ １．４５７７ １．０３９３

最大误差 ０．０ ２．１９２９×１０６ ０．５７５２ ０．０６９８

平均误差 ０．０ ７．９４４２×１０５ ０．２６９９ ０．０３３０

均方误差 ０．０ １．２９７６×１０１２ ０．１０３４ ０．００１４

４．２　系数阵劣定秩且右端项良衰减情况

对方程组（１）改变右端项犫，使其满足右端项

良衰减条件（狌Ｔ犻犫＝σ
２
犻，ω犽１），此时真解为狓＝犞·

（σ１，σ２，…，σ９）
Ｔ，由此真解及犃算出犫后作扰动（方

法同上），于是得到一个系数阵劣定秩且右端项良

衰减的病态方程组。分别用ＳＶＤ法、ＴＳＶＤ正则

化方法（取犽＝４）和Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化方法（取λ＝

（σ４σ５）
１／２）解该方程组，其结果如表２所示。

表２　第二种情况下三种解法的结果比较

Ｔａｂ．２　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎＢｅｔｗｅｅｎＴｈｒｅｅＳｏｌｕｔｉｏｎｓｉｎＣａｓｅ２

ｘｉ序号 准确解 ＳＶＤ解 ＴＳＶＤ解 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ解

１ －１．００１７ ９．７６７２×１０１ －１．００１８ －１．００５５

２ －０．７９８６ －６．０１３５×１０３ －０．７９８９ －０．７９３０

３ －０．６５８０ ９．７４８０×１０４ －０．６５６８ －０．６５２９

４ －０．５５９０ －６．６８８３×１０５ －０．５５７８ －０．５５６１

５ －０．４８５８ ２．３７２４×１０６ －０．４８５１ －０．４８５１

６ －０．４２９５ －４．７０７５×１０６ －０．４２９５ －０．４３０７

７ －０．３８４９ ５．２７４５×１０６ －０．３８５５ －０．３８７６

８ －０．３４８６ －３．１１８１×１０６ －０．３４９８ －０．３５２５

９ －０．３１８５ ７．５５９３×１０５ －０．３２０３ －０．３２３３

最大误差 ０．００００ ５．２７４５×１０６ ０．００１２ ０．００５５

平均误差 ０．００００ １．８８９０×１０６ ８．１８５１×１０－４ ０．００３４

均方误差 ０．００００ ７．３７３３×１０１２ ９．７６１５×１０－６ １．４０７７×１０－５

４．３　系数阵良定秩情况

将Ｈｉｌｂｅｒｔ矩阵的９个奇异值略作修改，改

变第４个和第５个奇异值，使前４个奇异值和后

５个奇异值出现明显的跨度。仍先给准确解，算

出犫并作扰动，得到一个具有良定秩系数阵的病

态方程组。分别用ＳＶＤ法、ＴＳＶＤ正则化方法

（取犽＝４）和 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化方法 （取λ＝

（σ４σ５
１／２）解该方程组，结果如表３所示。

５　结　语

理论分析和数值计算取得了一致的结论。在

系数阵劣定秩且右端项劣衰减情况下，方程组的

表３　第三种情况下三种解法结果比较

Ｔａｂ．３　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎＢｅｔｗｅｅｎＴｈｒｅｅＳｏｌｕｔｉｏｎｓｉｎＣａｓｅ３

狓犻序号 准确解 ＳＶＤ解 ＴＳＶＤ解 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ解

１ １．０ －９．５６０７×１０１ １．０００９ ０．９９１６

２ １．０ ６．２１４５×１０３ １．００１２ １．００６１

３ １．０ －９．９４４５×１０４ ０．９８７５ １．０１６５

４ １．０ ６．７８３５×１０５ ０．９９８０ １．０２３１

５ １．０ －２．３９６０×１０６ １．００８５ １．０１９８

６ １．０ ４．７３８９×１０６ １．０１２０ １．００８１

７ １．０ －５．２９６１×１０６ １．００８４ ０．９９０３

８ １．０ ３．１２４３×１０６ ０．９９８８ ０．９６８６

９ １．０ －７．５６１９×１０５ ０．９８４９ ０．９４４７

最大误差 ０．０ ５．２９６１×１０６ ０．０１５１ ０．０２３１

平均误差 ０．０ １．８９９５×１０６ ０．００６９ ０．０１９８

均方误差 ０．０ ７．４５９９×１０１２ ７．５３４８×１０－５ ０．０００６

０４２
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ＴＳＶＤ解和Ｔｉｋｈｏｎｏｖ解都比ＳＶＤ解准确，但都

与真解相差较大；在系数阵劣定秩且右端项良衰

减情况下，方程组的ＴＳＶＤ解和 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ解都

比ＳＶＤ解更加准确，且都与真解具有较小的误

差；在系数阵良定秩的情况下，方程组的 ＴＳＶＤ

解和 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ解十分接近，且都与真解具有较

小的误差。因此，在后两种情况下，用 ＴＳＶＤ正

则化方法和 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化方法是可以信赖

的。
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