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广义点摄影测量及其应用

张祖勋　张剑清１

（１　武汉大学遥感信息工程学院，武汉市珞喻路１２９号，４３００７９）

摘　要：将传统的点摄影测量与当代发展的线摄影测量以及无穷远点理论综合升华为广义点摄影测量理论。

论述了广义点摄影测量理论，介绍了其应用，包括由灭点计算影像参数及单像建模，由矢量与影像的匹配确定

影像的参数，钣金件的检测与由轮廓线匹配确定飞机的姿态等。
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　　由于摄影测量渊源于测量学中“测点”的前方

交会与后方交会，因此，共线方程（即物点、像点与

摄影中心位于一条直线上）是整个摄影测量的核

心［１］。点的共线性是摄影测量的基本概念，但是

摄影测量所涉及到的点仅仅是物理的点或可视的

点，如圆点、交点、角点等。无论是在模拟还是解

析、甚至是数字摄影测量阶段，可以由人工量测的

主要基本特征是物理的点，因而它可以称为“点摄

影测量”。但是在建筑物的提取、建筑摄影测量、

工业零件测量中，大量存在的是直线，由此，基于

直线的摄影测量（即共面方程）得到了深入的研究

与应用［２］。在线摄影测量中，对于直线，可以使用

共面方程，其中影像上的直线位于过其对应的空

间直线与摄影中心的平面内，其中所有的直线和

曲线通常都被认为是线特征而不是点特征。共线

性通常表达为犛犪·（犛犘×犛犙）＝０，其含义为：影

像点犪必定位于投影中心与三维直线段端点犘

与犙 组成的平面内。

在现实世界中，还存在大量的曲线，如地面上

的道路、河流、湖泊等，建筑测量、工业测量中的

圆、圆弧、曲线等。另外，在实际生产（特别是利用

影像进行地图修测）中，目前一般是要在地形图与

影像之间确定对应点作为控制，这是一项比较困

难的任务。因为在一般情况下，明显点（独立点

（ｄｏｔｐｏｉｎｔ）、角点（ｃｏｒｎｅｒｐｏｉｎｔ））较少，并难以精

确配准，因此，能否利用地图与影像上存在的大量

的“线”作为控制信息进行配准，将具有重要的理

论与现实意义。

在数学上，所有的直线和曲线都是由点组成

的。与可视点一样，共线方程也可用到线特征中，

而且摄影测量中的所有特征都可以归结为“点”，

以适合共线方程，这就是所谓的广义点摄影测量。

根据这一原理，平差形式将是一致的，而且比线摄

影测量简单、方便。特征线上的点与物理的点间

仅有的差别是：物理的点使用关于狓和狔的两个

共线方程，而特征线上的点根据线段的方向仅使

用关于狓或狔 的一个共线方程。特征线上的点

使用的共线方程包含特征线的参数，如直线或圆

上点的坐标可由其参数表示并代入共线方程，因

而可同时解算这些参数。除了物理点与特征线点

外，不可见点（无穷远点）也包含在广义点的范围

内。如空间里一组平行线在影像上投影的交点

（灭点）即是无穷远点的投影。共线方程对无穷远

点也是适用的。

１　广义点摄影测量

在传统的摄影测量中，物理意义上的点都满

足共线方程：

狓＝狓０－犳·

犪１（犡－犡犛）＋犫１（犢－犢犛）＋犮１（犣－犣犛）

犪３（犡－犡犛）＋犫３（犢－犢犛）＋犮３（犣－犣犛）
（１）

狔＝狔０－犳·
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犪２（犡－犡犛）＋犫２（犢－犢犛）＋犮２（犣－犣犛）

犪３（犡－犡犛）＋犫３（犢－犢犛）＋犮３（犣－犣犛）
（２）

式中，狓、狔为观测值，设相应的改正数为狏狓、狏狔；

犡、犢、犣 为地面点的坐标，改正数为 Δ犡、Δ犢、

Δ犣；犡犛、犢犛、犣犛、φ、ω、κ、犳、狓０、狔０为待定参

数，可用其近似值（在推导过程中，近似值仍用相

同的符号表示）加相应的改正数 Δ犡犛、Δ犢犛、

Δ犣犛、Δφ、Δω、Δκ、Δ犳、Δ狓０、Δ狔０表示；狆１，…，

狆狀是狀个附加参数。线性化误差方程式的一般形

式为：

狏狓 ＝犪１１Δ犡犛＋犪１２Δ犢犛＋犪１３Δ犣犛＋犪１４Δφ＋犪１５Δω＋

犪１６Δκ＋犪１７Δ犳＋犪１８Δ狓０＋犪１９Δ狔０＋犫１１Δ犡＋

犫１２Δ犢＋犫１３Δ犣＋犮１１Δ狆１＋…＋犮１狀Δ狆狀－犾狓 （３）

狏狔＝犪２１Δ犡犛＋犪２２Δ犢犛＋犪２３Δ犣犛＋犪２４Δφ＋犪２５Δω＋

　犪２６Δκ＋犪２７Δ犳＋犪２８Δ狓０＋犪２９Δ狔０＋犫２１Δ犡＋

　犫２２Δ犢＋犫２３Δ犣＋犮２１Δ狆１＋…＋犮２狀Δ狆狀－犾狔 （４）

式中，犪１１＝
狓

犡犛
，犪１２＝

狓

犢犛
，犪１３＝

狓

犣犛
，犪１４＝

狓

φ
，

犪１５＝
狓

ω
，犪１６＝

狓

κ
，犪２１＝

狔
犡犛

，犪２２＝
狔
犢犛

，犪２３＝
狔
犣犛

，

犪２４＝
狔
φ
，犪２５＝

狔
ω
，犪２６＝

狔
κ
，犪１７＝

狓

犳
，犪１８＝

狓

狓０
，

犪１９＝０，犪２７＝
狔
犳
，犪２８＝０，犪２９＝

狔
狔０
，犫１１＝－犪１１，犫１２

＝－犪１２，犫１３＝＝－犪１３，犫２１＝＝－犪２１，犫２２＝－犪２２，

犫２３＝－犪２３，犮１１＝
狓

狆１
，…，犮１狀＝

狓

狆狀
，犮２１＝

狔
狆１
，…，

犮２狀＝
狔
狆狀
。常数项犾狓＝狓－（狓），犾狔＝狔－（狔），其

中（狓）、（狔）是用各待定参数的近似值代入式（１）

与式（２）求出的像点坐标计算值。

１．１　灭　点

若空间里分别平行于犡、犢、犣轴的直线束在

影像上投影的３个交点（灭点）狆犡∞、狆犢∞、狆犣∞的坐

标分别为（狓犡∞，狔犡∞）、（狓犢∞，狔犢∞）、（狓犣∞，狔犣∞），将

式（１）与式（２）右端分式的分子分母均除以犡，并

令犡趋于无穷，可得平行于犡轴直线对应的灭点

狆犡∞的共线方程：

狓犡∞ ＝狓０－犳
犪１
犪３
，狔犡∞ ＝狔０－犳

犪２
犪３

（５）

同理可得平行于犢、犣轴直线对应的灭点共线方程：

狓犢∞ ＝狓０－犳
犫１
犫３
，狔犢∞ ＝狔０－犳

犫２
犫３

（６）

狓犣∞ ＝狓０－犳
犮１
犮３
，狔犣∞ ＝狔０－犳

犮２
犮３

（７）

　　从式（５）～式（７）可以看出，利用平行于犡、

犢、犣轴的３个无穷远点与对应的灭点，就能够求

得影像的３个内方位元素狓０、狔０、犳以及３个角元

素φ、ω、κ。

１．２　特征线上的点

直线与曲线上任意一个点都可以直接应用共

线方程，但是只能在两个共线方程中选取一个。

１．２．１　直　线

影像中平行于狔轴的直线上的任意一点（狓，

狏），无论其纵坐标狏为何值，都满足方程（１）与方

程（３）。同理，影像中平行于狓轴的直线上的任

意一点（狌，狔），无论其横坐标狌为何值，都满足

式（２）与式（４）。

若影像中任意其他方向θ的直线犾的方程

为：

犪狓＋犫狔＋犮＝０，犪≠０，犫≠０

θ＝ａｒｃｔａｎ（犪／犫），θ≠０°，θ≠９０°

犾上的任意一点狆（狓，狔），当 －４５°＜θ≤４５°或当

１３５°＜θ≤２２５°时，狆可应用方程（１）与方程（３）；

否则，狆可应用方程（２）与方程（４）。

若直线犾在平面犣＝犣０上对应的直线犔（犾是

犔 的投影）的方程为：

犡＝犡０＋狋·ｃｏｓθ，犢 ＝犢０＋狋·ｓｉｎθ （８）

将方程（８）代入共线方程（１）、（２）得：

狓＝狓０－犳
犪１（犡０＋狋ｃｏｓθ－犡犛）＋犫１（犢０＋狋ｓｉｎθ－犢犛）＋犮１（犣－犣犛）

犪３（犡０＋狋ｃｏｓθ－犡犛）＋犫３（犢０＋狋ｓｉｎθ－犢犛）＋犮３（犣－犣犛）

狔＝狔０－犳
犪２（犡０＋狋ｃｏｓθ－犡犛）＋犫２（犢０＋狋ｓｉｎθ－犢犛）＋犮２（犣－犣犛）

犪３（犡０＋狋ｃｏｓθ－犡犛）＋犫３（犢０＋狋ｓｉｎθ－犢犛）＋犮３（犣－犣犛）

　　因为狆１＝犡０，狆２＝犢０，狆３＝θ，所以式（３）、

式（４）中有：

犫１１ ＝犫１２ ＝犫２１ ＝犫２２ ＝０，

犮１１ ＝犪１１，犮１２ ＝犪１２，犮１３ ＝ －狋犪１１ｓｉｎθ，

犮２１ ＝犪２１，犮２２ ＝犪２２，犮２３ ＝狋犪２１ｃｏｓθ

１．２．２　圆

若平面犣＝犣０上圆的方程为：

犡＝犡０＋犚·ｃｏｓ狋，犢 ＝犢０＋犚·ｓｉｎ狋 （９）

将方程（９）代入共线方程（１）、（２）得：

狓＝狓０－犳
犪１（犡０＋犚·ｃｏｓ狋－犡犛）＋犫１（犢０＋犚·ｓｉｎ狋－犢犛）＋犮１（犣－犣犛）

犪３（犡０＋犚·ｃｏｓ狋－犡犛）＋犫３（犢０＋犚·ｓｉｎ狋－犢犛）＋犮３（犣－犣犛）

狔＝狔０－犳
犪２（犡０＋犚·ｃｏｓ狋－犡犛）＋犫２（犢０＋犚·ｓｉｎ狋－犢犛）＋犮２（犣－犣犛）

犪３（犡０＋犚·ｃｏｓ狋－犡犛）＋犫３（犢０＋犚·ｓｉｎ狋－犢犛）＋犮３（犣－犣犛）

２
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因为 狆１ ＝ 犡０，狆２ ＝ 犢０，狆３ ＝ 犚，故式（３）、

式（４）中有：

犫１１ ＝犫１２ ＝犫２１ ＝犫２２ ＝０，

犮１１ ＝犪１１，犮１２ ＝犪１２，犮１３ ＝犪１１ｃｏｓ狋，

犮２１ ＝犪２１，犮２２ ＝犪２２，犮２３ ＝犪２１ｓｉｎ狋

１．２．３　曲　线

若曲线上任意一点狆（狓，狔）的切线方向为θ，

与直线的情况类似，当 －４５°＜θ≤４５°或当１３５°＜

θ≤２２５°时，狆可应用方程（１）与方程（３）；否则，狆

可应用方程（２）与方程（４）。

若平面犣＝犣０上曲线在点（犡犻，犢犻）处的切线

方程为：

犡＝犡犻＋狋·ｃｏｓθ犻，犢 ＝犢犻＋狋·ｓｉｎθ犻（１０）

与直线情况类似，此时，狆犻＝β犻，由式（３）、式（４），有：

犮１犻 ＝ －狋犪１１ｓｉｎθ犻，犮２犻 ＝ －狋犪２１ｓｉｎθ犻

　　利用上述原理很容易将可视点、无穷远点、直

线、圆、圆弧、任意曲线归纳为一个统一的数学模

型———共线方程，进行统一平差。

２　广义点摄影测量的应用

２．１　由灭点计算影像参数及单像建模
［３，４］

由式（５）～式（７）能够求得影像的３个内方位

元素狓０、狔０、犳以及３个角元素φ、ω、κ。影像的主

点是由３个灭点构成的三角形狆犡∞狆犢∞狆犣∞的垂

心。焦距为：

犳
２
＝－（狓犡∞ －狓０）（狓犢∞ －狓０）－

（狔犡∞ －狔０）（狔犢∞ －狔０） （１１）

影像的角元素为：

ｔａｎφ＝
犳
２
＋狓

２
犣∞ ＋狔

２
犣∞槡

犳
２
＋狓

２
犡∞ ＋狔

２
犡∞槡

（１２）

ｔａｎω＝
犳

狓２犢∞ ＋狔
２
犢∞槡
　　 （１３）

ｔａｎκ＝
狓犢∞

狔犢∞
　　　 （１４）

　　摄站坐标的解求与房屋建模实际上是同步进

行的。以最简单的房屋（立方体）为例（如图１所

示），设以点２为原点，犡２＝犢２＝犣２＝０；２３为犡

轴，并令其在物方的长度为犔，犡３＝犔，犢３＝犣３＝

０，则

０－犡犛 ＝（犣２－犣犛）·

犪１（狓２－狓０）＋犪２（狔２－狔０）－犪３犳
犮１（狓２－狓０）＋犮２（狔２－狔０）－犮３犳

＝（０－犣犛）
狌２
狑２

０－犢犛 ＝（犣２－犣犛）·

犫１（狓２－狓０）＋犫２（狔２－狔０）－犫３犳
犮１（狓２－狓０）＋犮２（狔２－狔０）－犮３犳

＝（０－犣犛）
狏２
狑２

犔－犡犛 ＝（犣２－犣犛）·

犪１（狓３－狓０）＋犪２（狔３－狔０）－犪３犳
犮１（狓３－狓０）＋犮２（狔３－狔０）－犮３犳

＝（０－犣犛）
狌３
狑３

０－犢犛 ＝（犣２－犣犛）·

犫１（狓３－狓０）＋犫２（狔３－狔０）－犫３犳
犮１（狓３－狓０）＋犮２（狔３－狔０）－犮３犳

＝（０－犣犛）
狏３
狑３

由此可解得摄站的坐标为：

犣犛 ＝－
狑２狑３

狌３狑２－狌２狑３
犔，犡犛 ＝犣犛

狌２
狑２
，犢犛 ＝犣犛

狏２
狑２

图１　立方体房屋

Ｆｉｇ．１　ＨｏｕｓｅｗｉｔｈＣｕｂｉｃＳｈａｐｅ

　　通过摄站坐标与共线方程，再加上直角条件，

就能求得房屋的另外两个参数：房屋的宽度犠 与

高度犎。

在求得的初值基础上可以假定：１（０，犠，０）、２

（０，０，０）、３（犔，０，０）、４（犔，犠，犎）、５（０，犠，犎）、６

（０，０，犎）、７（犔，０，犎），加上影像的内、外方位元素

的初值，就能获得基于共线方程的严格的平差模

型。利用７个点、１４个误差方程式，求解影像的３

个内方位元素、６个外方位元素、房屋的宽度犠

与高度犎，总共１１个未知数。图２是利用灭点计

算影像参数及单像建模的一个例子。

图２　利用灭点计算影像参数及单像建模

Ｆｉｇ．２　ＯｒｉｅｎｔａｔｉｏｎｂｙＶａｎｉｓｈｉｎｇＰｏｉｎｔａｎｄ

ＲｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｗｉｔｈＳｉｎｇｌｅＩｍａｇｅ

２．２　由矢量与影像的匹配确定影像的参数

数据更新问题是如何利用已有的数据，即如

何利用已有的信息。为此，确定影像的方位元素，

将影像纠正为与地图一致的正射影像图，然后才

能将图与影像套合。因此在数据更新中，除常用

于传统的人工选取点（ＧＣＰ）作为控制点外，能否

利用地图上大量存在的线状地物要素作为控制

（图３），这对于实现数据更新自动化、提高工效至

关重要。应用上述的广义点理论就能成功地实现

３
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利用线状地物作为控制。图３（ａ）是线状地物在

影像上的投影以及在线状地物附近提取的“广义

点”，两者不能很好套合；图３（ｂ）是由线状地物作

为控制，定向、纠正后影像与线状地物的叠合结

果，地图上的线划与影像就能很好套合。

图３　线状地物用于定向、纠正、叠合

Ｆｉｇ．３　Ｏｒｉｅｎｔａｔｉｏｎ，Ｒｅｃｔｉｆｙｉｎｇａｎｄ

ＭｅｒｇｉｎｇｂｙＬｉｎｅａｒＦｅａｔｕｒｅｓ

２．３　钣金件的检测

如何对制造过程中的零件快速准确地检测是

提高工业品质量的关键之一。笔者成功地将广义

点摄影测量应用于钣金件的检测。利用旋转平台

＋ＣＣＤ摄像机作为检测平台（如图４），将零件置

于旋转平台上，由计算机控制其旋转，一边旋转一

边摄影与处理。旋转一周，摄取２５幅影像。通过

基于广义点摄影测量理论的光束法平差，可建立

精确、可量测的钣金件几何模型（图５）。

利用“广义点”理论，不仅可以量测直线，而且

可以高精度地量测圆孔乃至由直线与小圆弧构成

的方孔（如图６所示）。由于边缘上每一个像元均

参与了最小二乘法高精度匹配，纵然零件有很大

的“锈斑”，仍能确保高精度的结果（图６）。

２．４　由轮廓线匹配确定飞机的姿态

飞机在高速飞行过程中难以识别飞机上的任

意标志点（线），只能提取到飞行飞机的轮廓线，飞

机的位置可以用激光跟踪并进行摄影、获取其影

像，但是如何确定其姿态，利用轮廓测定物体形状

图４　检测平台

Ｆｉｇ．４　ＳｙｓｔｅｍｏｆＩｎｓｐｅｃｔｉｏｎ
　　　　　

图５　可量测的钣金件几何模型

Ｆｉｇ．５　ＭｅａｓｕｒａｂｌｅＧｅｏｍｅｔｒｉｃ

ＭｏｄｅｌｏｆＳｈｅｅｔｍｅｔａｌＰａｒｔ

　　　　　
图６　圆、直线＋圆弧孔的量测

Ｆｉｇ．６　ＭｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｏｆＣｉｒｃｌｅ，

ＣｏｎｎｅｃｔｅｄＡｒｃｓａｎｄＬｉｎｅｓ

是计算机视觉的重要研究内容［５］，利用轮廓线也

可以确定运动物体的姿态。根据激光跟踪的坐标

与姿态初值，可将飞机投影到影像上（图７），按广

义点理论，即可利用共线方程测定飞行物的姿态，

结果如表１所示。

表１　用轮廓线测定飞机姿态结果／（°）

Ｔａｂ．１　ＲｅｓｕｌｔｓｏｆＭｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｏｆ

ＡｉｒｐｌａｎｅＰｏｓｅｂｙＣｏｎｔｏｕｒｓ／（°）

φ ω κ

理论值 １５．９９ －１５．５９ －３１．１９

测定值 １５．９２ －１５．３３ －３１．１７

误差 －０．０７ ０．２６ ０．０２

３　结　语

本文介绍的广义点摄影测量理论将点、直线、

圆、圆弧、任意曲线以及无穷远点（灭点）归纳为一

个数学模型———共线方程，进行统一平差。由于

广义点摄影测量理论摒弃了传统的、少数的“特征

图７　用轮廓线测定飞行飞机姿态图

Ｆｉｇ．７　ＭｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｏｆＡｉｒｐｉａｎｅＰｏｓｅｂｙＣｏｎｔｏｕｒｓ

点”的局限，因而能充分地利用信息。广义点摄影

测量理论已被成功地应用于城市三维建模、数据

更新、工业零件直线、圆、圆弧的量测及飞机飞行

姿态的测定，从而证明了它的正确与有效性。
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