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基于犔犆犇平面格网和有限元内插模型的相机标定
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（１　武汉大学遥感信息工程学院，武汉市珞喻路１２９号，４３００７９）

摘　要：提出了一种全自动、基于纯平液晶显示器（ＬＣＤ）平面格网、非参数畸变差和有限元内插模型的相机标

定方法。由于相机内参数自身，以及内参数与绕ＬＣＤ屏幕垂轴旋转的旋转角之间严重相关，特别引入了另外

两类条件方程，使得参数之间的相关性得到削弱。实验证明了该方法的可行性，并且其精度高于一般的基于

参数畸变差的标定方法。
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　　相机标定方法主要包括传统标定方法
［１，２］、

自标定方法［３］以及基于灭点的标定方法［４］。由于

传统方法对参考对象的自身精度要求较高，其相

应的标定精度也较高，其中以Ｔｓａｉ
［５］和Ｚｈａｎｇ

［６］

提出的两种方法最为经典。相机标定根据畸变差

模型的不同，又可分为参数畸变差标定模型和非

参数畸变差标定模型。目前的研究主要集中在前

者，例如Ｑｉｕ
［７］和Ｓｔｅｖｅｎｓｏｎ

［８］提出的方法。本文提

出的标定方法属于传统标定方法和非参数畸变差

标定模型方法。它以常见的纯平液晶显示器

（ＬＣＤ）和精确的格网圆点绘制程序代替一般的高

精度平面装置。标定时，将ＣＣＤ传感器阵列分成

若干大小一致的有限元格网单元，并且假设每个格

网角点都具备两个不同的畸变差，而图像中每个像

点的畸变差则由格网角点畸变差通过有限元法内

插得到。与此类似的方法曾由 Ｍｕｎｊｉ
［９，１０］和 Ｈａｓｔ

ｅｄｔ
［１１］提出，前者使用的数学模型不涉及任何畸变

差参数，而是认为每个像点都具备一个不同的主

距；后者则属于包含参数和非参数畸变差的混合畸

变差模型。它们的共同点是都采用人造三维控制

场，因此不方便标定，也不能随意生成足够密集的

控制点，从而影响有限元内插格网的精细划分。

１　犇犈犕有限元内插模型

　　基于有限元的ＤＥＭ内插模型已经被应用于

各种软件包［１２］。

如图１所示，犃是一个已知参考点，其高程为

犣犃；犣犻，犼代表需要计算的ＤＥＭ 格网点（犻，犼）的高

程值，那么描述它们关系的误差方程可以表示为：

狏犃 ＝ （１－ｄ狓犃）（１－ｄ狔犃）犣犻，犼＋ｄ狓犃（１－ｄ狔犃）

犣犻，犼＋１＋（１－ｄ狓犃）ｄ狔犃犣犻＋１，犼＋ｄ狓犃ｄ狔犃犣犻＋１，犼＋１－犣犃

（１）

式中，ｄ狓犃＝（狓犃－狓犼）／犔，０≤ｄ狓犃＜１；ｄ狔犃＝（狔犃

－狔犻）／犔，０≤ｄ狔犃＜１；犔＝（狓犼＋１－狓犼）＝（狔犻＋１－

狔犻）；狓和狔是地面点的平面坐标。

图１　ＤＥＭ有限元区域

Ｆｉｇ．１　ＦｉｎｉｔｅＡｒｅａＥｌｅｍｅｎｔｓｏｆＤＥＭ

假设有限元格网角点的个数为犿行狀列，则

地形光滑和连续性可以描述为：

狏狓犻，犼 ＝ （犣犻，犼＋１－犣犻，犼）－（犣犻，犼－犣犻，犼－１）＝

犣犻，犼＋１－２犣犻，犼－犣犻，犼－１ ＝０，

（犻＝１，…，犿；犼＝２，…，狀－１）

狏狔犻，犼 ＝ （犣犻＋１，犼－犣犻，犼）－（犣犻，犼－犣犻－１，犼）＝

犣犻＋１，犼－２犣犻，犼－犣犻－１，犼 ＝０，
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（犻＝２，…，犿－１；犼＝１，…，狀） （２）

　　假设犘犽是每个已知参考点犽的特殊权值，则

有限元内插模型平差原理可以描述为：

∑
狀

犽＝１

狏２犽犘犽＋∑
犿

犻＝１
∑
狀－１

犼＝２

（狏狓犻，犼）
２
＋∑

狀

犼＝１
∑
犿－１

犻＝２

（狏狔犻，犼）
２
＝ｍｉｎ

（３）

２　有限元相机标定原理

有限元相机标定原理可以描述如下：首先将

ＣＣＤ传感器划分成大小适当的格网区域单元，而

每个格网角点具有两个不同的畸变差 Δ狓犻，犼和

Δ狔犻，犼；然后，在进行光束法平差时，将所有像点的

畸变差均表示成对应格网４个角点的畸变差的简

单函数，进而通过整体平差得到相机内参数以及

相片外方位元素。显然，对于格网点个数为犿×狀

的有限元区域来说，对应畸变差的未知参数个数

为２×犿×狀。简单地，相机的其他内参数仅考虑

主距犳和像主点坐标（狓０，狔０）。除此之外，平差中

的未知数还涉及每张像片的６个外方位元素以及

非控制点对应的空间坐标改正数等。

根据摄影测量知识，像点、畸变差和空间点的

关系可以描述成以下共线方程［２］：

狓－狓０－Δ狓＝－犳
犡
－

犣
－

狔－狔０－Δ狔＝－犳
犢
－

犣
－

（４）

　　由于式（４）是非线性系统，因此必须利用泰勒

展开式进行线性化处理，进而通过光束法平差进

行优化计算［２］。由于参加平差的像点不落在有限

元格网角点上，因此可以采用一次样条函数和４

个格网角点畸变差内插出它的畸变差数值，具体

表示为：

Δ狓＝ （１－ｄ狓）（１－ｄ狔）Δ狓犻，犼＋ｄ狓（１－ｄ狔）

　Δ狓犻，犼＋１＋（１－ｄ狓）ｄ狔Δ狓犻＋１，犼＋ｄ狓ｄ狔Δ狓犻＋１，犼＋１

Δ狔＝ （１－ｄ狓）（１－ｄ狔）Δ狔犻，犼＋ｄ狓（１－ｄ狔）

　Δ狔犻，犼＋１＋（１－ｄ狓）ｄ狔Δ狔犻＋１，犼＋ｄ狓ｄ狔Δ狔犻＋１，犼＋１

（５）

　　将式（５）代入式（４），并且随式（４）一起线性

化，从而得到有限元标定模型的第一类误差方程

式。为了保证畸变差的连续性，同ＤＥＭ 有限元

内插一样，必须引入光滑和连续性约束条件，构成

有限元标定模型的第二类误差方程式。其中，狓

方向的二阶差分用于描述畸变差分量Δ狓的连续

性，而狔方向的二阶差分用于描述畸变差分量Δ狔

的连续性：

狏狓犻，犼 ＝Δ狓犻，犼－１－２·Δ狓犻，犼＋Δ狓犻，犼＋１ ＝０

狏
狔
犻，犼 ＝Δ狔犻－１，犼－２·Δ狔犻，犼＋Δ狔犻＋１，犼 ＝０ （６）

　　利用上述模型进行标定的实验表明，参数

狓０、狔０、犳、Δ狓犻，犼、Δ狔犻，犼和外方位元素角元素κ（绕

ＬＣＤ屏幕垂轴旋转的旋转角）之间严重相关。这

种相关性主要表现在：① 像主点偏移，这种偏移

被畸变差吸收，最终导致畸变差为零的点严重偏

离图像中心；② 主距变长或者变短，这种误差最

终导致畸变差出现一致性收缩或者伸展的系统误

差；③ 角元素κ出现严重的旋转误差，这种误差

造成畸变差呈螺旋状，最终导致参考点点位误差

也呈螺旋状（图２）。为此可以引入另外两类条件

方程，构成有限元标定模型的第三、四类误差方

程。

图２　参数严重相关引起的螺旋状现象

Ｆｉｇ．２　ＴｕｒｂｉｎａｔｅＰｈｅｎｏｍｅｎｏｎＣａｕｓｅｄｂｙ

ＳｅｒｉｏｕｓＣｏｒｒｅｌａｔｉｖｉｔｙ

第三类误差方程是将主距和像主点坐标当作

带权观测值处理［１３］，权值分别为犘狓
０
、犘狔０和犘犳：

狏狓
０
＋狓０ ＝狓^０

狏狔０＋狔０ ＝狔^０

狏犳＋犳０ ＝犳^

（７）

　　第四类误差方程由参数畸变差标定模型派生

而来。由参数畸变差标定模型可知，若一个像点

的狓坐标接近于像主点坐标分量狓０ 时，其对应的

畸变差分量Δ狓就会趋近于０；同理，当狔坐标趋

近于狔０ 时，Δ狔也趋近于０。因此第四类误差方

程为：

Δ狓狓
０
＝ （１－ｄ狓狓

０
）（１－ｄ狔狆）Δ狓犻，犼＋ｄ狓狓０（１－

　ｄ狔狆）Δ狓犻，犼＋１＋（１－ｄ狓狓０）ｄ狔狆Δ狓犻＋１，犼＋

　ｄ狓狓
０
ｄ狔狆Δ狓犻＋１，犼＋１ ＝０

Δ狔狔０ ＝ （１－ｄ狓狇）（１－ｄ狔狔０）Δ狔犻，犼＋ｄ狓狇（１－

　ｄ狔狔０）Δ狔犻，犼＋１＋（１－ｄ狓狇）ｄ狔狔０Δ狔犻＋１，犼＋

　ｄ狓狇ｄ狔狔０Δ狔犻＋１，犼＋１ ＝０ （８）

　　由于满足上述条件的点有无穷多个，实际上，

５９３
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只需从每个有限元格网中抽取出一个点参加平

差。

３　标　定

日本的 Ｎｏｍａ指出，可以利用ＬＣＤ进行标

定，但并未进行实验研究［１４］。本文实验完全基于

ＬＣＤ，通过ＶＣ编程绘制黑色圆形标记点，圆半径

为１ｍｍ，相邻圆心间距为１０ｍｍ，共２３×３３个

圆。为了实现自动提取，格网中心绘制３个不同

颜色的关键圆，确定整个坐标系。

标定设备包括 ＣＡＳＩＯＥＸＺ７５０（７２０万像

素）和 ＣＡＮＮＯ３５０Ｄ（８２０万像素）两款数码相

机，以及ＤＥＬＬ公司的Ｅ１７３ＦＰ的１７ｉｎＬＣＤ，如

图３（ａ）所示。

像片的具体拍摄方法类似于Ｎｏｍａ提出的方

法，共拍摄５张像片（图３（ｂ）），即分别从ＬＣＤ的

４个角点和中心点的前上方向ＬＣＤ中心拍摄，

ＬＣＤ尽量占满像幅。

具体的标定流程为：像片拍摄→圆点自动提

取→利用二维 ＤＬＴ计算像机和像片参数初始

值［１５］
→有限元相机标定。

图３　标定装置和像片

Ｆｉｇ．３　ＥｑｕｉｐｍｅｎｔｓａｎｄＦｉｖｅＰｈｏｔｏｓｆｏｒＣａｌｉｂｒａｔｉｏｎ

４　实验结果和分析

为了说明有限元相机标定模型的有效性，将

实验结果与用同样数据进行参数畸变差模型标定

的结果进行比较，后者包含犽１、犽２、狆１、狆２ 四个畸

变差参数。

图４（ａ）显示了使用ＣＡＳＩＯ相机并采用有

限元标定模型得到相机畸变差模型，不再存在螺

旋状现象；图４（ｂ）显示了ＬＣＤ格网圆点的点位

误差，误差较小并呈随机分布；图４（ｃ）显示了标

定之后ＬＣＤ格网圆点在影像上的投影残差，不存

在螺旋状现象和其他系统误差。结果说明文中提

出的标定模型是非常有效的，其耗时见表１。

表１是对应的标定精度，其中ＰＭ１和ＰＭ２

分别代表使用ＣＡＳＩＯ和ＣＡＮＯＮ相机并利用一

般的参数畸变差标定模型得到的结果；ＦＥ１和

ＦＥ２分别代表使用ＣＡＳＩＯ和ＣＡＮＯＮ相机并利

用有限元标定模型得到的结果。为了更能说明精

度，从平面格网点中均匀取出部分点作为检查点，

用于检查标定的精度。表中，犿 代表检查点点位

误差的均方根；犇代表ＬＣＤ到每张像片的平均深

度。由光束法平差结果可知，两组数据分别为

３７５ｍｍ和３４０ｍｍ左右；狋为平差耗时（ｓ）。从结

果中看出，基于有限元标定模型的结果要好于参

数畸变差标定模型的结果。

图４　利用ＣＡＳＩＯ相机和有限元标定模型进行标定的部分结果

Ｆｉｇ．４　ＲｅｓｕｌｔｓｏｆＮｅｗＰｒｏｐｏｓｅｄＡｐｐｒｏａｃｈｗｉｔｈＣＡＳＩＯ

表１　基于参数畸变差模型和有限元模型的两款相机标定精度比较／ｍｍ

Ｔａｂ．１　ＡｃｃｕｒａｃｙＣｏｍｐａｒｉｓｏｎＢｅｔｗｅｅｎＰａｒａｍｅｔｒｉｃＤｉｓｔｏｒｔｉｏｎＭｏｄｅｌａｎｄＦｉｎｉｔｅＥｌｅｍｅｎｔｓＭｏｄｅｌ

ｗｉｔｈＣａｍｅｒａｓｏｆＣＡＳＩＯＥＸＺ７５０ａｎｄＣＡＮＯＮ３５０Ｄ

犿犡 犿犢 犿犣 犿犡犢犣 犿犡／犇 犿犢／犇 犿／犇 狋／ｓ

ＰＭ１ ０．０１５２ ０．０１４２ ０．０４７２ ０．０５１５ １／２４６７１ １／２６４０８ １／７９４５ ０．３７５

ＦＥ１ ０．０１４３ ０．０１４１ ０．０４２７ ０．０４７２ １／２６２２４ １／２６５９６ １／８７８２ ５２

ＰＭ２ ０．０１６９ ０．０１３７ ０．０３８６ ０．０４４３ １／２０１１８ １／２４８１８ １／８８０８ ０．４８

ＦＥ２ ０．０１３２ ０．００８９ ０．０３５０ ０．０３８５ １／２５７５８ １／３８２０２ １／９７１４ ５９

６９３
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　　由于该方法属于一种非参数畸变差标定模

型，因此它同样可以适用于各种不同类型的相机，

尤其是广角或者“鱼眼”镜头相机等［８］，这将需进

一步进行大量测试。
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