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摘　要：在空间后方交会的解算过程中，利用共线条件方程式列出误差方程后，针对地面控制点以及像点坐标

均存在误差这一特点，引入总体最小二乘（ｔｏｔａｌｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓ，ＴＬＳ）的方法，对系数矩阵犃以及观测向量犫同

时进行改正，计算像片的６个外方位元素，建立更加合理的计算模型，可获得精度更高、更稳定的解。

关键词：总体最小二乘（ＴＬＳ）；空间后方交会；外方位元素

中图法分类号：Ｐ２０７．２；Ｐ２２１．１

　　空间后方交会的解算是以共线条件方程式为

基础的，它以像片的６个外方位元素为待求参数，

当有多余观测存在时，为了得到参数的最佳估值，

通常采用经典的高斯马尔可夫模型对误差方程

式进行求解。采用该线性模型的前提是偶然误差

仅存在于观测向量犫中，而系数矩阵犃是不含误

差的。然而在实际的测量过程中，控制点的像片

坐标和地面坐标均存在误差，因而通过共线方程

解算外方位元素必须考虑矩阵犃中的误差。为

了同时考虑两部分的误差，建立更合理的计算模

型，本文引入了总体最小二乘（ＴＬＳ）的方法。该

方法可用于解决所谓的变量中的误差（ｅｒｒｏｒｉｎ

ｖａｒｉａｂｌｅｓ，ＥＩＶ）模型的估计问题
［１］。

１　空间后方交会及犜犔犛的基本原理

１．１　空间后方交会的数学模型

空间后方交会就是根据影像覆盖范围内一定

数量的分布合理的地面控制点（已知其像平面坐

标（狓，狔）和对应的地面坐标（犡，犢，犣）），利用共线

条件方程式求解像片的外方位元素（犡狊，犢狊，犣狊，

φ，ω，κ）。这里假设像片的内方位元素（狓０，狔０，犳）

已知，共线条件方程式可表示为：

狓－狓０ ＝

－犳
犪１（犡－犡狊）＋犫１（犢－犢狊）＋犮１（犣－犣狊）

犪３（犡－犡狊）＋犫３（犢－犢狊）＋犮３（犣－犣狊）

狔－狔０ ＝

－犳
犪２（犡－犡狊）＋犫２（犢－犢狊）＋犮２（犣－犣狊）

犪３（犡－犡狊）＋犫３（犢－犢狊）＋犮３（犣－犣狊）

（１）

式中，犪１、犪２、犪３、犫１、犫２、犫３、犮１、犮２、犮３是由φ、ω、κ组

成的旋转矩阵中的元素。通过泰勒级数展开，可

将共线方程线性化为：

狓－（狓）＝
狓

犡狊
ｄ犡狊＋

狓

犢狊
ｄ犢狊＋

狓

犣狊
ｄ犣狊＋

狓

φ
ｄφ＋

狓

ω
犱ω＋

狓

κ
ｄκ

狔－（狔）＝
狔
犡狊
ｄ犡狊＋

狔
犢狊
ｄ犢狊＋

狔
犣狊
ｄ犣狊＋

狔
φ
ｄφ＋

狔
ω
ｄω＋

狔
κ
ｄκ （２）

式中，各项系数的表达式具体见文献［２］。令

犫＝ ［狓－（狓），狔－（狔）］
Ｔ

犃＝

狓

犡狊

狓

犢狊

狓

犣狊

狓

φ

狓

ω
狓

κ

狔
犡狊

狔
犢狊

狔
犣狊

狔
φ

狔
ω

狔


熿

燀

燄

燅κ

ξ＝ ｄ犡狊 ｄ犢狊 ｄ犣狊 ｄφ ｄω ｄ［ ］κ
Ｔ （３）

当观测个数狀大于参数个数犿（这里为６）时，应
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用最小二乘法可求得参数的最或然值。此时需要

有一个基本假设，即偶然误差犲只存在于观测向

量犫中，而系数矩阵犃是不受偶然误差影响的，

因此，观测方程可以表示为：

犫－犲＝犃·ξ

ｒａｎｋ（犃）＝犿＜狀
（４）

　　由式（４）可以看出，最小二乘法将偶然误差犲

归入观测向量犫中。然而在很多情况下，这并不

符合事实，由于模型误差、人为误差、仪器误差等

使得几乎在所有的观测量中都会存在误差［１］，因

此，包含变量的系数矩阵犃 就不再是固定不变

的，而是有误差的。在此情况下，引入总体最小二

乘方法，利用该方法来解决所有的数据都受到偶

然误差影响的问题。

１．２　犜犔犛方法的模型、解法及精度估计

与仅考虑到观测向量犫中是含有误差的，而

认为系数矩阵犃中并不存在误差的最小二乘方

法相比，ＴＬＳ所关心的是当犫和犃 中都含有误

差，同时考虑这些误差时，参数向量ξ的估计方

法。令顾及犫和犃 误差的模型为：

（犃－犈犃）ξ＝犫－犲，狀＞犿＝ｒａｎｋ（犃）

犲

ｖｅｃ犈
［ ］

犃

～ ［］０
０
，σ
２
０

犐狀 ０

０ 犐犿 犐
［ ］烄

烆

烌

烎狀

（５）

这里，犈犃代表了存在于犃 中的偶然误差矩阵；

ｖｅｃ犈犃是将犈犃按列矢量化。在最小二乘中，犈犃≡

０，而ＴＬＳ的估计准则为：

犲Ｔ犲＋（ｖｅｃ犈犃）
Ｔ（ｖｅｃ犈犃）＝ｍｉｎ （６）

　　通常采用奇异值分解（ｓｉｎｇｕｌａｒｖａｌｕｅｄｅｃｏｍ

ｐｏｓｉｔｉｏｎ，ＳＶＤ）的方法来求得参数的 ＴＬＳ解
［３］。

因此，在利用ＴＬＳ方法进行求解时，需要对增广

矩阵［犃，犫］进行奇异值分解：

［犃，犫］＝犝Σ犞
Ｔ （７）

式中，犝＝［狌１，狌２，…，狌狀］∈犚
狀×狀和犞＝［狏１，狏２，…，

狏犿＋１］∈犚
（犿＋１）×（犿＋１）分别是狀×狀和（犿＋１）×（犿

＋１）阶正交矩阵；Σ＝ｄｉａｇ［σ１，σ２，…，σ犿＋１］是一

个狀×（犿＋１）阶的对角阵，并且对角线上的元素

即为奇异值，非对角线上的元素全为０。

为了求得ξ，使得目标函数最小，方程（５）可

以改写成如下形式：

犃^，^［ ］犫·
ξ^

－
［ ］
１
＝０ （８）

式中，犃^，^［ ］犫 为平差值；^ξ为最佳估值。由线性代

数知，矢量 ξ^
Ｔ，［ ］－１ Ｔ是在 犃^，^［ ］犫 张成的零空间，

因此，利用矩阵 犃^，^［ ］犫 的奇异值分解以及关系式

（８）可 知，正 交 矩 阵 犞 的 最 后 一 列

狏１，犿＋１，狏２，犿＋１，…，狏犿＋１，犿［ ］＋１
Ｔ在 犃^，^［ ］犫 张成的零

空间，由此可以得到ＴＬＳ问题的惟一解
［４］：

ξ^＝
－１

狏犿＋１，犿＋１
· 狏１，犿＋１，…，狏犿，犿＋［ ］１ （９）

同时得到ＴＬＳ的残差矩阵为：

犈^犃，^［ ］犲 ＝ 犃，［ ］犫 － 犃^，^［ ］犫 ＝σ犿＋１·狌犿＋１·狏
Ｔ

犿＋１

（１０）

其中，σ犿＋１为奇异值；狌犿＋１为左奇异向量；狏犿＋１为

右奇异向量。进一步计算出ＴＬＳ变量的单位权

方差以及参数的协方差矩阵［５］：

狏^＝犲^
Ｔ犲^＋ｖｅｃ（^犈犃）

Ｔｖｅｃ（^犈犃）

σ
２
０（ＴＬＳ）＝

狏^
狀－犿

（１１）

犇（^ξ）≈σ^
２
０（犖－^狏犐犿）

－１犖（犖－^狏犐犿）
－１
＝

σ^
２
０［（犖－^狏犐犿）

－１
＋^狏（犖－^狏犐犿）

－２］＝

（狀－犿）－
１［^狏（犖－^狏犐犿）

－１
＋^狏

２（犖－^狏犐犿）
－２］

（１２）

其中，犖＝犃Ｔ犃。

２　计算步骤及实例分析

２．１　计算步骤

１）给定近似值，设犽为任意两点求得的摄影

比例尺分母：

犽＝ （犡（犻）－犡（犼））
２
＋（犢（犻）－犢（犼））槡

２／

　　 （狓（犻）－狓（犼））
２
＋（狔（犻）－狔（犼））槡

２

犡０狊 ＝∑犡／狀

犢０狊 ＝∑犢／狀

犣０狊 ＝犽×犳＋∑犣／狀

φ
０
＝ω

０
＝κ

０
＝０

　　２）按式（２）组成误差方程，若有狀个点，可组

成２狀个误差方程；

３）根据式（７）至式（９）直接求得参数的ＴＬＳ

解，从而得到６个外方位元素的值；

４）由式（１０）至式（１２）对平差结果进行精度

评定。

２．２　实例

为了验证上述算法的正确合理性，本文编制

了ＴＬＳ方法在空间后方交会中应用的计算程序，

同时与ＬＳ方法得到的结果进行比较。

例１　本例数据来源于文献［６］，像片的内方

位元素已知，狓０＝狔０＝０，焦距犳＝１５３．２４ｍｍ，

表１为四个控制点的像片坐标和地面坐标；分别

由ＴＬＳ和ＬＳ方法得到的外方位元素的解见表

２，单位权中误差和参数的中误差见表３。由ＴＬＳ

方法得到的残差矩阵［犈犃，犲］为：

２７２１
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［犈犃，犲］＝１０
－６·

　０．６０３ －０．２１４ －０．０４６０００ 　０

　４．１７４ －１．４８２ －０．３１５０００ －０．００３

　１．１０８ －０．３９３ －０．０８４０００ －０．００１

－６．３７２ 　２．２６３ 　０．４８２０００ 　０．００５

　１．４４７ －０．５１４ －０．１０９０００ －０．００１

　２．１８８ －０．７７７ －０．１６５０００ －０．００２

－３．１４６ 　１．１１７ 　０．２３８０００ 　０．００２

　０．１１１ －０．０４０ －０．００８０００ 　

熿

燀

燄

燅０

　　由表３的结果可以看出，利用ＴＬＳ方法得到

的单位权中误差和参数的中误差均要比ＬＳ方法

得到的相应结果小得多，因此得到的解的精度更

高。这表明由ＴＬＳ方法建立的ＥＩＶ模型会更加

合理一些，因为它对所有需要修正的变量都进行

了修正。

表１　控制点的像片坐标和地面坐标

Ｔａｂ．１　ＩｍａｇｅＣｏｏｒｄｉｎａｔｅａｎｄＯｂｊｅｃｔＳｐａｃｅＣｏｏｒｄｉｎａｔｅ

ｏｆＣｏｎｔｒｏｌＰｏｉｎｔｓ

点号
像片坐标／ｍｍ 地面坐标／ｍ

狓 狔 犡 犢 犣

１ －８６．１５ －６８．９９ ３６５８９．４１２５２７３．３２ ２１９５．１７

２ －５３．４ ８２．２１ ３７６３１．０８３１３２４．５１ ７２８．６９

３ －１４．７８ －７６．６３ ３９１００．９７２４９３４．９８ ２３８６．５

４ １０．４６ ６４．４３ ４０４２６．５４３０３１９．８１ ７５７．３１

表２　犜犔犛与犔犛方法解得的外方位元素

Ｔａｂ．２　ＥｘｔｅｒｉｏｒＯｒｉｅｎｔａｔｉｏｎＥｌｅｍｅｎｔｓｏｆＴＬＳａｎｄＬＳ

犡狊／ｍ 犢狊／ｍ 犣狊／ｍ φ／ｒａｄ ω／ｒａｄ κ／ｒａｄ

ＴＬＳ解 ３９７９７．５３７ ２７４７９．９７６ ７５６０．２９４ －０．００４１４６ ０．００１４４５ －０．０６６６６３

ＬＳ解 ３９７９５．４５２ ２７４７６．４６２ ７５７２．６８６ －０．００３９８７ ０．００２１１４ －０．０６７５７８

表３　犜犔犛与犔犛方法的精度比较

Ｔａｂ．３　ＰｒｅｃｉｓｉｏｎＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆＴＬＳａｎｄＬＳ

σ０／１０－３ｍｍ σ犡犛／ｍｍ σ犢犛／ｍｍ σ犣犛／ｍｍ σφ／１０
－４ｍｒａｄ σω／１０－４ｍｒａｄ σκ／１０－５ｍｒａｄ

ＴＬＳ ０．００６５７５４７８ ０．００１０３８０８６８ ０．００１１４８３５５４ ０．０００４４３８５１２ ０．００１６５１ ０．００１４５２ ０．００６５３

ＬＳ ７．２５９４２４０３１ １．１０７３８５０４５９ １．２４９５１５１９９３ ０．４８８１２９９５６５ １．７８６２５２ １．６１４６１０ ７．２０３８２

　　例２　本例主要分析控制点的减少对空间后

方交会的解的稳定性的影响。已知狓０＝狔０＝０，犳

＝１２６ｍｍ。控制点的坐标见表４。

表４　控制点的像片坐标和地面坐标

Ｔａｂ．４　ＩｍａｇｅＣｏｏｒｄｉｎａｔｅａｎｄＯｂｊｅｃｔＳｐａｃｅＣｏｏｒｄｉｎａｔｅ

ｏｆＣｏｎｔｒｏｌＰｏｉｎｔｓ

点号
像片坐标／ｍｍ 地面坐标／ｍ

狓 狔 犡 犢 犣

１ －２１０．０７ －０．０７ －３２００．２６６ ４３０６．６３６ ２０９．２９８

２ －２１０．０５ －０．０５ －３１７６．７４１ ４３０６．６７８ ２２３．２７８

３ －２１０．０５－２１０．０５ －３１３７．４９９ －７１２．５７４ ２３７．２５８

４ －８３．９８ ２１０．０２ －１３７．４４９ ９２９４．６９４ ２５１．３２８

５ －８４．０３ －０．０３ －１１３．６１１ ４３１５．１１３ ２６５．２７８

６ －８４．０７－２１０．０７ －８９．７８０ －６１３．８５２ ２７９．３６８

７ ０．００ ２１０．００ １８５４．８０７ ９２１６．９３１ ２９３．３４８

８ －０．０７ －０．０７ １８６８．４０６ ４３２０．６７８ ３０７．３８８

９ ０．０８－２０９．９２ １８８１．８２６ －５２５．３３５ ３２１．３８８

１０ ８３．９３ ２０９．９３ ３７８０．６０４ ９１３９．４０５ ３３５．３４８

１１ ８４．００ ０．００ ３７８３．９１４ ４３２５．９１０ ３４９．３４８

１２ ８４．０４－２０９．９６ ３７８７．１５３ －４３７．４４０ ３６３．４０８

１３ ２１０．０８ ２１０．０８ ６５８０．５４２ ９０５８．５３９ ３７７．４０８

１４ ２０９．９３ －０．０７ ６５６８．５７８ ４３３３．５０８ ３９１．２７８

１５ ２０９．９７－２１０．０３ ６５５６．５８５ －３４１．６１２ ４０５．２３８

１６ －８４．０９ １１４．９１ －１７．５７３ ６８８７．９９１ ４１９．２３８

１７ －８３．９２－１１４．９２ ６．８６６ １７５６．６４８ ４３３．３４８

１８ ８４．００ １１５．００ ３７１２．５７１ ６８５９．２８２ ４４７．３８８

１９ ８３．９１－１１５．０９ ３７１６．３５７ １８０５．８０６ ４６１．２３８

　　从中分别随机选取７个控制点（点号为１、４、

７、１０、１３、１６、１８）、５个控制点（点号为１、４、７、１０、

１３）和４个控制点（点号为１０、１１、１３、１４），对这三

种情况计算得到的外方位元素以及精度分别见表

５和表６。

利用ＴＬＳ方法计算得到的其余点的平均精

度与ＬＳ方法得到的其余点的平均精度在控制点

为７、５、４个点时分别提高了０．４５０８ｍ、０．３２７０

ｍ、０．００４２ｍ。由此可见，当控制点数量减少时，

通过ＴＬＳ方法能够得到精度较高的解，因此，利

用该方法得到的结果更加稳定。

３　结　语

在进行空间后方交会的解算过程中，本文利

用ＴＬＳ方法估计了像片的外方位元素。由于

ＴＬＳ方法建立的ＥＩＶ模型对所有的误差都进行

了最小化的约束，因此，与认为系数矩阵犃无误

差的ＬＳ方法相比，ＴＬＳ方法建立起了一个包含

变量的系数矩阵犃以及观测向量犫均含有误差

时的更加合理的模型。利用ＴＬＳ方法进行解算，

得到的单位权中误差和参数的中误差都要比ＬＳ

方法计算的结果小，因此得到的计算结果精度更

高。由于避开了矩阵求逆，从而使得当控制点分

布不合理或控制点数量减少时，仍能得到比较稳

定、精度较高的解。
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表５　犜犔犛与犔犛方法解得的外方位元素

Ｔａｂ．５　ＥｘｔｅｒｉｏｒＯｒｉｅｎｔａｔｉｏｎＥｌｅｍｅｎｔｓｏｆＴＬＳａｎｄＬＳ

点数 犡狊／ｍ 犢狊／ｍ 犣狊／ｍ φ／１０
－３ｒａｄ ω／１０－４ｒａｄ κ／１０－３ｒａｄ

７ １８８１．１９８０ ４３２０．９７２４ ３２２９．０２２３ －３．９８９５２３７ ３．１３７７５９ ２．６７４９４７５

ＴＬＳ ５ １８８０．１１４４ ４３１９．９８９５ ３２２８．７１９０ －３．９８７６６３２ ４．３６５５１９ ２．６２７６７２０

４ １８８０．７５００ ４３２２．８２２６ ３２３３．４３７７ －４．５３２５１４８ －２．２７９４５６ ２．５２７６３４９

７ １８８１．３１０５ ４３２１．１０６６ ３２２８．７８２４ －４．１３６６０１７ ３．３４５４３７ ２．７７５９５８１

ＬＳ ５ １８８０．３１７６ ４３２０．１８２９ ３２２８．５１８９ －４．０８３３９５６ ４．４５０４１８ ２．７０００４４３

４ １８８０．８９５４ ４３２２．８５８２ ３２３３．４９１０ －４．５１７２４６４ －２．３７５７７１ ２．５０８１３７５

表６　犜犔犛与犔犛方法的精度

Ｔａｂ．６　ＰｒｅｃｉｓｉｏｎｏｆＴＬＳａｎｄＬＳ

点数 σ０／１０－２ｍｍ σ犡
狊
／ｍｍ σ犢

狊
／ｍｍ σ犣

狊
／ｍｍ σφ／１０

－４ｍｒａｄ σω／１０－４ｍｒａｄ σκ／１０－４ｍｒａｄ

７ １．４７３３９５０３ ０．３８７７ ０．３０６３ ０．２３７３ ０．４０１ ０．６０９ ０．４９６

ＴＬＳ ５ １．６６６７８３９８ ０．６１７０ ０．５２８５ ０．３３１１ ０．５００ ０．９１５ ０．７１８

４ １．５７７１１８９７ ０．５３９３ ０．６２９６ ０．５３６１ ０．８６３ ０．８５４ １．００４

７ ５．３５４８８２３０ １．３６７８ １．０７５８ ０．８３３２ １．４５９ ２．２０４ １．８０５

ＬＳ ５ ６．７４７３３８６０ ２．４６３２ ２．０９９４ １．３０４４ ２．０３０ ３．６８４ ２．９１３

４ ６．４５８９４２９１ ２．２４４２ ２．６１６５ ２．２３４９ ３．５６３ ３．５１８ ４．１４０
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