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三维坐标转换参数求解的一种直接搜索法

曾怀恩１　黄声享１

（１　武汉大学测绘学院，武汉市珞喻路１２９号，４３００７９）

摘　要：采取了两步措施简化三维坐标转换非线性模型：① 旋转矩阵的３个旋转角用一个反对称矩阵的３个

独立元素代替，将旋转矩阵由反对称矩阵构成Ｌｏｄｒｉｇｕｅｓ矩阵；② 将坐标转换７参数模型变换成基线向量模

型，消去平移３参数。然后，采用遗传算法与模式搜索法相结合的一种直接搜索法求解参数。算例表明，该算

法是可行的。最后，从坐标转换精度的角度对基线向量模型原点与公共点的选取进行了分析，结论是原点选

取的点的精度相对较高时坐标转换精度相对较高，公共点的选取以３～５个精度高的点为宜。
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　　在测量中，经常会遇到一些坐标转换问题，如

ＷＧＳ８４坐标与北京５４坐标之间的转换或与地

方坐标的转换。对于三维空间直角坐标转换，通

常情况下，由于旋转角为小角度而被视为微小量，

旋转矩阵进行了简化，此时，坐标转换模型为线性

模型，求解非常容易。当旋转角为大角度时，旋转

矩阵９参数中只有３个是独立的，其他６参数与

独立参数的关系比较复杂，此时，坐标转换模型为

非线性模型，求解比较困难。对于大旋转角的坐

标转换问题，文献［１］将非线性模型线性化产生的

误差作为函数模型的模型误差来处理，要求３个

旋转角在５０°以内；文献［２］将三维坐标转换的非

线性模型进行了线性化，可适用于任意角度的旋

转；文献［３］把传统的３个旋转角参数用反对称矩

阵３个元素替代，推导了３个公共点直接计算转

换参数的公式，进一步给出了平差模型。针对三

维坐标转换的非线性模型，本文不作线性化处理，

采用了一种直接搜索法求解模型参数，可适用于

任意角度的旋转。算例表明，该方法简便、求解速

度快、结果可靠。

１　数学模型

设有两三维空间直角坐标系犗犛犡犛犢犛犣犛与

犗犜犡犜犢犜犣犜（犛与犜 分别表示原坐标系与目标坐

标系），若同一点在两坐标系中的坐标为（犡犻犛，

犢犻犛，犣犻犛）与（犡犻犜，犢犻犜，犣犻犜），则有如下所示关系式：

狓犻犜 ＝Δ狓＋λ犚狔（ε狔）犚狓（ε狓）犚狕（ε狕）狓犻犛 （１）

式中，

狓犻犛 ＝ 犡犻犛 犢犻犛 犣［ ］犻犛
Ｔ，狓犻犜 ＝ 犡犻犜犢犻犜犣［ ］犻犜

Ｔ

Δ狓＝ Δ犡 ΔＹ Δ［ ］犣 Ｔ

犚狕（ε狕）＝

　ｃｏｓε狕 ｓｉｎε狕 ０

－ｓｉｎε狕 ｃｏｓε狕 ０

熿

燀

燄

燅０ ０ １

犚狓（ε狓）＝

１ ０ ０

０ ｃｏｓε狓 ｓｉｎε狓

０ －ｓｉｎε狓 ｃｏｓε

熿

燀

燄

燅狓

犚狔（ε狔）＝

ｃｏｓε狔 ０ －ｓｉｎε狔

０ １ ０

ｓｉｎε狔 ０ 　ｃｏｓε

熿

燀

燄

燅狔

Δ犡、Δ犢、Δ犣为坐标平移参数；λ为尺度参数；ε狕、

ε狓、ε狔为旋转角参数。令

犚＝犚狔（ε狔）犚狓（ε狓）犚狕（ε狕） （２）

设坐标转换 残 差狏犻＝Δ狓＋λ犚狓犻犛 －狓犻犜，狏＝

狏Ｔ１ 狏Ｔ２ … 狏Ｔ［ ］狀 Ｔ（狀为用于求解参数的公共点

的个数），取直接搜索法的目标函数为狏Ｔ犘狏（犘为

坐标观测值的权阵），在狏Ｔ犘狏＝ｍｉｎ条件下实现

参数的最优化，即完成最小二乘准则下的平差。

为了简化计算，将各公共点坐标观测值视为相同
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精度，即犘为单位矩阵犐，这时直接搜索法的目标

函数可简化为狏Ｔ狏。由于狏的形式过于复杂，必须

进行两步处理才可直接应用求解。

１）将式（２）展开得：

犚＝

ｃｏｓε狕ｃｏｓε狔－ｓｉｎε狕ｓｉｎε狔 ｓｉｎε狕ｃｏｓε狔＋ｓｉｎε狕ｓｉｎε狓ｓｉｎε狔 －ｃｏｓε狓ｓｉｎε狔

－ｓｉｎε狕ｃｏｓε狓 ｃｏｓε狕ｃｏｓε狓 ｓｉｎε狓

ｃｏｓε狕ｓｉｎε狔＋ｓｉｎε狕ｓｉｎε狓ｃｏｓε狔 ｓｉｎε狕ｓｉｎε狔－ｃｏｓε狕ｓｉｎε狓ｃｏｓε狔 ｃｏｓε狓ｃｏｓε

熿

燀

燄

燅狔

（３）

如果直接选择３旋转角作为独立参数，犚矩阵９

元素都是该３参数的函数，涉及复杂的三角函数

运算，用直接搜索法求解时，求解相当困难，甚至

不能收敛。有必要结合犚矩阵的特性对犚 进行

某种简化。因为犚狕（ε狕）、犚狔（ε狔）、犚狓（ε狓）都是正交

矩阵［４，５］，由式（２）可知犚犚Ｔ＝犚Ｔ犚＝犐，即犚也是

正交矩阵，犚的９元素中只有３个元素是独立的。

基于这一特点，可设计一个反对称矩阵 犙＝

０ －犮 －犫

犮 ０ －犪

犫 犪

熿

燀

燄

燅０

，其元素犪、犫、犮都是独立的，犚由

犙构成Ｌｏｄｒｉｇｕｅｓ矩阵：

犚＝ （犐＋犙）（犐－犙）
－１ （４）

式中，犐为３阶单位矩阵。这样犚的３个旋转角

参数由犪、犫、犮代替，直接搜索求解中可以省去大

量三角函数计算，收敛速度可大大提高。

２）如果采用７参数Δ犡、Δ犢、Δ犣、λ、犪、犫、犮进

行直接搜索，由于参数量多，而且平移３参数

Δ犡、Δ犢、Δ犣与λ、犪、犫、犮数量级通常相差很大，算

法仍很难收敛。为了减少直接搜索的参数，可应

用基线向量（坐标差）求转换参数的方法，此方法

先求各公共点相对于原点（可假定为某精度较高

的公共点）的基线向量，然后利用基线向量求得转

换参数。对于原点，有：

狓０犜 ＝Δ狓＋λ犚狓０犛 （５）

由狓犻犜－狓０犜得

狓犻犜 －狓０犜 ＝λ犚（狓犻犛 －狓０犛） （６）

设狓′犻犜 ＝狓犻犜－狓０犜，狓′犻犛＝狓犻犛－狓０犛，狏′犻＝λ犚狓′犻犛 －狓′犻犜，

狏′＝ 狏′Ｔ１　狏′
Ｔ
２　…　狏′

Ｔ［ ］狀
Ｔ，直接搜索法的目标函

数可改写为狏′Ｔ狏′，此时，求解的转换参数只有λ、

犪、犫、犮，采用直接搜索法可快速求解。求得参数后

代入式（５）可得平移参数Δ狓＝狓０犜－λ犚狓０犛。

２　直接搜索法

直接搜索法只用到目标函数的函数值信息，

而不需要目标函数的导数信息，因而对于一些很

难求导和不能求导的问题非常适用。三维坐标转

换非线性模型线性化比较复杂、费时，采用直接搜

索法可以不用线性化模型，求解比较简便。直接

搜索法有多种，在本文求解参数时，考虑了目前应

用比较广、算法比较成熟的遗传算法和模式搜索

法［６］，通过多次验算比较分析，结论是遗传算法全

局搜索能力强，但其在求解转换参数时，算法容易

早熟，而且对算法参数设置依赖大，而模式搜索法

收敛速度快但容易收敛到一个局部最优解。为了

综合两者的优势，本文算法先进行一定代数的遗

传算法操作，然后再用模式搜索法搜索下降点。

对目标函数为犳（狓），最优化为ｍｉｎ｛犳（狓）｝问题：

１）选定初始点狓０，计算目标函数初始值

犳（狓０）。

２）遗传算法操作。根据狓０确定一定的初始

范围，按一定编码方式生成初始种群，评价初始种

群个体的适应度，执行遗传算子（包括选择、交叉、

变异）操作，生成第一代群体，再评价第一代个体

的适应度，执行遗传算子操作，生成第二代群体，

…，直到生成第犖 代群体后停止迭代（犖 取值为

搜索参数的２０倍，此处为８０）。判断第犖 代最适

应个体狓１是否为下降点，即犳（狓１）＜犳（狓０）是否

成立，若成立则令狓０＝狓１。

３）模式搜索法搜索下降点。在狓０的周围选取

一个能使目标函数值下降的方向，沿该方向取一下

降点狓２能使目标函数值下降，即犳（狓２）＜犳（狓０）。

４）停止标准判断。若满足条件则找到了一

个最优解，结束求解过程；否则，令狓０＝狓２，转步

骤３）继续。

给定的初始点及停止标准的不同，将影响本文

算法的收敛速度与解的精度。初始点若离最优解

比较近，则迭代的次数会比较少，反之，若离最优解

比较远，则迭代的次数会比较多。停止标准有多

种，如限制最大迭代次数、目标函数最大计算次数、

最小步长、参数的容差、目标函数值的容差等。本

文选择限制目标函数的容差ε，若前一次和当前迭

代的目标函数的最佳值之差小于ε，则停止迭代。

３　算例与分析

为了与文献［２］中的坐标转换参数平差方法比

较，这里采用文献［２］中实例的数据。为了分析广

州新机场航站楼网架结构中的一个构件在各种力

的作用下的应变情况，需测定其节点坐标。设计时

采用的坐标系方向为犡向北、犣向东、犢向上，原点

９１１１
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为构件端点铰的中心；测量采用的坐标系方向为狓

向北、狔向东、狕向上，原点为任意假设。前者为右

手系，后者为左手系，且两个坐标系的指向存在未

知的夹角。上述两坐标系转换为左右手系之间的

转换，可以通过一些方式将两者转换成同一类坐标

系［２］。为了简便起见，将设计坐标系犣与犢 坐标

对调，将两坐标系统一到左手系。表１为１５个节

点和２个铰中心的设计坐标和实测坐标。

将８、１０、１４号点作为公共点，以１４号点为式

（５）中的原点，采用本文直接搜索法求解转换参

数，停止标准是限制目标函数的容差ε＝１０
－７，最

后结果为：Δ狓＝［－１０８３９７．７５５　－１０１７８５．４８１

－９６５２０．３６５］Ｔ；λ＝１．００１１２２５９０３；旋转矩阵

为：

犚＝

　０．９９９９８０７３３４ 　０．００２９９４１４１１ －０．００５４３７６２９０

　０．００５４４１３７８６ －０．００１２４５５９８７ 　０．９９９９８４４１９８

－０．００２９８７３２１３ 　０．９９９９９４７４１７ 　０．

熿

燀

燄

燅００１２６１８６７０

表１　节点设计坐标和实测坐标／ｍｍ

Ｔａｂ．１　ＮｏｄｅｓＤｅｓｉｇｎＣｏｏｒｄｉｎａｔｅｓａｎｄＭｅａｓｕｒｉｎｇＣｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ

点号
设计坐标 实测坐标

犡 犢 犣 狓 狔 狕

１ ０．０ ０．０ ０．０ １０８５２１．０ ９６６１１．０ １０１２２２．０

５ ２８９．０ ０．０ ３３２７．０ １０８８１９．０ ９９９３１．０ １０１２１３．０

６ －１１４．０ ２１６．５ ３３２７．０ １０８３７９．０ ９９９３７．０ １０１４３８．０

７ －１４４．０ －２１６．５ ３３２７．０ １０８３７８．０ ９９９３９．０ １００９９６．０

８ ４４４．０ ０．０ ５３２７．０ １０８９６５．０ １０１９３０．０ １０１２０６．０

９ －２２２．０ ３３３．０ ５３２７．０ １０８３０２．０ １０１９３０．０ １０１５３８．０

１０ －２２２．０ －３３３．０ ５３２７．０ １０８３０２．０ １０１９３１．０ １００８７９．０

１１ ６００．０ ０．０ ７３２７．０ １０９１２６．０ １０３９３８．０ １０１２０２．０

１２ －３００．０ ４５０．０ ７３２７．０ １０８２２５．０ １０３９２６．０ １０１６３９．０

１３ －３００．０ －４５０．０ ７３２７．０ １０８２２４．０ １０３９２５．０ １００７６２．０

１４ ４４４．０ ０．０ ９３２７．０ １０８９５５．０ １０５９２７．０ １０１２１２．０

１５ －２２２．０ ３３３．０ ９３２７．０ １０８２９０．０ １０５９１６．０ １０１５４０．０

１６ －２２２．０ －３３３．０ ９３２７．０ １０８２９１．０ １０５９１４．０ １００８８０．０

１７ ２８９．０ ０．０ １１３２７．０ １０８７８５．０ １０７９２６．０ １０１２２３．０

１８ －１１４．０ ２１６．５ １１３２７．０ １０８３５４．０ １０７９１４．０ １０１４４０．０

１９ －１１４．０ －２１６．５ １１３２７．０ １０８３５５．０ １０７９０８．０ １００９９７．０

２３ ０．０ ０．０ １４６２５．０ １０８４７３．０ １１１２１５．０ １０１２２８．０

　　用本文所求得的转换参数将实测坐标转换到

设计坐标，与已知坐标的较差如表２所示。从表

２可见，本文计算的犡、犢、犣方向坐标较差除在６、

表２　坐标较差／ｍｍ

Ｔａｂ．２　ＮｏｄｅＣｏｏｒｄｉｎａｔｅＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓＡｆｔｅｒ

Ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ

点号
文献［２］算法 本文算法

ｄ犡 ｄ犢 ｄ犣 ｄ犡 ｄ犢 ｄ犣

１ －１９．５ １３．４ －３．０ －１８．４ １９．２ １．９

５ １．４ ３．３ －４．４ ０．８ ７．７ －２．２

６ －７．１ １１．２ ３．３ －３７．８ １４．０ ５．３

７ －７．０ １．３ ５．１ －６．４ ４．５ ６．７

８ －０．６ －４．５ －１．９ －１．９ －０．９ －１．５

９ ０．３ －６．５ ０．６ －１．４ －５．２ ０．８

１０ １．９ －０．８ １．３ ２．１ １．０ １．０

１１ １１．６ －９．２ ９．６ ９．２ －６．５ ８．２

１２ ７．６ －２３．６ ０．９ ４．８ －２４．０ －０．５

１３ ８．８ －２．３ －０．５ ８．６ －１．９ －２．６

１４ ２．９ －０．７ －５．３ ０．０ ０．０ ０．０

１５ １．７ －６．７ －７．７ －１．５ －８．２ －８．６

１６ ４．４ －２．０ ６．８ ３．０ －２．９ －１１．４

１７ －５．７ ８．８ －３．６ －９．２ ７．５ １．７

１８ －５．１ ８．６ －９．９ －３８．９ ６．０ －８．６

１９ －３．０ －２．３ ５．５ －３５．５ －４．４ －１５．２

２３ －１８．２ １１．２ －３．０ －２２．７ ６．７ －２．６

１８、１９三个点的犡 方向较差较大外，绝大部分保

持在±１０ｍｍ以内，与文献［２］结果相当。在６、

１８、１９三个点的犡 方向符合性差的主要原因是

８、１０、１４号公共点的分布没有将整个测量区域包

围起来，导致各点的符合精度不一致。若以外符

合精 度 来 描 述 算 法 的 转 换 精 度，即 δ外 ＝

∑（ｄ犡
２
犻 ＋ｄ犢

２
犻 ＋ｄ犣

２
犻）／槡 狀（犻取所有非公共点

的点号，狀为非公共点的总数，此处等于１３），本文

算法δ外＝２３．３ｍｍ。

为了验证本算法的全局搜索能力，给定两个

不同的初始值，一个离最优解近，［λ　犪　犫　犮］取

为［１０００］，另一个离最优解远，［λ　犪　犫　犮］取

为［２２２２］，在公共点、原点等条件相同的情况

下，分别采用本文算法求解，最终得到的结果是相

同的。可知，本文算法具有搜索全局最优解的能

力。

为了分析原点的精度对转换精度的影响，同

样将８、１０、１４号点作为公共点，以１、５号点（５号

０２１１
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点相对１号点精度较高）分别作为原点，重新计

算，此时δ外分别为２７．７ｍｍ、２３．３ｍｍ。可见，原

点选择为精度较高的点时，坐标转换的精度也相

应较高。

为了分析公共点的个数对坐标转换精度的影

响，均以１号点作为原点，采用３～７个公共点进

行实验，结果如表３所示。

表３　公共点的个数与转换精度

Ｔａｂ．３　ＤｉｆｆｅｒｅｎｔＮｕｍｂｅｒｓｏｆＣｏｍｍｏｎＰｏｉｎｔｓａｎｄ

ＩｔｓＴｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎＰｒｅｃｉｓｉｏｎ

点数 选用的点 转换精度／ｍｍ

３ １１１２３ ２９．９

４ １１１１２２３ ２１．１

５ １１１１２１９２３ ２３．１

６ １６１１１２１９２３ ２２．３

７ １５６１１１２１９２３ ２２．１

　　如表３所示，用５个公共点比４个公共点坐

标转换精度还低，其原因是增加的１９号点点位精

度较低。可见，增加公共点的数量不一定能使转

换精度提高，即便精度提高了，也不显著，故采用

３～５个公共点比较适合。
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