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摘　要：通过比较基于犔曲线法求取岭参数的岭估计法与谱修正迭代法，分析了两种方法的特性，为选择合

适的方法进行病态方程求解作参考。针对谱修正迭代法收敛慢、效率低这一缺点，提出了一种利用狭义岭估

计中的岭参数（或广义岭估计的岭参数对角矩阵）进行谱修正，改进谱修正迭代法的方法。利用模拟算例对改

进的方法进行实验，在不同噪声情况下，改进方法效率有不同程度的提高。把改进方法应用到ＳＰＯＴ影像

ＲＰＣ求解中，发现改进的方法在应用中具有一定的优势。

关键词：ＲＰＣ参数；谱修正迭代法；岭估计；犔曲线法

中图法分类号：Ｐ２０７；Ｐ２３７．３

　　在测量数据处理中，病态性是个棘手而又无

法避免的问题。使用最小二乘法解算卫星遥感影

像的有理多项式参数（ＲＰＣ）时，控制点非均匀分

布或模型过度参数化，其法方程系数矩阵很容易

产生病态［１］。病态问题的存在使得方程的解很不

稳定，甚至得不到正确的解。Ｈｏｅｒｌ和 Ｋｅｎｎａｒｄ

提出的岭估计法被认为是求解病态方程的有效方

法之一［２］，该方法改变了方程的等量关系，使得估

计结果有偏。为此，王新洲等提出了谱修正迭代

法，该方法是一种既保持了法方程解算过程中的

数值稳定性，又不改变方程的等量关系，计算结果

无偏的方法［３］。但该方法需要迭代求解，迭代收

敛速度并没有达到最优。

本文提出了一种利用狭义岭估计中的岭参数

（或广义岭估计的岭参数矩阵）进行谱修正的改进

算法。该算法不仅具有谱修正迭代法的无偏优良

特性，还使计算过程中的迭代次数达到优化，提高

计算效率。

１　两种病态方程求解方法

设有观测方程：

犔＝犃犡＋Δ，权为犘 （１）

式中，犔为狀×１观测向量；犃为狀×犿 设计矩阵；

ｒａｎｋ（犃）＝犿；犡为犿×１未知参数向量；Δ为狀×

１观测误差向量；犘为权矩阵。

式（１）的最小二乘估计为：

狓^ＬＳ＝ 犃Ｔ（ ）犘犃 －１犃Ｔ犘犔 （２）

　　如果法矩阵犃
Ｔ犘犃 的条件数（这里定义为

ｃｏｎｄ犃Ｔ（ ）犘犃 ＝‖犃
Ｔ犘犃‖‖ 犃Ｔ（ ）犘犃 －１

‖）很大，

则式（１）称为病态方程。它的法矩阵求逆会出现

不稳定，从而很难得到比较好的最小二乘估值［４］。

１．１　岭估计

根据Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化原理
［５］，式（１）的狭义

岭估计的解为：

狓^（犽）＝ 犃Ｔ犘犃＋犽（ ）犈 －１犃Ｔ犘犔 （３）

式中，犽为岭参数，一般为正小数；^狓（犽）是犡的岭

参数为犽的估计值；犈为单位阵。

当把岭参数与单位阵乘积项犽犈 替换为对角

矩阵犓 时可以得到广义岭估计法：

狓^犌 ＝ 犃Ｔ犘犃＋（ ）犓 －１犃Ｔ犘犔 （４）

式中，^狓犌 是犡 的估计值；犓＝ｄｉａｇ（犽１，…，犽犿）是

广义岭参数。当广义岭参数犽１＝犽２＝…＝犽犿＝犽

时，式（４）即可等价于式（３），可见狭义岭估计是广

义岭估计的特殊情况。

与最小二乘法矩阵相比，式（３）、式（４）通过加
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入稳定泛函的方式，使得求逆矩阵在犃Ｔ犘犃上增

加了犽犈 或犓 项，矩阵条件数变小，求逆变得正

常，因而能得到可靠的估值。但正因如此，方程的

等量关系也发生了变化，导致估计结果有偏。

１．２　岭参数的确定

岭估计的关键在于确定合适的岭参数，常用

的狭义岭估计法有岭迹法、广义交叉核实法

（ＧＣＶ法）、犔曲线法以及经验公式法。许多学者

对广义岭参数的确定作了研究，如 Ｈｅｍｍｅｒｌｅ

Ｂｒａｎｔｌｅ公式
［６］、基于岭迹分析的迭代公式［７］以及

游扬声等提出的直接解法［６］。本文仅对其中一种

公认为较优的狭义岭估计算法———犔曲线法进行

介绍。

犔曲线是在考虑了中误差‖犃^狓－犔‖
２ 和估值

‖^狓‖
２ 取值平衡的基础上作出的。‖犃^狓－犔‖

２

和‖^狓‖
２ 都是岭参数犽的函数，选择不同的犽

值，即可得到相应的‖犃^狓－犔‖
２ 和 ‖^狓‖

２。以

‖犃^狓－犔‖
２为横坐标，‖^狓‖

２ 为纵坐标画图，拟

合得到一条曲线，这条曲线恰好像“犔”形状，利用

这条曲线来选择岭参数的方法被称为犔曲线法。

选择犔曲线上曲率最大的那个点，选择其所对应

的犽值作为岭估计值
［７１０］。

１．３　谱修正迭代法

针对岭估计法求解结果有偏这一特性，王新

洲等提出了估计值无偏的谱修正迭代法［３］。误差

方程（１）的法方程为：

（犃Ｔ犘犃）犡＝犃
Ｔ犘犔 （５）

将上面式子两边同时加上犡，得到：

（犃Ｔ犘犃＋犈）犡＝犃
Ｔ犘犔＋犡 （６）

式中，犈为狀阶单位矩阵，由于式子两边都含有未

知参数犡，则只能采用迭代的方法求解，其迭代公

式为：

狓^
（狀）
＝ （犃

Ｔ犘犃＋犈）－
１（犃Ｔ犘犔＋狓^

（狀－１）） （７）

式中，^狓
（狀）为犡的第狀次谱修正迭代估计值。

由于在法矩阵犃Ｔ犘犃上加了单位阵犈，从而

变为（犃Ｔ犘犃＋犈），减小了条件数，方程的病态得

到 了 改 善。 对 于 任 意 的 初 值 狓^
（０），有

ｌｉｍ
狀→∞
狓^
（狀）＝（犃Ｔ犘犃）－１犃Ｔ犘犔，即求解是无偏估计。

２　谱修正迭代法的改进

结合上述两种病态方程求解方法，本文提出

了谱修正迭代法的改进形式。对于法方程（５），方

程两边同时加上犓犡得：

（犃Ｔ犘犃＋犓）犡＝犃
Ｔ犘犔＋犓犡 （８）

式中，犓为对角矩阵，犓＝ｄｉａｇ（犽１，…，犽犿）。同理，

方程两边同时含有未知数犡，因此，也需要迭代求

解，其迭代公式为：

狓^
（狀）
＝ （犃

Ｔ犘犃＋犓）－
１（犃Ｔ犘犔＋犓^狓

（狀－１））（９）

　　根据谱修正迭代法原理，对于任意的初值

狓^
（０），同样有ｌｉｍ

狀→∞
狓^
（狀）＝ 犃Ｔ（ ）犘犃 －１犃Ｔ犘犔，即方程是

无偏的估计。又根据岭估计原理可知，犓 为岭估

计参数时（狭义岭估计犓＝犽犈），不仅方程求解能

达到稳定，而且方程迭代求解中解的估计值接近

真值的程度较谱修正迭代法高。这在一定程度上

提高了谱修正迭代法的收敛度，减少了迭代次数，

达到提高效率的目的。

３　算例分析

使用模拟算例和ＳＰＯＴ影像的ＲＰＣ求解分

别对改进方法进行对比分析，实验硬件环境为

ＤｅｌｌＰｒｅｃｉｓｉｏｎＴ３４００，ＣＰＵ 主频２．６６Ｇ，２Ｇ 内

存。以 ＷｉｎｄｏｗｓＸＰ和ＶｉｓｕａｌＣ＋＋６．０为实验的

软件平台。

３．１　模拟数据实验

３．１．１　实验数据

以文献［５］中的经典算例考察本文算法，其设

计矩阵为：

犃＝

２．００００ －５．００００ １．００００ １．００００ －９．５０００

－２．００００ ４．００００ １．００００ －１．０５００ ８．５０００

－２．００００ １．００００ １．００００ －１．００００ ２．４０００

－１．００００ ２．５０００ ４．００００ －０．５０００ ７．００００

－１．００００ ３．２０００ ４．００００ －０．５０００ ８．４０００

１．００００ １．００００ －３．００００ ０．４０００ ０．４９００

３．００００ ７．００００ －３．００００ １．５０００ １２．７０００

５．００００ －１．００００ －２．００００ ２．５０００ －３．００００

４．００００ ２．００００ －２．００００ ２．０１００ ３．００００

４．００００ ３．００００ －２．００００ ２．００００ ５．

熿

燀

燄

燅００００

　　综上所述，法方程系数阵犖＝犃
Ｔ犘犃的条件

数为１．２８９２×１０５，病态性严重。未知参数有５

个，它们的真值为狓＝［１ １ １ １ １］Ｔ，观测噪

声为高斯分布（Δ～犖（０，σ
２
０犈）），分别添加σ０＝０，

σ０＝０．１，σ０＝０．２，σ０＝１的高斯白噪声进行对比

实验。

００４
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３．１．２　实验方法

确定岭参数的方法很多，部分算法数值随意

性大。为了对本文算法有一个比较客观的评价，

实验中选择了数值稳定、适用性好的犔曲线法作

为自适应确定岭参数的方法。为了消除谱修正迭

代法和改进方法参数的初值对实验结果产生影

响，本算例中采用同样的初值进行实验，初值为

狓^
（０）＝［０ ０ ０ ０ ０］Ｔ。

利用犔曲线、谱修正迭代法以及改进的谱修

正迭代法进行病态方程求解，计算估计值狓^，并进

行精度分析。分别利用如下两种方式进行精度

评价：

犙＝ ‖犃^狓－犔‖狆 （１０）

‖Δ^狓‖ ＝ ‖^狓－狓‖ （１１）

式（１０）以方程误差的欧氏２范数作为精度评价

手段；式（１１）以估计值与真值差的欧氏２范数作

为精度评价手段。

表１　精度对比分析

Ｔａｂ．１　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆＡｃｃｕｒａｃｙ

噪声

精度

精度犙 精度‖Δ^狓‖

犔曲线法 谱修正迭代法 改进的谱修正迭代法 犔曲线法 谱修正迭代法 改进的谱修正迭代法

σ０＝０ １．０６０９×１０－３ ０．００００ ０．００００ ７．６８３２×１０－１ ０．００００ ０．００００

σ０＝０．１ １．４７２２９×１０－２ １．２７３４×１０－２ １．２７３４×１０－２ ８．１６６５×１０－１ １．９０６４ １．９０６４

σ０＝０．２ ６．６７８７９×１０－２ ２．８４７９×１０－２ ２．８４７９×１０－２ ７．５８０９×１０－１ ４．７６１９ ４．７６１９

σ０＝１ １．９２８２９ １．８１６８ １．８１６８ ６．８３１６×１０－１ ９．９６６９ ９．９６６９

３．１．３　结果分析

１）改进方法与原始方法对比分析

由表１可知，改进的谱修正迭代法与原始的

方法具有相同的精度。因此，改进方法的无偏估

计优良特性依然能够保存，从而验证了§２的理

论推导。如图１所示，改进方法的迭代收敛性明

显变好，其迭代效率在不同噪声条件下可以增加

２～５倍不等。

图１　改进方法与原始方法计算速度对比

Ｆｉｇ．１　ＣｏｍｐａｒｅｄＣａｌｃｕｌａｔｉｏｎＳｐｅｅｄｏｆＩｍｐｒｏｖｅｄ

ＭｅｔｈｏｄＷｉｔｈＣａｌｃｕｌａｔｉｏｎＳｐｅｅｄｏｆＯｒｉｇｉｎａｌＭｅｔｈｏｄ

２）迭代效率提高倍数与噪声的关系分析

如图１所示，随着噪声的增加，迭代效率提高

的倍数降低。这是由于噪声增大，使得方程病态

加剧，岭估计参数也相应调整，导致了岭估计结果

与无偏估计结果的差距加大，从而需要更多的迭

代以求取无偏估计结果。

３）改进方法与犔曲线法对比分析

在以犙为精度评价标准时，改进方法与犔曲

线法在噪声增加的情况下，精度表现平稳，符合最

小二乘求解的特征。当噪声为０时，谱修正迭代法

犙值为０，体现了其无偏估计的特性。而且在各个

噪声水平下，谱修正迭代法的犙值均小于犔曲线

法。也说明了无偏估计相对有偏估计的优越特性。

但由‖Δ^狓‖的精度可知，改进方法的抗噪性不强，

如何提高该方法的抗噪性还有待进一步研究。

３．２　犛犘犗犜影像犚犘犆求解实验

３．２．１　实验数据

采用摄于２００２年８月的一景ＳＰＯＴ影像作

为实验数据，影像大小为１２０００像素×１２０００像

素，影像覆盖区域地势比较平坦。

３．２．２　实验方法

本文使用与地形无关方案求解ＲＰＣ，根据影

像辅助文件，建立ＳＰＯＴ影像严密成像几何模

型，生成虚拟控制点格网。使用相同经验估计的

岭参数和相同初值进行对比实验时（初值采用低

次数的ＲＰＣ参数），比较改进方法与原始谱修正

迭代法的效率。

３．２．３　结果分析

由于谱修正迭代法求解精度与数据质量相

关，因此，本文只对谱修正迭代法与改进方法的精

度和效率进行对比。如表２，改进方法与原始方

法有相同的ＲＰＣ求解精度，该精度能满足测图需

求，而 改 进 方 法 能 提 高 ＲＰＣ 求 解 的 效

率。在批量处理多张影像时，改进方法作用将

表２　改进方法用于犚犘犆求解实验

Ｔａｂ．２　ＲＰＣＳｏｌｕｔｉｏｎＵｓｉｎｇＩｍｐｒｏｖｅｄＭｅｔｈｏｄ

方法
控制点精度／像素

犿狓 犿狔 犿狓狔
解方程耗时／ｍｓ

谱修正迭代法 ０．０３５ ０．０９２ ０．０９９ １５６．１７４

改进方法 ０．０３５ ０．０９２ ０．０９９ ９２．２７６

１０４
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