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摘　要：给出了超平行多面体体积的表达式，论证了超平行多面体体积与Ｇｒａｍ行列式的值之间的关系，提出

了一种度量观测结构优劣的方法，并通过实例对该方法进行了验证。
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　　分析参数估计系统病态性问题产生的原因，

减弱病态性对参数估计的影响，一直是测绘科技

工作者关注的问题。根据系统病态性产生的主要

原因，病态性问题可分为两类［１］：参数设置不合理

或设置过多，参数间存在较严重的复共线性（Ⅰ

类）；观测结构不合理，观测组所含的信息量少于

确定参数所必需的信息量（Ⅱ类）。文献［１４］研

究了观测向量之间、观测向量与观测子空间之间、

观测子空间之间的关系，以及观测信息量的度量

等观测结构优劣的度量方法。研究发现，由观测

向量构成的超平行多面体体积反映了观测结构的

优劣。本文以欧氏空间分析理论为工具，提出了

一种度量观测结构优劣的方法。

１　观测结构的度量

观测结构是观测向量组在欧氏空间中几何特

征的一种表达。由实践可知，独立的观测向量之

间既不正交，也不线性相关。笔者认为，仅度量向

量间的正交性［５］来反映观测结构的优劣是有缺陷

的［３］，由观测向量构成的超平行多面体体积反映

了向量模大小、向量之间的夹角等观测结构的几

何特征。

１．１　超平行多面体体积

对于二维空间，两观测向量犪１、犪２构成的平

行四边形面积为 ：

犛＝犪１×犪２ ＝ ‖犪１‖·‖犪２‖ｓｉｎθ （１）

式中，θ为犪１、犪２向量的夹角；‖犪２‖ｓｉｎθ可看作与

向量犪１正交的向量β２的模，则式（１）可表示为：

犛＝ ‖犪１‖·‖β２‖ （２）

　　对于三维空间，平行六面体的体积为：

犝 ＝犪１×犪２·犪３ （３）

设向量犽＝犪１×犪２，则犽⊥犪１，犪２，β２，此时有：

犝 ＝犽·犪３ ＝ ‖犽‖·‖犪３‖ｃｏｓθ （４）

式中，θ为犪３与犽之间的夹角；‖犪３‖ｃｏｓθ为犪３在

犽上的投影，可看作与犽方向相同向量的模长，此

向量记作β３，则

犝 ＝ ‖犽‖·‖β３‖ ＝ ‖犪１‖·‖β２‖·‖β３‖

（５）

同理，可推广到狀维观测空间：

犝 ＝ ‖犪１‖·‖β２‖…‖β狀‖ （６）

式中，向量为正交向量，在具体计算时，观测向量

犪１、犪２、…、犪狀可按ＧＳ法进行正交化。

１．２　超平行多面体体积与犌狉犪犿行列式的关系

设犪犻＝（犪犻１，…，犪犻狀）
Τ为第犻次观测向量，其中

狀是参数维数。记犅＝（犪１，…，犪犿），犅＝犃
Τ，犃 为

观测方程系数矩阵，犿 是观测向量维数。犅 的

Ｇｒａｍ行列式可简记为犌（犅），其数值表达式为：

犌（犅）＝

犪Τ１犪１ ＝ ‖犪１‖
２，犻＝１

‖犪１‖
２
‖犪２‖

２·ｓｉｎ２〈犪１，犪２〉＝犛
２，

　　犻＝

烅

烄

烆 ２

（７）
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即犻＝２时，犌（犅）为两观测向量组成的平行四边

形面积的平方。

为推证方便，假设犿≤狀，且当犻＝犿－１时，犌

（犅）表示犿－１个观测向量构成的犿－１维超平

行多面体体积的平方，则当犻＝犿时
［５］，

犝２犿 ＝ｄｅｔ（犅
Τ
犿－１犅犿－１）‖（犐－

　犅犿－１（犅
Τ
犿－１犅犿－１）

－１犅Τ犿－１）犪犿‖
２
２ ＝

　ｄｅｔ（［犅犿－１ 犪犿］
Τ［犅犿－１ 犪犿］＝犌（犅）

（８）

由此可知，犌（犅）的数值是所有观测向量构成的超

平行多面体体积的平方。因此，犌（犅）在度量观测

结构上与超平行多面体体积犝 的作用一样。可

以将观测向量构成的超平行多面体体积犝 表示

为［３，６］：

犝 ＝ 犌（犅槡 ）＝ ｄｅｔ（犃Τ犃槡 ） （９）

由矩阵理论可得：

ｄｅｔ（犃Τ犃）＝∏
狀

犻＝１

λ犻 （１０）

式中，λ犻为矩阵犃
Τ犃的特征值。如果狀个λ犻中至

少有一个（如λ狀）接近于０（这是特征分析法诊断

系统病态性的衡量指标），则犝 接近０。因此，犝

的大小反映了矩阵犃Τ犃的性态。

１．３　观测结构的度量

超平行多面体体积犝 的大小反映了观测结

构的几何特征，但不能说明观测结构的优劣。因

为：①犝 的大小与向量模的大小有关；②犝 没有

相对性。另一方面，对于观测矩阵犃∈犚
犿×狀，一般

有犿＞狀，仅考虑犿＝狀是不够的。

１）对于观测矩阵犃∈犚
犿×狀，当犿＝狀时，犃的

行向量犪犻＝（犪犻１，…，犪犻狀）
Τ。令犪１＝犪２＝…＝犪狀＝

犪０，犝０＝‖犪０‖
狀，式中，犝０表示可能的最大体积。

一般的超平行多面体体积与理想结构状态下的超

平行多面体体积的比例可反映观测结构的优劣。

设观测向量犪１为组中的最大观测向量，则诊

断公式为：

犈＝
ｄｅｔ（犃Τ犃槡 ）

‖犪１‖
狀 ＝

狘犃狘

‖犪１‖
狀

（１１）

若犝 用欧氏范数表示，则有诊断公式：

犈＝
‖β１‖·‖β２‖…‖β狀‖

‖β１‖
狀

（１２）

式中，β１为正交化（未单位化）后的最大向量。

２）当犿＞狀时，观测矩阵犃可表示为
［３，６］：

犃＝犙１犌 （１３）

式中，犙１是正交列满秩矩阵；犌是行满秩矩阵。将

矩阵犌的行向量记为犵犻＝（犵犻１，…，犵犻狀）
Τ，假设犵１

为最大行向量，则有诊断公式：

犈＝
ｄｅｔ（犃Τ槡 犃）

‖犵１‖
狀

（１４）

犈的值域为０≤犈≤１。显然，若犈＝１，说明观测

结构最优；犈＝０，说明观测向量组中有向量共线

或共面的情况，此时观测结构最差。因此，式

（１１）、式（１２）、式（１４）可以较好地反映观测结构的

优劣。

为了便于分析观测结构与Ⅱ类病态性的关

系，取犉＝１／犈 作为诊断观测结构优劣的标准。

由式（１４）得：

犉＝
‖犵１‖

狀

ｄｅｔ（犃Τ犃槡 ）
（１５）

　　由式（１５）知，１≤犉＜∞。犉的大小反映了观

测空间的几何特征。犉越小，表明观测结构越好；

犉越大，表明观测结构越差。

２　算例与分析

设犃、犅、犆为３个已知点，坐标分别为（狓犃，

狔犃，狕犃）、（狓犅，狔犅，狕犅）、（狓犆，狔犆，狕犆），狆为待定点，

在狆点观测至已知点犃、犅、犆的边长分别为犔１、

犔２、犔３。表１为三组模拟测距空间交会的观测数

据，这三组数据中的已知点大概位于半径为１０的

球面上，狆点大体位于球心。为了比较分析观测

结构与病态性的关系，在计算犉的同时计算观测

矩阵的条件数，计算结果见表２。

表１　仿真测量数据

Ｔａｂ．１　ＳｉｍｕｌａｔｉｎｇＯｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｓＤａｔａ

点号 狓 狔 狕 犔

犃１ －０．５０００ ０．５０００ ９．９７５ １０．００１

犅１ ０．５０００－０．５０００ ９．９７６ １０．０００

犆１ ０．１０００－０．５０００ ９．９８７ １０．００１

犃２ －５．０００ ５．０００ ７．０７１ １０．００１

犅２ ５．０００ ５．０００ ７．０７１ １０．００２

犆２ ０．１００ －７．０７１ ７．０７１ １０．００２

犃３ ７．０７１ ７．０７１ ０．０１０ １０．００２

犅３ ７．０７１ ７．０７１ ０．０１０ １０．００２

犆３ ０．１００ －１０．０００ ０．０１０ １０．００１

表２　测距空间交会计算结果

Ｔａｂ．２　ＣａｌｃｕｌａｔｉｎｇＲｅｓｕｌｔｓｏｆＤｉｓｔａｎｃｅＭｅａｓｕｒｉｎｇ

ＳｐａｃｅＩｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎ

组别 犝 犉 犉２ 犽（犃） 犽（犃Ｔ犃）

１ ４ ２５０ ６２５００ ８０ ６４００

２ ８５２ １．２ １．４ １．７ ３

３ ２４ ４２ １７６４ ８２ ６７２４

　　根据对模拟测量数据的计算分析可知：

１）已知点和未知点狆构成的几何体成细长

的锥体时（顶角接近于０°），观测向量构成的平行

２３８
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多面体的体积犝 较小，犉较大。第一组数据对应

的观测矩阵的条件数较大，病态较严重。

２）随着交会图形结构逐渐变得较合理，即已

知点和未知点狆构成的锥体顶角接近９０°时，多

面体体积接近最大。第二组数据中，观测向量的

夹角均为８０°以上，观测向量接近正交，观测矩阵

处于良态。

３）锥体的顶角大于９０°，未知点狆与已知点

渐进共面时，犝 变小，趋向于０，观测结构变差。

第三组数据算出的结果说明渐近共面所形成的交

会图形均不是较好的图形［３，７］。

该算例说明观测结构的度量犉可以较好地

反映观测结构的特征。观测结构好，即观测向量

构成的平行多面体的体积犝 较大，其度量犉 较

小，参数估计系统处于良态；反之则反。

３　结　语

参数设置不合理将导致参数估计系统存在Ⅰ

类病态性问题，特征分析法是一种诊断单个冗余

参数的有效方法。观测结构不合理是导致参数估

计系统存在Ⅱ类病态性问题的原因之一，度量观

测结构是诊断系统是否存在Ⅱ类病态性问题的有

效措施［８］。犉作为观测结构优劣的度量，不仅具

有诊断Ⅱ类病态性问题的作用，而且客观地反映

了观测结构的几何特征。基于犉 的诊断系统Ⅱ

类病态性的指标，有待于进一步研究。
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