
第３４卷 第１０期

２００９年１０月

武 汉 大 学 学 报 · 信 息 科 学 版

ＧｅｏｍａｔｉｃｓａｎｄＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅｏｆＷｕｈａｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ

Ｖｏｌ．３４Ｎｏ．１０

Ｏｃｔ．２００９

收稿日期：２００９０８１０。

文章编号：１６７１８８６０（２００９）１０１２１４０４ 文献标志码：Ａ

基于四元数的三维空间相似变换解算
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摘　要：提出一种基于四元数构造旋转矩阵、解算三维空间相似变换模型的平差算法。模拟数据试验表明，该

算法是稳健的，摄影测量中用四元数构造旋转矩阵具有明显的优越性。
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１　四元数构造旋转矩阵

如图１所示，考虑以角度θ绕三维空间矢量

→
犗犃＝ 犡犃， 犢犃， 犣［ ］犃 旋转的所有旋转矩阵。

分别定义四个元素：狓＝犮犡犃；狔＝犮犢犃；狕＝犮犣犃；狑

＝狊。其中，犮＝ｓｉｎ（θ／２），狊＝ｃｏｓ（θ／２），则定义犙＝

［狓，狔，狕，狑］为四元数
［１］。从定义看出，空间任意

一个旋转由一个旋转轴和一个转角即可描述。

四元数是复数的扩展，形式表示为狇＝狑

＋狓犻＋狔犼＋狕犽。若狑
２＋狓２＋狔

２＋狕２＝１，则狇称为

图１　四元数物理含义（以角度θ绕轴旋转）

Ｆｉｇ．１　ＱｕａｔｅｒｎｉｏｎＰｈｙｓｉｃａｌＭｅａｎｉｎｇ

单位四元数。根据四元数运算性质，单位四元数

的等价矩阵为［２］：

１－２（狔
２
＋狕

２） ２（狓狔－狑狕） ２（狓狕＋狑狔） ０

２（狓狔＋狑狕） １－２（狓
２
＋狕

２） ２（狔狕－狑狓） ０

２（狓狕－狑狔） ２（狔狕＋狑狓） １－２（狓
２
＋狔

２） ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １

＝

０

犚犙 ０

０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １

（１）

　　可以证明犚犙 为正交矩阵，并且犚犙 中仅有三

个参数是独立的。对于单位四元数，满足 犖（狇）

＝狑２＋狓２＋狔
２＋狕２＝１，因此，计算过程只需解算

其中三个参数［３５］。

此外，四元数在描述三维空间目标的坐标旋

转时，不涉及三角函数计算，具有运算速度快、模

型表达严密的特点［４５］。

基于四元数的旋转矩阵和基于欧拉角的几何

旋转矩阵分别用式（２）、式（３）表示：

犚犙 ＝

犕１１ 犕１２ 犕１３

犕２１ 犕２２ 犕２３

犕３１ 犕３２ 犕

熿

燀

燄

燅３３

（２）

犚犈 ＝犚ω犚φ犚κ ＝

犪１ 犪２ 犪３

犫１ 犫２ 犫３

犮１ 犮２ 犮

熿

燀

燄

燅３

（３）

　　本质上，对于空间的同一个旋转问题犚犈＝

犚犙，根据（２）、式（３）可以进行四元数与欧拉角的

相互转换。
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２　空间相似变换模型解算

２．１　相似变换模型

设 ［ ］犡 犢 犣 Ｔ 表 示 地 面 坐 标；

犡０ 犢０ 犣［ ］０
Ｔ表示表示平移量；λ表示缩放系

数；犚表示旋转矩阵；犡狆 犢狆 犣［ ］狆
Ｔ表示模型坐

标。则三维空间相似变换模型为［８］：

犡

犢

熿

燀

燄

燅犣

＝

犡０

犢０

犣

熿

燀

燄

燅０

＋λ犚

犡狆

犢狆

犣

熿

燀

燄

燅狆

（４）

　　相对定向立体模型可视作刚体，设有狀个控

制点，模型坐标系、地面坐标系的重心坐标分别表

示为式（５）和式（６）；模型点、地面点的重心化坐标

表示为式（７）和式（８）：

犡狆犵 ＝
∑犡狆
狀

，犢狆犵 ＝
∑犢狆
狀

，犣狆犵 ＝
∑犣狆
狀

（５）

犡犵 ＝
∑犡
狀
，犢犵 ＝

∑犢
狀
，犣犵 ＝

∑犣
狀

（６）

犡＝犡－犡犵，犢 ＝犢－犢犵，犣＝犣－犣犵 （７）

犡狆 ＝犡狆－犡狆犵，犢狆 ＝犢狆－犢狆犵，犣狆 ＝犣狆－犣狆犵

（８）

　　对（４）式作重心化处理后，重心化的空间相似

变换模型为：

犡

犢

熿

燀

燄

燅犣

＝λ犚

犡狆

犢狆

犣

熿

燀

燄

燅狆

（９）

模型缩放和旋转参数计算之后，平移参数为：

犡０

犢０

犣

熿

燀

燄

燅０

＝

犡犵

犢犵

犣

熿

燀

燄

燅犵

－λ犚

犡狆犵

犢狆犵

犣

熿

燀

燄

燅狆犵

（１０）

２．２　相似变换平差模型

设单位四元数狇＝ 犪，犫，犮，［ ］犱 ，构造代

数旋转矩阵犚如下：

犚＝

１－２（犫
２
＋犮

２） ２（犪犫－犱犮） ２（犪犮＋犱犫）

２（犪犫＋犱犮） １－２（犪
２
＋犮

２） ２（犫犮－犱犪）

２（犪犮－犱犫） ２（犫犮＋犱犪） １－２（犪
２
＋犫

２

熿

燀

燄

燅）

（１１）

　　基于代数旋转矩阵，对重心化的空间相似变

换模型（９）式平差模型推导如下（为了简化省去重

心化坐标表示的上划线）：

犡

犢

熿

燀

燄

燅犣

＝λ犚

犡狆

犢狆

犣

熿

燀

燄

燅狆

（１２）

令

狆

狇

熿

燀

燄

燅狉

＝犚

犡狆

犢狆

犣

熿

燀

燄

燅狆

（１３）

式（１２）微分关系为：

ｄ犡

ｄ犢

ｄ

熿

燀

燄

燅犣

＝

熿

燀

燄

燅

狆

狇

狉

ｄλ＋λ

ｄ狆

ｄ狇

ｄ

熿

燀

燄

燅狉

（１４）

　　因为犚犚
Ｔ＝犈（单位矩阵），故ｄ犚犚Ｔ＋犚ｄ犚Ｔ＝

０，可知ｄ犚犚Ｔ 为反对称矩阵。设有三个独立参数

δ１、δ２、δ３，δ＝ δ１ δ２ δ［ ］３
Ｔ，则有［４］：

ｄ犚＝

　０ 　δ３ －δ２

－δ３ 　０ 　δ１

　δ２ －δ１ 　

熿

燀

燄

燅０

犚 （１５）

对式（１１）取微分，并对比式（１５）有
［５］：

δ１

δ２

δ

熿

燀

燄

燅３

＝－２／犱

犱２＋犪
２ 犪犫－犮犱 犪犮＋犫犱

犪犫＋犮犱 犱２＋犫
２ 犫犮－犪犱

犪犮－犫犱 犫犮＋犪犱 犱２＋犮

熿

燀

燄

燅２

Δ犪

Δ犫

Δ

熿

燀

燄

燅犮

（１６）

　　对式（１３）微分，将ｄ犚用式（１５）代替，经进一

步推导可得：

ｄ狆

ｄ狇

ｄ

熿

燀

燄

燅狉

＝ｄ犚

犡狆

犢狆

犣

熿

燀

燄

燅狆

＝犛

δ１

δ２

δ

熿

燀

燄

燅３

（１７）

其中，

犛＝

０－狉 狇

狉 ０－狆

－狇 狆

熿

燀

燄

燅０

（１８）

　　将式（１６）代入式（１７）、式（１７）代入式（１４），

有：

珨犕 ＝－２／ｄλ犛

犱２＋犪
２ 犪犫－犮犱 犪犮＋犫犱

犪犫＋犮犱 犱２＋犫
２ 犫犮－犪犱

犪犮－犫犱 犫犮＋犪犱 犱２＋犮

熿

燀

燄

燅２

（１９）

则式（１４）变形为：

ｄ犡

ｄ犢

ｄ

熿

燀

燄

燅犣

＝

熿

燀

燄

燅

狆

狇

狉

ｄλ＋珨犕

Δ犪

Δ犫

Δ

熿

燀

燄

燅犮

（２０）

　　令（犡）、（犢）、（犣）表示近似坐标值，三维空间

相似变换误差方程形式为：

狏狓

狏狔

狏

熿

燀

燄

燅狕

＝

熿

燀

燄

燅

狆

狇

狉

ｄλ＋珨犕

Δ犪

Δ犫

Δ

熿

燀

燄

燅犮

－

犡

犢

熿

燀

燄

燅犣

－

（犡）

（犢）

（犣

熿

燀

燄

燅

熿

燀

燄

燅）

（２１）

将式（２１）写成矩阵方程为：

５１２１
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犞
３狀×１
＝ 犃

３狀×４
狓
４×１
－ 犔
３狀×１
　 犘

３狀×３狀

（２２）

间接平差方法［８］解算式（２２）：

狓＝ 犃Ｔ（ ）犘犃 －１ 犃Ｔ（ ）犘犔 （２３）

　　由式（２２）可知，平差解算的未知数是ｄλ、Δ犪、

Δ犫、Δ犮。由于采用单位四元数构造旋转矩阵，因

此，Δ犱＝－ 犪Δ犪＋犫Δ犫＋犮Δ（ ）犮／犱。

２．３　计算过程

１）数据准备。包括参与解算的所有模型点

坐标、相应的地面控制点坐标（３～４个点）。

２）重心化坐标计算。依据式（５）～式（８）计

算模型点、相应的地面控制点重心化坐标。

３）确定平差初始值。四元数犪０＝犫０＝犮０＝

０，犱０＝１；λ
０ 由参加计算的任意两对模型点和相

应的地面控制点的距离比简单计算即可。

４）按照式（２１）建立误差方程并逐点法化，组

成法方程。

５）按照式（２３）解算未知数改正数ｄλ、Δ犪、

Δ犫、Δ犮；更新未知参数λ＝λ
０＋ｄλ、犪＝犪

０＋Δ犪、犫＝

犫０＋Δ犫、犮＝犮
０＋Δ犮、犱＝犱

０＋Δ犱（Δ犱＝－（犪Δ犪＋

犫Δ犫＋犮Δ犮）／犱）。

６）重复上述步骤４）、步骤５），至未知数改正

数小于规定限差（δ＜１０
－６），迭代过程结束。

７）按式（１０）计算平移参数；将四元数转换为

欧拉角，计算完成。

２．４　试验结果

本文用五组模拟数据进行试验。表１为控制

点模拟坐标；模拟的相似变换７参数（视为理论

值）中，平移和缩放参数均为犡０＝３５８５７５．８１１

ｍ，犢０＝６３７１５．７８２ｍ，犣０＝２１４．６８７ｍ，λ＝２００；３

个旋转参数见表２。依据式（１４）严格计算５个模

型的全部模型点坐标（表３，精度保留至小数点后

６位数字）。根据表１、表３模拟数据，按照§２．３

进行计算。所有模型取四元数犪０＝犫０＝犮０＝０，犱０

＝１作为初始值，平差解算相似变换参数，表４为

计算结果。

表１　控制点模拟坐标（下标犮表示控制点坐标）

Ｔａｂ．１　ＡｎａｌｏｇＣｏｎｔｒｏｌＰｏｉｎｔＣｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ

点号 犡犮／ｍ 犢犮／ｍ 犣犮／ｍ

２３ ３６３３２１．６５２ ６１１６７．５６１ ５７０．４８４

２４ ３６３４０２．８４５ ６２０６１．１０６ ５９３．８０２

５０ ３６１７７６．７５８ ６１１９６．７９２ ４９３．１９６

５１ ３６２０４３．１１８ ６１９９６．７２１ ５７４．６２３

表２　相似变换模拟参数（旋转参数）

Ｔａｂ．２　ＡｎａｌｏｇＳｉｍｉｌａｒｉｔｙＴｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎＰａｒａｍｅｔｅｒｓ

模型号 ω φ κ

１ １．５° ０．５° １°

２ ５５° ４５° ９５°

３ －８５° ７５° －８０°

４ －７５° －８９° １２５°

５ －８９° －７９° １７９°

表３　模型点模拟坐标（下标狆表示模型点坐标）

Ｔａｂ．３　ＡｎａｌｏｇＭｏｄｅｌＰｏｉｎｔＣｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ

模型 点号 犡狆／ｍ 犢狆／ｍ 犣狆／ｍ

２３ ２３．４８４７８７ －１３．１０２０３２ ２．３１８８９２

１
２４ ２３．９６８６７７ －８．６４０５５２ ２．３２２０３３

５０ １５．７６７５６５ －１２．８３１３１８ １．８６１３６５

５１ １７．１６６４３９ －８．８４６１９２ ２．１７５２７３

２３ －６．５８４７７４ －８．１３４６１１ ２４．８８０６０６

２
２４ －４．１８３２４４ －１１．１８３１２４ ２２．６２７１２２

５０ －６．３６１６０２ －２．９１３５５８ １９．１７７１９２

５１ －４．０１３５９２ －６．２２４１０４ １７．９６７３３６

２３ ６．００８２９７ １７．４７４０７６ １９．６７５６８９

３
２４ ５．００９２２２ １３．３８１５７６ ２１．２２２３８４

５０ ５．２５０６９５ １５．４６７８０８ １２．２４３３９１

５１ ４．６９２４１４ １１．９７３４２６ １４．５７０２４０

２３ ２．４４７４４４ １２．２４０４５６ －２３．９３２３４１

４
２４ ０．８０６１４９ ８．０７６７８２ －２４．２６２４０２

５０ ２．８３７９１９ １２．０８１３８１ －１６．２０８３３０

５１ １．０７４３９３ ８．４４３６４８ －１７．４７０６６３

２３ ７．９１０７５３ ２．１３９４６５ －２５．７１８０５６

５
２４ ３．４４６３２８ ２．１００１４３ －２５．２６３８２１

５０ ９．２５４４０８ １．７７３９２７ －１８．１０８９１０

５１ ５．０６２５０３ ２．０３８０７８ －１８．６５１８３３

３　结　语

１）传统的基于几何旋转矩阵的空间相似变

换平差算法，在大角度的情况下，必须提供足够精

度的未知数初始值，否则，迭代过程可能是发

散的。

２）试验中，模型１为小角度，无初值迭代４

次平差收敛；其余模型为大角度，无初值迭代１２

次平差收敛，计算精度均高达１０－５量级。试验可

知，基于四元数的空间相似变换平差解算，尽管没

有提供未知数近似初值，平差过程仍能收敛且数

值计算精度高。因此，该算法适用于相似变换模

型大旋转角的情况。

３）从平差模型的建立、解算过程及计算结果

可知，用代数旋转矩阵替代几何旋转矩阵进行空

间相似变换平差解算时，无需提供初始值且算法

稳健。
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表４　计算结果（σ０＝
（∑狏２狓＋∑狏

２
狔＋∑狏

２
狕）

槡 狉
）

Ｔａｂ．４　ＲｅｓｕｌｔｓｏｆＡｄｊｕｓｔｍｅｎｔＣａｌｃｕｌａｔｉｏｎ

模型 迭代次数 解算的相似变换参数 σ０／ｍ

１ ４
犡０＝３５８５７５．８１１，犢０＝６３７１５．７８２，犣０＝２１４．６８７，λ＝２００．０，

０．００００６１
ω＝１°２９′５９．９９７６″，φ＝０°３０′００．００４０″，κ＝０°５９′５９．９９８７″

２ １２
犡０＝３５８５７５．８１１，犢０＝６３７１５．７８２，犣０＝２１４．６８７，λ＝２００．０

０．００００４４
ω＝５４°５９′５９．９８４３″，φ＝４４°５９′５９．９９４７″，κ＝９５°００′００．０１１１″

３ １２
犡０＝３５８５７５．８１１，犢０＝６３７１５．７８２，犣０＝２１４．６８７，λ＝２００．０

０．００００５３
ω＝－８４°５９′５９．９８０７″，φ＝７５°００′００．００５３″，κ＝－８０°００′００．０１６２″

４ １２
犡０＝３５８５７５．８１１，犢０＝６３７１５．７８２，犣０＝２１４．６８７，λ＝２００．０

０．００００４７
ω＝－７５°００′００．０６４２″，φ＝－８８°５９′５９．９８２５″，κ＝１２４°５９′５９．９３６０″

５ １２
犡０＝３５８５７５．８１１，犢０＝６３７１５．７８２，犣０＝２１４．６８７，λ＝２００．０

０．００００４５
ω＝－８８°５９′５９．９６６８″，φ＝－７８°５９′５９．９９３３″，κ＝－１７９°００′００．０４３５″
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