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利用多面函数整体求解犌犘犛应变场的方法及应用

武艳强１　江在森１　杨国华２　方　颖１
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摘　要：通过对位移与应变微分公式的分析，提出了利用多面函数整体解算大区域应变场的方法，给出了模拟

数据的理论应变场，并对该模拟数据进行了分析。分析过程中，采用１°网格采样数据和５０％限定输入数据，通

过对比理论结果和计算结果，验证了文中方法的有效性。对１９９９～２００４年中国大陆区域网ＧＰＳ速度场的结果

进行了分析，给出了该期间的中国大陆应变场分布，讨论了多面函数方法的特性，并给出了应变计算的建议。
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　　应变场是描述区域变形的重要指标，该指标

不受参考框架的影响，并能从不同分辨率反映区

域变形的特征。随着大量ＧＰＳ数据的产出，多位

学者对大范围ＧＰＳ应变场进行了研究，并取得了

丰硕的成果［１５］。这些研究得到的大范围应变场

结果都是相对低频的，这种应变场可以从总体上

反映整个研究区域的变形状态。然而，不同方法

即使利用相同的输入数据得到的结果也往往存在

显著差异［３］。本文提出利用多面函数整体解算

ＧＰＳ应变场的方法。

１　多面函数拟合方法整体解算犌犘犛

应变场

１．１　位移与应变的微分关系

石耀霖［３］提到的球面位移与应变的微分表达

式为：
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式中，φ为纬度；λ为经度；犚 为平均曲率半径；犺

为大地高。由于本文主要研究球面的应变计算方

法，所以不考虑狌犺对经向应变和纬向应变的影

响，即令狌犺＝０，犺＝０。

通过分析式（１）中的（狌／犚）ｔａｎφ项发现，如果

狌中包含整体运动（如全球基准下的速度场），此

整体运动必将影响应变结果。如就中国大陆范围

来讲，根据式（１）采用全球基准的速度场数据和欧

亚基准的速度场数据来进行应变率计算，将得到

不同的结果，这与应变不受整体刚性运动影响的

论断不符。所以，在利用式（１）的微分公式进行应

变场解算时，应该首先扣除计算区域的整体刚性

运动。

１．２　多面函数拟合的基本原理

多面函数拟合方法是美国 Ｈａｒｄｙ教授于

１９７７年提出并建议用于地壳垂直形变分析的。

其理论基础是：任何一个圆滑的数学表面总可用

一系列有规则的数学表面的总和以任意精度逼

近［６］。需要注意的是，该论述的前提是一个圆滑

的数学表面，而实际应用中，观测数据可能含有各

种各样的误差，因此，拟合效果可能会受到一定的

影响。杨国华［７］、黄立人［８］分别在地壳垂直运动

的研究中对该方法进行了分析，并给出了与其他

拟合方法的对比结果。陶本藻［９］对该方法进行了
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一系列的试验研究，如核函数的选择、光滑因子的

确定和核函数中心点的优选等。刘经南［１０，１１］等

把多面函数拟合方法应用于地壳水平运动的描述

方面，借助ＧＰＳ资料给出了中国大陆水平运动结

果。该方法的数学模型［６］为：

δ（狓，狔）＝∑
狀

犼＝１

犪犼犙（狓，狔，狓犼，狔犼） （２）

式中，δ（狓，狔）为观测值；犼为拟合选定的平差结点

号，共有狀个平差结点；犪犼为待定参数；犙为核函

数，一般形式为犙（狓，狔，狓犼，狔犼）＝（（狓－狓犼）
２＋（狔

－狔犼）
２＋σ

２）β，其中，σ为光滑因子（根据实际情况

选取）；β为指数参数，一般选择０．５、１、１．５或

－０．５等。根据式（２）利用测量平差理论
［１４］可以

方便地求得待定参数犪犼，并进行精度评定。

１．３　利用多面函数拟合方法整体解算应变场

式（２）中的点位信息以平面坐标表示，其本质

意义为以距离的某种函数为核函数进行拟合，对

式（２）进行推广可得：

δ（λ，φ）＝∑
狀

犼＝１

犪犼犙（λ，φ，λ犼，φ犼）

犙（λ，φ，λ犼，φ犼）＝ （犱
２
（λ，φ，λ犼

，φ犼
）＋σ

２）
烅

烄

烆 β

（３）

式中，λ为经度；φ为纬度；犱（λ，φ，λ犼，φ犼）为点（λ，φ）到

（λ犼，φ犼）的球面距离，本文以１００ｋｍ为单位。利

用该方法对速度场的犖 分量和犈 分量分别进行

多面函数拟合，然后根据式（１）对输出网格点的

经、纬度求偏导，就可以获得研究区域的应变场分

布。

２　模拟数据计算实例

２．１　模拟数据的理论应变场

根据式（１）知，应变场与位移场为微分关系，

所以构建的位移场应该为经度、纬度的函数。本

文的模拟数据覆盖区域选为经度７５°～１３５°，纬度

２０°～５０°，其覆盖范围略大于中国大陆。生成的

位移场为１°一组数据（狌狀，狌犲），单位为 ｍｍ。位移

场生成公式为：
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２
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２
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２
＋λ－２φ＋ｒａｎｄ（）

（４）

式中，ｒａｎｄ（）为以１ｍｍ为均方差的高斯随机数。

此处增加高斯随机数的目的是为了研究应变计算

方法对误差的敏感程度，因为在实际观测数据中

总是含有各种各样的误差。

根据式（４）和式（２）可以计算出该区域的理论

应变场分布，由ελ、εφ和ελφ可以计算出如下参数：

ε１，２ ＝
１

２
（ελ＋εφ）±

１

２
（４ελφ＋（ελ－εφ）

２）１／２

狉ｍａｘ＝ （ε１－ε２）／２

εａｒｅａ＝ελ＋ε

烅

烄

烆 φ

（５）

式中，ε１为最大主应变；ε２为最小主应变；狉ｍａｘ为最

大剪应变；εａｒｅａ为面应变。

图１给出了该区域的理论最大剪应变等值线

图。结果显示，该研究区域的理论应变场梯度较

大，变化比较剧烈，这就要求应变计算方法具有较

高的稳定性。

图１　理论最大剪应变场等值线图（１０－８）

Ｆｉｇ．１　ＭａｘｉｍａｌＳｈｅａｒＳｔｒａｉｎＩｓｏｇｒａｍｓｏｆＴｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ

ＳｔｒａｉｎＦｉｅｌｄ（１０－８）

２．２　多面函数法计算结果分析

根据多面函数理论知，在应用该方法时，需要

解决３个关键问题，即确定平滑因子σ
２、指数β、

结点位置和个数。经过大量实验［７１１］，选定σ
２＝

１，β＝１．５。对于平差结点个数及其位置的选择，

其原则是尽量分布均匀，覆盖整个研究区域。本

文尝试了１．５°、２°、２．５°、３°、３．５°和４°的平差结点，

通过对多面函数拟合验后单位权中误差和应变参

数误差的分析，最终选择３．５°平差结点进行拟

合。每个分量（犖 和犈）可以用１６２个参数表示，

形成两个１８００×１６２的方程组，按照严密测量平

差理论［１２］求解，并根据式（１）和式（５）即可得到计

算结果。图２给出了该方法利用１°网格数据作为

输入的最大剪应变等值线图。

对比图２与图１发现，多面函数的计算结果

与理论结果的相似度可以接受，能够反映该区域

的最大剪应变特征，但在曲线的光滑度上与理论

值有一些差距。考虑到实际ＧＰＳ观测数据可能

会出现较大区域内没有观测点的情况。为了验证

该方法的适用性，下面对限定数据进行分析。先

随机［１３］获取研究区域５０％的数据，然后划出两个

１０×３°的区域，剔除这两个区域的所有数据，最后

进行计算。其中第一个限定区域由（８５°，３９°）、

６８０１
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图２　多面函数方法最大剪应变等值线图

（全部数据，１０－８）

Ｆｉｇ．２　ＭａｘｉｍａｌＳｈｅａｒＳｔｒａｉｎＩｓｏｇｒａｍｓｏｆＣａｌｃｕｌａｔｉｎｇ

ＳｔｒａｉｎＦｉｅｌｄＵｓｉｎｇＭｕｌｔｉｓｕｒｆａｃｅＦｕｎｃｔｉｏｎ（１０
－８）

（９５°，３９°）、（９５°，４２°）、（８５°，４２°）等４点围成，第二

个限定区域由（１０７°，３７°）、（１１７°，３７°）、（１１７°，

４０°）、（１０７°，４０°）等４点围成。图３给出了部分数

据在限定情况下的分析结果。

图３　多面函数方法最大剪应变等值线

图（５０％数据在限定情况下，１０－８）

Ｆｉｇ．３　ＭａｘｉｍａｌＳｈｅａｒＳｔｒａｉｎＩｓｏｇｒａｍｓｏｆＣａｌｃｕｌａｔｉｎｇ

ＳｔｒａｉｎＦｉｅｌｄＵｓｉｎｇＭｕｌｔｉｓｕｒｆａｃｅＦｕｎｃｔｉｏｎ

对比图３与图１发现，二者在限定区域附近

有一定的差别，但总体上图３的结果反映了区域

应变场的特征，不影响对模拟区域应变场分布特

征的整体判断。

２．３　模拟数据的理论应变场与计算应变场的相

关性分析

定义相关系数为：

ρ＝ｃｏｖ（狓，狔）／ Ｄ狓·Ｄ槡 狔＝

∑
狀

犻＝１

狓犻狔犻－
１

狀∑
狀

犻＝１

狓犻·∑
狀

犻＝１

狔犻

∑
狀

犻＝１

狓２犻 －
１

狀 ∑
狀

犻＝１

狓（ ）犻槡
２
· ∑

狀

犻＝１

狔
２
犻 －

１

狀 ∑
狀

犻＝１

狔（ ）犻槡
２

（６）

式中，狓和狔为两组样本；狀为样本个数。式中要

求两组样本严格匹配（本文要求狓犻和狔犻必须对应

同一网格点，并且二者表示同一应变张量）。表１

为理论结果与计算结果的相关系数统计情况。

表１　不同应变结果的相关系数统计

Ｔａｂ．１　ＣｏｒｒｅｌａｔｉｏｎＣｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔＳｔａｔｉｓｔｉｃｓｏｆ／ｓ

ＤｉｆｆｅｒｅｎｔＳｔｒａｉｎＲｅｓｕｌｔｓ

数据项目 ρεφ ρελ ρελφ

理论结果与１°网格数据模拟结果 ０．９５６ ０．９９０ ０．９８７

理论结果与５０％限定数据模拟结果 ０．８９４ ０．９８２ ０．９７８

　　从表１可以看出，计算结果与理论结果的相

似度比较高。因此，计算结果可以描述理论应变

场的分布特征。

３　实际数据计算实例

将该方法应用于实际的ＧＰＳ数据中，数据输

入为中国大陆地壳观测网络１９９９～２００４年区域

网速度场结果，包含１０００多个测点数据，分布遍

及整个中国大陆。经过反复试算，在对验后单位

权中误差和应变参数中误差进行分析的基础上，

确定各参数的取值为σ
２＝１，β＝１．５，平差结点采

用３°网格结点。图４给出了多面函数方法获取的

中国大陆应变率场。

对图４进行分析发现，该应变场结果从总体上

反映了中国大陆的变形特征，但在区域边缘表现出

一定的边缘效应，在东北和东南沿海地区尤为明

显。针对多面函数方法的边缘效应现象，经过研究

发现，输入数据的分布对计算结果会造成一定的影

响。下面考虑对输入数据进行调整，通过Ｋｒｉｇｉｎｇ

网格化方法［１４］得到中国大陆０．５°ＧＰＳ速度场网格

值，参数仍然选择σ
２＝１，β＝１．５，平差结点采用３°

网格结点。图５给出了该应变场的结果。

对比图４和图５可以发现，二者在总体上表

现出了较好的一致性，但在边缘处，利用 Ｋｒｉｇｉｎｇ

网格化数据作为输入结果的边缘效应得以显著改

善。可以初步认为，数据的预处理对于削弱多面

函数方法的边缘效应是有益处的。

４　讨　论

通过该方法在模拟应变场与中国大陆应变率

场中的应用发现，σ
２＝１（距离单位为１００ｋｍ时）、

β＝１．５一般可以获得较好的拟合效果。对于平

差结点的选择，应该考虑结点分布均匀、覆盖范围

等特性。多面函数方法拟合效果的影响因素中，

平差结点的影响程度最大，β参数次之，σ
２ 影响最

小。其中，平差结点的选择与数据质量密切相关，

如果数据质量较高，结点可以适当密一些。另外，

对拟合效果的评价应综合考虑验后单位权中误差

７８０１
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图４　中国大陆应变率等值线分布图

（１９９９～２００４原始数据，１０－８）

Ｆｉｇ．４　ＩｓｏｇｒａｍｓＤｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆＳｔｒａｉｎ

ＲａｔｅＦｉｅｌｄｉｎＣｈｉｎａＭａｉｎｌａｎｄ

　　　　　　　　

图５　中国大陆应变率等值线分布图

（１９９９～２００４Ｋｒｉｇｉｎｇ网格化数据，１０
－８）

Ｆｉｇ．５　ＩｓｏｇｒａｍｓＤｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆＳｔｒａｉｎ

ＲａｔｅＦｉｅｌｄｉｎＣｈｉｎａＭａｉｎｌａｎｄ

和平差参数误差，其中应该以平差参数误差作为

主要判定指标。

本文方法的优势是能够获取大区域应变场的

低频分布，从而反映研究区域应变场的总体分布，

其不足是需要较多的输入数据。所以在计算大区

域的应变场分布时，建议采用这种整体解算方法，

而对于通过不太多的观测数据研究小区域或构造

单元、地块的应变场状态时，宜采用块体应变计算

公式。在用多面函数方法计算应变场时，边缘效

应可能会比较显著，此时可以考虑先对位移场进

行网格化，然后再以计算的方式削弱边缘效应。

同时，为了避免求偏导过程导致参数误差被放大

的情况，可以设置３倍验后单位权中误差为限，舍

弃误差大于此限值的应变参数。另外，从模拟数

据的应变场结果可以看出，为了获取模拟数据覆

盖区域相对低频的应变场，只需要５０％的数据即

可达到要求，并且研究区域内部一定范围的数据

缺失对大范围低频应变场的分布影响不大。

通过对１９９９～２００４年区域网结果（速度场数

据中已经采用位错模型扣除了昆仑山口西８．１级

地震同震位移的影响）的应变场分析发现，中国大

陆应变场表现了西强东弱的特性。面应变方面，以

昆仑山地震（近东西向左旋型［１５］）震源区为界表现

出了西张东压特性，符合震源机制解特性；新疆地

区有一条张应变区活动；南北带地区面应变比较复

杂。最大剪应变方面，以昆仑山地震震源区附近表

现为高值特性，另外一个高值区域位于南北带地

区。对于东部地区，应变的量值普遍比较低。
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及郄钦文研究员给予的帮助。
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