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摘　要：采用正交Ｐｒｏｃｒｕｓｔｅｓ分析来估计旋转矩阵，该方法是一种直接解法，只需要将一特征矩阵进行奇异值

分解即可，可以用于直接估计旋转矩阵，也可以作为光束法平差的初值。介绍了正交Ｐｒｏｃｒｕｓｔｅｓ分析在相对

定向的直接解法和绝对定向中的应用，并以一组近景摄影测量数据进行了验证。
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　　摄影测量解析处理的诸多方法如相对定向、

绝对定向、空间后方交会、光束法平差等均需估计

旋转矩阵。传统方法用欧拉角表示旋转矩阵，在

已知初值的情况下求最小二乘解，但该方法有以

下缺点：① 需要已知欧拉角的初值，而在很多情

况下不易确定；② 由于将旋转矩阵转换为欧拉角

涉及三角函数的逆运算，造成对应的角值不惟一，

容易导致迭代不收敛或错误收敛。Ｐｒｏｃｒｕｓｔｅｓ分

析是一种用最小二乘法直接估计坐标变换的平移

和旋转参数的方法，该方法只需将一个特征矩阵

进行奇异值分解，既不需要初值，又能极大地简化

计算；既可以用于直接估计旋转矩阵，也可以作为

高精度光束法平差的初值。２０世纪９０年代，

Ａｒｕｎ
［１］、Ｕｍｅｙａｍａ

［２］等将其用于刚体变换参数的

估计中。近年来，有学者将该方法引入摄影测量

领域，其中最具代表性的是Ｃｒｏｓｉｌｌａ等
［３］将其用

于摄影测量的区域网平差中。

Ｐｒｏｃｒｕｓｔｅｓ问题就是求解一个矩阵犚，使得

犃犚尽可能地接近犅，其中犃和犅 是已知的，即求

解以下问题［４］：

犳（犚）＝ｍｉｎ
犚
犃犚－犅 犉 （１）

式中，‖·‖犉表示Ｆｏｒｂｎｅｉｕｓ范数。若给矩阵犚

加上约束条件，则式（１）就成了约束条件下的

Ｐｒｏｃｒｕｓｔｅｓ问题。定义犚狀×犽的正交矩阵集为正交

ｓｔｉｅｆｅｌ流形：

犛＝ 犚∈犚
狀×犽，犚Ｔ犚＝｛ ｝犐 （２）

　　若约束条件为犚∈犛，则式（１）即为正交约束

下的Ｐｒｏｃｕｒｓｔｅｓ问题，给定矩阵犃∈犚
犿×狀，犅∈

犚犿×犽，其中犿＞犽，求标准正交矩阵犚∈犚
犿×犽，使它

满足如下约束问题的解：

犳（犚）＝ ｍｉｎ
犚
Ｔ
犚＝犐

犃犚－犅
２
犉 （３）

一般而言，犿≥狀。如果犿狀，可通过ＱＲ分解降

低原问题的规模。为不失一般性，假设矩阵犚是

狀阶方阵，则式（３）可以写成如下形式：

ｍｉｎ
犚
Ｔ
犚＝犐

犃犚－犅
２
犉，犃∈犚

犿×狀，犅∈犚
犿×犽，狀≥犽

（４）

　　当犽＝狀时，式（４）称为均衡Ｐｒｏｃｒｕｓｔｅｓ问题；

当犽＜狀时，则称为非均衡Ｐｒｏｃｒｕｓｔｅｓ问题。均衡

Ｐｒｏｃｒｕｓｔｅｓ分析以及相关的广义Ｐｒｏｃｕｒｓｔｅｓ分析

在测绘领域有着广泛的应用。对于均衡Ｐｒｏｃｒｕｓ

ｔｅｓ问题，可通过矩阵犃Ｔ犅的奇异值分解或极分

解得到其显式解。令ε＝犃犚－犅，则式（４）可写成

ｔｒ（ε
Ｔ
ε）＝ｍｉｎ，根据拉格朗日原理构造极值函数：

犉（犚）＝ｔｒ（ε
Ｔ
ε）－ｔｒ［犓（犚

Ｔ犚－犐）］ （５）

式中，犓为乘数因子矩阵，是３×３的对称矩阵，欲

求式（５）的极值则函数对矩阵犚的一阶导数应等

于零。由于：

犉（犚）

犚
＝２犃

Ｔ
ε－犚（犓＋犓

Ｔ）＝

２犃Ｔ犃犚－２犃
Ｔ犅－犚（犓＋犓

Ｔ）

（６）

令犃Ｔ犃＝犘，犃Ｔ犅＝犙，（犓＋犓
Ｔ）／２＝犛，犘、犛矩阵为

对称矩阵，欲使ｔｒ（ε
Ｔ
ε）取极值，则式（６）应等于

零，即

犘犚－犙－犚犛＝０ （７）
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将式（７）左乘以犚Ｔ，得到：

犛＝犚
Ｔ犘犚－犚

Ｔ
犙 （８）

　　由于犚
Ｔ犘犚也为对称矩阵，因此，犚Ｔ犙也必为

对称矩阵，即犚Ｔ犙＝犙
Ｔ犚。将其分别左乘犚、右乘

犚Ｔ，并顾及矩阵犚的正交性，分别得到：

犙＝犚犙
Ｔ犚

犙
Ｔ
＝犚

Ｔ
犙犚

Ｔ
（９）

将式（９）分别左右相乘，可得到：

犙犙
Ｔ
＝犚犙

Ｔ
犙犚

Ｔ （１０）

　　将犙进行奇异值分解，得到ｓｖｄ（犙）＝犝Σ犞
Ｔ。

其中，Σ＝ｄｉａｇ（σ１，…，σ狉）（σ１≥σ２≥…≥σ狉）称为矩

阵犙的奇异值（即方阵犙
Ｔ
犙特征值的算术平方

根），犝、犞为正交矩阵，满足犝Ｔ犝＝犞Ｔ犞＝犐。代入

式（１０）得：

犝Σ犞
Ｔ犞Σ犝

Ｔ
＝犚犞Σ犝

Ｔ犝Σ犞
Ｔ犚Ｔ （１１）

从而得到犚＝犝犞Ｔ。上面的解没考虑特征矩阵犙

为秩亏和犝、犞 行列式的值可能为－１的特殊情

况。文献［２］对上述结果进行了改进，得到均衡正

交Ｐｒｏｃｒｕｓｔｅｓ问题解的统一形式：

犚＝犝犇犞
Ｔ （１２）

式中，犇为一对角矩阵，由下式确定：

犇＝

犐，ｄｅｔ（犙）≥０，或ｄｅｔ（犝）ｄｅｔ（犞）＝１

ｄｉａｇ（１，１，－１），ｄｅｔ（犙）＜０，

　 或ｄｅｔ（犝）ｄｅｔ（犞）＝－

烅

烄

烆 １

１　犗犘犃在相对定向直接解中的应用

　　相对定向的目的是恢复构成立体像对的两张

像片的相对方位，建立被摄物体的相似几何模型。

相对定向直接解广泛采用相对定向线性变换模

型［５］，即先求８个线性变换系数，然后求出基线向

量和旋转矩阵。但由于未考虑旋转矩阵的正交

性，从而导致解算出的参数有较大偏离，影响后续

计算。本文用ＯＰＡ方法估计相对定向中的旋转

矩阵。设同一空间点在左右影像的像空间坐标分

别为犡犔＝（狓犾 狔犾 狕犾）
Ｔ，犡犚＝（狓狉 狔狉 狕狉）

Ｔ，摄

影基线向量为犫＝（犫狓 犫狔 犫狕）
Ｔ，右影像空间相

对于左影像空间的旋转矩阵为犚，根据共面条件，

存在以下关系：

犫·（犡犔×犚犡犚）＝０ （１３）

上式可写成犡Ｔ犔犈犡犚＝０，其中，

犈＝犫×犚＝犅犚＝

０ －犫狕 　犫狔

犫狕 ０ －犫狓

－犫狔 犫狓 　

烄

烆

烌

烎０

犚　（１４）

式中，矩阵犅是由基线向量组成的反对称矩阵，在

计算机视觉领域犈称为本质矩阵
［６］（ｅｓｓｅｎｔｉａｌｍａ

ｔｒｉｘ）。若能先估计犈，则可以分解出摄影基线向量

和旋转矩阵。这里先根据旋转矩阵的正交约束条

件求解基线向量，然后再根据ＯＰＡ方法得到旋转矩

阵。将式（１４）左右两边转置并与其分别相乘，得到：

犅犅Ｔ
＝犈犈

Ｔ （１５）

展开后得：

犈２１１＋犈
２
１２＋犈

２
１３ ＝犫

２
狔＋犫

２
狕

犈２２１＋犈
２
２２＋犈

２
２３ ＝犫

２
狓＋犫

２
狕

犈２３１＋犈
２
３２＋犈

２
３３ ＝犫

２
狓＋犫

２
狔

犈１１犈２１＋犈１２犈２２＋犈１３犈２３ ＝－犫狓犫狔

犈１１犈３１＋犈１２犈３２＋犈１３犈３３ ＝－犫狓犫狕

犈２１犈３１＋犈２２犈３２＋犈２３犈３３ ＝－犫狔犫

烅

烄

烆 狕

（１６）

通过上式中的前三式可以解出：

犫２狓 ＝
１

２∑
３

犻，犼＝１

犈２犻犼－（犈
２
１１＋犈

２
１２＋犈

２
１３） （１７）

　　犫狓开方后有两个根，分别对应摄影基线犫和

－犫。求出基线向量后，可根据式（４）的 ＯＰＡ算

法得到旋转矩阵。将矩阵犙＝犅
Ｔ犈进行奇异值分

解可分别得到矩阵犚１ 和犚２，因此，存在四组可行

解：（犫，犚１）、（犫，－犚１）、（－犫，犚２）、（－犫，－犚２）。

其几何意义如图１所示，可根据文献［７］的方法确

定惟一解。基于 ＯＰＡ 的相对定向解算过程如

下。

１）估计本质矩阵犈；

２）根据式（１５）计算基线向量犫；

３）将犅Ｔ犈进行ＳＶＤ分解，得到旋转矩阵犚；

４）根据成像约束条件确定犫，犚的惟一解。

图１　相对定向数值可行解对应的几何构形

Ｆｉｇ．１　ＧｅｏｍｅｔｒｙＣｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎＣｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏ

ｔｈｅＡｐｐｌｉｃａｂｌｅＳｏｌｕｔｉｏｎｓ

２　犗犘犃在绝对定向中的应用

摄影测量的绝对定向实际上是空间相似变

换。设点犻在自由模型坐标系和物方空间坐标系

中的坐标值分别为（狌犻，狏犻，狑犻）、（狓犻，狔犻，狕犻），则绝

对定向的函数模型可表示为：

７９９
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狓犻

狔犻

狕

烄

烆

烌

烎犻

＝λ

狉１１ 狉１２ 狉１３

狉２１ 狉２２ 狉２３

狉３１ 狉３２ 狉

烄

烆

烌

烎３３

狌犻

狏犻

狑

烄

烆

烌

烎犻

＋

狋狓

狋狔

狋

烄

烆

烌

烎狕

（１８）

式中，λ表示尺度参数；狉犻犼表示旋转矩阵犚 的分

量；（狋狓，狋狔，狋狕）表示坐标原点的平移分量，令犢犻＝

狓犻 狔犻 狕（ ）犻
Ｔ，犡犻 ＝ 狌犻 狏犻 狑（ ）犻

Ｔ，犜 ＝

（狋狓 狋狔 狋狕）
Ｔ，将式（１８）写成矩阵形式：

犢犻 ＝λ犚犡犻＋犜 （１９）

　　当有狀（狀≥３）对公共点时，空间相似变换参

数的估计问题就是在最小二乘准则下求解估计尺

度参数λ、旋转矩阵犚和平移向量犜。先将坐标

重心化，得到：

犢′犻＝λ犚犡′犻 （２０）

其中，

犢′犻＝犢犻－
∑
狀

犽＝１

犢犽

狀
，犡′犻＝犡犻－

∑
狀

犽＝１

犡犽

狀

　　绝对定向问题就是在满足旋转矩阵正交的约

束条件下求极值，即

ａｒｇｍｉｎ
λ，犚 ∑

狀

犻＝１

［（犢′犻－λ犚犡′犻）
Ｔ（犢′犻－λ犚犡′犻）］　（２１）

　　尺度参数由下式确定
［８］：

λ＝ ∑
狀

犻＝１

‖犢′犻‖
２／∑

狀

犻＝１

‖犡′犻‖槡
２ （２２）

　　解算出λ后，式（２１）的最小二乘解算问题等

价于式（４）的均衡Ｐｒｏｃｒｕｓｔｅｓ问题，此时将所有的

重心化后的模型点坐标写成：

犢′＝

狓′１ 狔′１ 狕′１

 

狓′狀 狔′狀 狕′

熿

燀

燄

燅狀

，犡′＝

狌′１ 狏′１ 狑′１

 

狌′狀 狏′狀 狑′

熿

燀

燄

燅狀

（２３）

　　按 Ｐｒｏｃｒｕｓｔｅｓ问题的解算原理，得到犙＝

λ犢′
Ｔ犡′，并进行ＳＶＤ分解，即可解求旋转矩阵，然

后再求解平移向量。基于ＯＰＡ的绝对定向解算

过程如下。

１）将模型点的两套坐标重心化；

２）根据式（２２）计算尺度参数；

３）计算特征矩阵犙并对其进行ＳＶＤ分解得

到旋转矩阵犚；

　　４）计算平移参数

犜＝∑
狀

犽＝１

犢犽／狀－λ犚∑
狀

犽＝１

犡犽／狀

３　算例及分析

算例采用某近景摄影测量工程数据。该影像

采用分辨率为１５３６像素×１０２４像素的 Ｋｏｄａｋ

ＤＣＳ２６０相机拍摄。拍摄过程中保持相机的内方

位元素不变，共拍摄１８张像片，并布设了若干控

制点和检测点。经光束法平差得到相机的内方位

元素为：犳＝１７０３．４８９像素，狌０＝７６４．８２１像素，

狏０＝５０９．３６８像素，定向过程中不考虑镜头畸变，

选用其中的一个立体像对，像点坐标和物方坐标

值如表１所示。

表１　控制点的量测坐标及物方坐标

Ｔａｂ．１　ＩｍａｇｅａｎｄＯｂｊｅｃｔＣｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｆｏｒ

ＣｏｎｔｒｏｌＰｏｉｎｔｓ

点名
影像１／像素 影像２／像素 物方坐标／ｍ

狌 狏 狌 狏 犡 犢 犣

犌０３ ３４０．１ ３２９．９ ８９７．１ ２９２．３ －０．２２７－０．００１ ３．８８４

犌０４ １９７．４ ２９９．１ ６６４．９ ２８７．３ －２．９５４－０．００４ ３．８７３

犌１６ ５１０．６ ４４７．３１００９．６ ３９６．８ ０．０６２－１．７４５ ２．６１５

犌１７ ４１６．４ ３７０．４ ９５４．４ ３２５．１ ０．０６５－０．７１２ ３．４５４

犌１８ ６３２．９ ３９４．４１０７９．６ ３３５．８ －０．００３－３．０８７ ３．０９４

犌２０ ７６２．６ ２１６．４１１３９．６ １２６．６ －０．３２７－４．５３７ ４．７４３

犌２２ ９５６．４ ６１７．１１３２８．４ ５８７．９ ０．００３－６．２７１ ０．８２７

犌２４１０９１．３ ５１７．３１４５５．７ ４６１．３ ０．００２－７．５７５ １．７５６

犌２７ ４２８．４ ２００．９ ６８１．１ １８４．６ －３．７８６－２．５９９ ４．４１６

犌２８ ５３８．６ ２５０．４ ９３０．７ ２００．６ －１．２７９－２．５９１ ４．３９５

　　计算时先根据相机的内方位元素计算出像平

面坐标，然后分别利用传统方法、直接相对线性变

换方法（ＲＬＴ）以及本文方法完成相对定向，所有

的点均参加计算，表２为计算结果。计算表明，本

文方法与传统方法的结果更为接近，主要的原因

是求解本质矩阵和求解相对线性变换系数本质上

是一致的，但在通过相对变换参数求解基线向量

和旋转矩阵时，ＲＬＴ方法未考虑旋转参数间的相

关性，而基于 ＯＰＡ的结果是从旋转矩阵的正交

约束条件出发推导出来的，因此，更接近于经典的

严密平差结果。

表２　相对定向结果

Ｔａｂ．２　ＲｅｌａｔｉｖｅＯｒｉｅｎｔａｔｉｏｎＲｅｓｕｌｔｓ

估计方法
基线向量 Ｅｕｌｅｒ角／°

犅狓 犅狔 犅狕 Ｐｈｉ Ｏｍｉｇａ Ｋａｐｐａ

传统方法 １．００００ －０．００５６ ０．４９７２ ４９．４６７０ －１．６０６６ １．４５１０

ＯＰＡ方法 １．００００ －０．００５６ ０．５００３ ４８．６４５９ －０．８１９３ １．２５９１

ＲＬＴ法 １．００００ －０．０２１９ ０．４０６３ ４２．３１９３ －１．７１９１ －０．４３５８

８９９
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　　根据传统相对定向的方法结果，先以 Ｇ０４、

Ｇ０８、Ｇ２２、Ｇ２８４个控制点完成绝对定向和以所

有的１０个点完成绝对定向得到的计算结果如表

３。计算结果表明，本文方法与传统解算方法的计

算结果几乎完全相等，仅差１０－６数量级的计算方

法误差。同时，本文方法既不需要初值也不需要

迭代，只需要对一个３×３的矩阵进行ＳＶＤ分解，

因而计算速度更快。

表３　绝对定向结果

Ｔａｂ．３　ＡｂｓｏｌｕｔｅＯｒｉｅｎｔａｔｉｏｎＲｅｓｕｌｔｓ

控制点数量 估计方法 尺度参数
平移向量 Ｅｕｌｅｒ角／°

狋狓 狋狔 狋狕 Ｐｈｉ Ｏｍｉｇａ Ｋａｐｐａ

四点定向
传统方法 ０．１１１４ －０．４６７７ ０．２２７５ １．９９８１ ４３．５６４８ ８７．９４２５ ３１．０２６７

ＯＰＡ方法 ０．１１１４ －０．４６７７ ０．２２７５ １．９９８１ ４３．５６４８ ８７．９４２５ ３１．０２６７

十点定向
传统方法 ０．１１３３ －０．４７５０ ０．２２８３ ２．０１４１ ４３．５３２６ ８８．８５４１ ３２．１９３１

ＯＰＡ方法 ０．１１３３ －０．４７５０ ０．２２８３ ２．０１４１ ４３．５３２６ ８８．８５４１ ３２．１９３１
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