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摘　要：首先研究了线元不确定性的ε犿 模型，将该模型误差带边界线分为左边界线、右边界线、左误差半圆和

右误差半圆四部分，利用代数的方法推导了这四部分误差带边界线的解析表达式；利用误差带边界线的解析

表达式，绘出不确定性区域的图形，给出了平均误差带宽和误差带的面积作为线元不确定性的精度评估指标。
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　　目前，ＧＩＳ线元的误差带模型已有许多研究，

从最初的ε带模型，到后来的犈带模型、置信域

误差模型、犌带模型、εσ模型和ε犿模型、犎带模型

等。其中，εσ带模型、ε犿带模型和犌带模型研究

较多［１８］。εσ带是以线元上任意一点在垂直线段

方向上的中误差为带宽；ε犿带是以线元上任意一

点处的误差椭圆上点到直线的最大距离为误差带

宽；犌带的边界线是由线元上任意一点处的误差

椭圆构成的误差椭圆族的包络线［１，２］。εσ带应用

较为简单，但与线段相垂直方向上的中误差（带

宽）不一定是误差椭圆上至线段距离最大的点，因

而该模型是较为严格的；ε犿带和犌带理论上都较

为严密，但犌带边界线公式繁琐，计算复杂，应用

上较为不便。

１　平面直线不确定性ε犿模型误差带

的边界线方程

１．１　平面直线ε犿模型误差带

设直线段犣１犣２（图１所示）的端点坐标分别

为犣１（狓１，狔１）、犣２（狓２，狔２），它们的方差阵、协方差

阵分别为犇１、犇２、犇１２
［１］。

设直线段犣１犣２与狔轴的夹角为θ，则有θ＝

ａｒｃｔａｎ（（狓２－狓１）／（狔２－狔１）），－π／２≤θ≤π／２。

直线上任意一点犣狋的坐标（狓狋，狔狋）可由端点

坐标确定［１］：

狓狋＝ （１－狋）狓１＋狋狓２

狔狋＝ （１－狋）狔１＋狋狔
｛

２

（１）

式中，狋＝狊１狋／狊１２，狊１狋为犣狋到端点犣１的距离；狊１２为

犣１、犣２两点间的距离。

由文献［１］可知，ε犿模型以线元犣１犣２上任意

一点犣狋处的误差椭圆上点到直线的最大距离犱狋犿

为误差带宽，端点处的误差带是由端点的部分误

差圆组成（图１）。为了得到直线上任意一点犣狋处

的误差椭圆上点到直线的最大距离犱狋犿，首先将原

坐标系沿坐标原点犗逆时针旋转θ，得到新的坐

图１　直线误差带

Ｆｉｇ．１　ＥｒｒｏｒＢａｎｄｏｆａＰｌａｎｅＬｉｎｅＳｅｇｍｅｎｔ

标系犗狓′狔′，使旋转后的坐标系的犗狔′轴与线段

方向一致，旋转矩阵为犚
［１］。根据协方差传播定

律，可得线元端点坐标在新坐标系犗狓′狔′中的线

段端点的方差协方差阵：

犇′１＝犚犇１犚
Ｔ，犇′２＝犚犇２犚

Ｔ，犇′１２＝犚犇１２犚
Ｔ

　　由式（１）和协方差传播律，可得犣狋点坐标在

新坐标系犗狓′狔′中的方差、协方差为：
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其中，
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狔′１
；犪３ ＝σ狓′
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式中，狋＝狊１狋／狊１２，狊１狋为犣狋到端点犣１的距离；狊１２为

犣１犣２的长度。

在新坐标系犗狓′狔′中，犣狋点在方位角为φ 的

任意方向上的方差为：

σ
２

φ ＝ｃｏｓ
２

φ·σ
２
狓′＋ｓｉｎ

２

φ·σ
２
狔′＋ｓｉｎ２φ·σ狓′狔′（４）

　　要求线元上任意一点犣狋处的误差椭圆上点

到直线的最大距离犱狋犿，也就是求出使σφ·ｃｏｓφ
达到最大值的角φ

［１，３］，则犱狋犿＝σφ·ｃｏｓφ。

由文献［１］知，φ满足：

ｔａｎφ＝

３

－
狇
２
＋ （狇

２
）２＋（

狆
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其中，
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　　由式（２）～式（５）可见，在端点误差确定的情

况下，线元不确定性的ε犿模型在线段任意点处的

误差带宽犱狋犿只与参数狋有关，因此，误差带可以

表达成参数为狋（０≤狋≤１）的函数。

１．２　平面直线ε犿模型误差带的边界线方程

定义１　当从线段的前端点走向后端点时，

位于左手侧的误差带的边界线称为左边界线；位

于右手侧的误差带的边界线称为右边界线；前端

点处的误差半圆称为左误差半圆；后端点处的误

差半圆称为右误差半圆。

由线元不确定性的ε犿模型的定义可知，误差

带边界线狓＝犳（狔）由４部分组成：左边界线狓＝

犳１（狔）、右边界线狓＝犳２（狔）、左误差半圆狓＝犳３

（狔）、右误差半圆狓＝犳４（狔）。

１．２．１　当狔１≤狔２时误差带边界线的表达式

首先讨论狓１＜狓２且狔１＜狔２时平面直线ε犿模

型误差带边界线的解析表达式，如图２所示。

１）左边界线狓＝犳１（狔）的解析表达式

设犘（狓，狔）是左边界线狓＝犳１（狔）上的任意一

点，过犘作线段犣１犣２的垂线，垂足为犣狋（狓狋，狔狋），

图２　狓１＜狓２ 且狔１＜狔２时误差带的边界线

Ｆｉｇ．２　ＢｏｕｎｄａｒｙＣｕｒｖｅｏｆＬｉｎｅＥｒｒｏｒ

Ｂａｎｄｉｎ狓１＜狓２ａｎｄ狔１＜狔２

则 犘犣狋 ＝犱狋犿，∠犣狋犘犙＝θ。于是，有：

狘犘犙狘＝狓－狓狋＝犱狋犿ｃｏｓθ

狘犙犣狋狘＝狔狋－狔＝犱狋犿ｓｉｎθ

将式（１）代入上式，可得到误差带左边界上任意一

点犘（狓，狔）点的坐标为：

犳１（狔）：

狓＝狓狋＋犱狋犿ｃｏｓθ＝ （１－狋）狓１＋

　狋狓２＋犱狋犿ｃｏｓθ

狔＝狔狋－σ狓′狋ｓｉｎθ＝ （１－狋）狔１＋

　狋狔２－犱狋犿ｓｉｎθ（０≤狋≤１

烅

烄

烆 ）

（６）

　　由式（６）知，左边界上任意一点犘（狓，狔）的坐

标是参数狋的函数，由此得出左边界线的参数为狋

的参数方程。

２）右边界线狓＝犳２（狔）的解析表达式

同样地，可以计算得到右边界线狓＝犳２（狔）的

表达式：

犳２（狔）：

狓＝狓狋－犱狋犿ｃｏｓθ＝ （１－狋）狓１＋

　狋狓２－犱狋犿ｃｏｓθ

狔＝狔狋＋σ狓′狋ｓｉｎθ＝ （１－狋）狔１＋

　狋狔２＋犱狋犿ｓｉｎθ（０≤狋≤１

烅

烄

烆 ）

（７）

　　３）左误差半圆狓＝犳３（狔）的解析表达式

左端点犣１的误差圆是以犣１为圆心、以犱０犿为

半径，左端点处的误差半圆是由垂直于直线段

犣１犣２的直线犃犇截误差圆得到。所以，左端点处

的误差半圆的参数方程为：

犳３（狔）：
狓＝狓１＋犱０犿ｓｉｎ狋

狔＝狔１＋犱０犿ｃｏｓ
｛ 狋

π
２
＋θ≤狋≤

３π
２
＋（ ）θ
（８）

　　４）右误差半圆狓＝犳４（狔）的解析表达式

同理，右端点处的误差半圆的参数方程为：

２３４
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犳４（狔）：
狓＝狓２＋犱１犿ｓｉｎ狋

狔＝狔２＋犱１犿ｃｏｓ
｛ 狋

θ－
π
２
≤狋≤θ＋

π（ ）２
（９）

　　类似地，当狓１＞狓２，狔１＜狔２时，或当狓１＝狓２，

狔１＜狔２时，或当狓１＜狓２，狔１＝狔２时，或当狓１＞狓２，

狔１＝狔２时，误差带边界线的表达式和当狓１＜狓２，

狔１＜狔２时相同。

综上所述，当狔１≤狔２误差带边界线的解析为

式（６）～式（９）。

１．２．２　当狔１＞狔２时误差带边界线的表达式

同理，类似§１．２．１的推导过程，当狓１＜狓２，

狔１＞狔２时，或当狓１＞狓２，狔１＞狔２时，或当狓１＝狓２，

狔１＞狔２时，即狔１＞狔２时，误差带左、右边界线和

左、右误差半圆的解析表达式分别为：

犳１（狔）：
狓＝狓狋－犱狋犿ｃｏｓθ＝ （１－狋）狓１＋狋狓２－犱狋犿ｃｏｓθ

狔＝狔狋＋σ狓′狋ｓｉｎθ＝ （１－狋）狔１＋狋狔２＋犱狋犿ｓｉｎ
｛

θ
　 （０≤狋≤１） （１０）

犳２（狔）：
狓＝狓狋＋犱狋犿ｃｏｓθ＝ （１－狋）狓１＋狋狓２＋犱狋犿ｃｏｓθ

狔＝狔狋－σ狓′狋ｓｉｎθ＝ （１－狋）狔１＋狋狔２－犱狋犿ｓｉｎ
｛

θ
　 （０≤狋≤１） （１１）

犳３（狔）：
狓＝狓１＋犱０犿ｓｉｎ狋

狔＝狔１＋犱０犿ｃｏｓ
｛ 狋

　 θ－
π
２
≤狋≤θ＋

π（ ）２ （１２）

犳４（狋）：
狓＝狓２＋犱１犿ｓｉｎ狋

狔＝狔２＋犱１犿ｃｏｓ
｛ 狋

θ＋
π
２
≤狋≤θ＋

３π（ ）２ （１３）

　　由误差带边界线的解析式（６）～式（１３）可以看

出，误差带边界线上的点满足的方程是由线元的端

点犣１（狓１，狔１）、犣２（狓２，狔２）的坐标和坐标的方差协

方差决定，即误差带由端点的有关信息决定。

由连续性的定义和误差带的边界线的定义，

容易证明误差带的边界线是连续曲线。

２　线元不确定性可视化图形及度量

指标

２．１　可视化图形

可视化的基本涵义是把一些数据转换成图形

的形式，并以视觉的方式去研究这些图形及其变

化，进而生成新知识的一种科技手段。利用式（６）

～式（１３）定义的误差带边界线的解析表达式，可

以通过编程画出线元不确定性的可视化图形，用

于误差带的定量化表示、计算及应用。

２．２　平均误差带宽

取线段上任意点处误差带宽的平均值（即误

差带的平均带宽）作为线段的精度指标，即

ε狊 ＝∫
犾

０
犱狋犿ｄ狋 （１４）

　　该积分式比较复杂，可以采用数值积分法在

计算机上计算出来。由式（２）～式（５）知，被积函

数犱狋犿仅与端点坐标的方差、协方差有关，故积分

值（即误差带的平均带宽）仅由端点误差确定。

２．３　误差带所包围区域的面积

显然，当线元端点信息确定时，线元不确定性

误差带所包围的区域越大，线元的不确定性越大。

所以，求出误差带所包围的区域的面积，将其作为

线元不确定性的度量指标，具有十分切实的意义。

由前面讨论知道，直线不确定性ε犿模型由３

部分组成：两端点处的误差半圆和中间部分区域。

设左、右误差半圆的面积分别为犃１、犃３，左、右误

差带的中间部分的面积为犃２。由于左、右误差半

圆的半径分别为两端点处误差椭圆的长半轴犱０犿

和犈１犿，所以，

犃１ ＝
１

２
π犱

２
０犿，犃３ ＝

１

２
π犱

２
１犿 （１５）

由 §２．２讨论的平均误差带宽，故不确定性区域

的中间部分的面积为：

犃２ ＝２犾ε狊 （１６）

其中，犾为线段的长度。

由式（１５）和式（１６），可以得到直线段不确定

性区域面积的代数表达式：

犃＝犃１＋犃２＋犃３ （１７）

　　由式（１５）、式（１６）可以看出，不确定区域的面

积由端点坐标的方差协方差和线段的长度确定。

３　实例分析

已知两个端点的坐标及其方差协方差，则可

确定直线元的不确定性误差带。这里讨论了４条

随机线元的不确定性ε犈模型的可视化，其端点坐

标分别为犣１（５００，２００），犣２（５５０，２３０）；犣１（２５０，

２８０），犣２（３２０，２３０）；犣１（５５０，１８０），犣２（５００，２１０）；

犣１（８００，５００），犣２（７５０，６５０），单位为ｃｍ。其端点

坐标及其方差协方差见表１。

对４条线元分别就其εσ模型、ε犿模型计算了

相应的平均误差带宽和误差带的面积，并将利用

ε犿模型得到的相应的线元不确定性度量指标和εσ

模型进行了比较，计算结果见表２。

３３４
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表１　线元端点坐标的方差和协方差数据

Ｔａｂ．１　ＯｒｉｇｉｎａｌＤａｔａｏｆｔｈｅＶａｒｉａｎｃｅａｎｄｃｏｖａｒｉａｎｃｅｏｆｔｈｅＬｉｎｅＳｅｇｍｅｎｔｓ

线元号 σ２狓
１

σ２狔１ σ狓
１狔１

σ２狓
２

σ２狔２ σ狓
２狔２

σ狓
１
狓
２

σ狓
１狔２

σ狓
２狔１

σ狔１狔２

１ ８．９１３５ ８．７１６８ ２．９７１５ ８．９１３５ ８．７１６８ ２．９７１５ ０ ０ ０ ０

２ １．２６３２ ０．９３２３ ０．０８２５ １．９５７６ １．９５７６ ０．４６７０ ０．０２６７ ０．０３６５ ０．０３６５ －０．０６５４

３ ２．６８１２ １．６４６２ ０．２６７０ ０．７６３２ ０．６３２３ ０．０８２５ ０．０２６７ ０．０３６５ ０．０３６５ －０．０６５４

４ ３．８７１０ ２．８９００ ０．４２２０ １．０１９０ ０．９７１１ ０．２８７０ ０．０９９０ －０．０３４ ０．０７８ ０．０６７０

表２　计算结果

Ｔａｂ．２　ＣａｌｃｕｌａｔｉｏｎＲｅｓｕｌｔｓ

线

元

εσ模型 ε犿模型 模型差值

ε狊σ／ｃｍ 犃σ／ｃｍ２ ε狊犿／ｃｍ 犃犿／ｃｍ２ Δε／ｃｍ Δ犃／ｃｍ２

１ ２．０１２２２５３．９７６２ ２．１０４５ ２６６．５５３３ ０．０９２３ １２．５７７１

２ １．１０３１１９５．７４９１ １．１２０９ １９８．９７８６ ０．０１７８ ３．２２９５

３ ０．９５６０１１６．０３０３ ０．９８１２ １１９．２０２５ ０．０２５２ ３．１７２２

４ １．２９３５４１７．２１７１ １．２９６８ ４１８．３１０１ ０．００３３ １．０９３０

　　表２中，εｓσ、Ａσ和εｓｍ、Ａｍ分别为εσ模型和εｍ

模型的平均误差带宽和误差带的面积，Δε、ΔＡ分

别为εｍ模型和εσ模型平均误差带宽和误差带的

面积的差值。

由表２的计算结果可以看出，ε犿模型与εσ模

型相比差值不大。

根据线元误差带边界线式（６）～式（１３），用

Ｍａｔｌａｂ编程，对线元１、２的不确定性ε犿模型进行

可视化，具体结果见图３。

图３　误差带

Ｆｉｇ．３　ＥｒｒｏｒＢａｎｄ

从图３的可视化图形可以看出，误差带的边

界线是一条连续闭合的曲线；误差带的形状是两

端较大中间较小。

４　结　语

１）针对线元不确定性的ε犿 模型，利用代数

的方法推导了其误差带边界线的解析表达式，边

界线方程用四个参数方程分段表达。

２）根据误差带解析表达式，画出线元不确定

性的可视化图形，从而用户可以直观地了解线元

不确定性的大小、分布、空间结构和趋势，以便能

更好地理解和使用ＧＩＳ产品。

３）利用线元不确定性的ε犿 模型，为线元不

确定性精度评估提供了两种度量指标：平均误差

带宽和误差带的面积。线元不确定性度量指标的

确定可以保证ＧＩＳ空间分析和应用的可靠性。

４）将ε犿 模型与εσ模型进行了比较。实验表

明，两模型差值不大，ε犿 模型理论上更严密一些。
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