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犇犲犾犪狌狀犪狔三角化中特征约束细分嵌入算法

田峰敏１　徐定杰１　李　宁１

（１　哈尔滨工程大学自动化学院，哈尔滨市南通大街１４５号，１５０００１）

摘　要：在Ｄｅｌａｕｎａｙ三角化中，以在特征约束上插入附加点的方式对特征约束细分，可使剖分网格在表达特

征约束的同时仍满足 Ｄｅｌａｕｎａｙ三角网格特性。本文提出了一种改进的细分嵌入算法———端点外接圆法

（ＥＴＣＭ），该算法具有线性时间复杂度。以剖分结果的稳定性、附加点个数、运算耗时和网格质量为评价标

准，对ＥＴＣＭ 和现有的细分嵌入算法进行了评估。实验结果表明，在运算耗时方面，ＥＴＣＭ 受数据分布的影

响最小，且耗时最少；在其他方面，与现有算法的最好表现持平。

关键词：Ｄｅｌａｕｎａｙ三角化；特征约束；细分嵌入

中图法分类号：Ｐ２０８

　　Ｄｅｌａｕｎａｙ 三角化（Ｄｅｌａｕｎａｙｔｒｉａｎｇｕｌａｔｉｏｎ，

ＤＴ）是离散数据集划分的有效方法，在工程领域

中有着广泛的应用。在很多情况下，离散数据之

间存在约束关系，表现为离散数据带有若干条折

线和封闭多边形，在剖分结果中须包含这些特征。

解决这类问题的方法有约束Ｄｅｌａｕｎａｙ三角化
［１，２］

和协调Ｄｅｌａｕｎａｙ三角化
［３，４］。约束Ｄｅｌａｕｎａｙ三

角化是ＤＴ的近似，嵌入特征约束后，网格单元的

ＤＴ特性通常不能保持，网格质量下降。而在某

些应用中，如有限元数值计算的稳定性和收敛性会

受网格质量的影响。协调Ｄｅｌａｕｎａｙ三角化可以保

证网格的ＤＴ特性，网格质量明显优于约束Ｄｅｌａｕ

ｎａｙ三角化。受Ｓａｐｉｄｉｓ
［５］、易法令［６］和梅承力算

法［７］的启发，本文提出了一种改进的特征约束细分

嵌入算法———端点三角形外接圆法（ｅｎｄｐｏｉｎｔｔｒｉ

ａｎｇｌｅ’ｓｃｉｒｃｕｍｃｉｒｃｌｅｍｅｔｈｏｄ，ＥＴＣＭ），保证了剖

分结果的稳定性，提高了插入附加点的速度。

１　端点三角形外接圆法（犈犜犆犕）

１．１　犈犜犆犕 算法思想

定义　特征线段一个端点的端点三角形是以

该端点为顶点、一条三角形边与特征线段相交的

三角形。

设狊［犘犺犘犲］是一条没有被ＤＴ网格包含的特征

线段，△犺是犘犺的端点三角形，△犲是犘犲的端点三角

形，Ｃｉｒ（△犺）和Ｃｉｒ（△犲）分别为△犺和△犲的外接圆。

ＥＴＣＭ的基本思想是：设犑犺＝Ｃｉｒ（△犺）∩狊

［犘犺犘犲］，犑犲＝Ｃｉｒ（△犲）∩狊［犘犺犘犲］，如果犑犺∩犑犲＝

，则把犑犺和犑犲 中较长的一段作为可嵌入的部

分，它所对应的交点为附加点，较短的一段作为特

征线段剩余的部分，对它继续使用上面的方法，直

到犑犺′∩犑犲′≠。此时，取犑犺′∩犑犲′的中点为附加

点。若当前处理的特征线段影响已嵌入的特征线

段，则把受影响的特征线段按上面方法重新嵌入。

１．２　犈犜犆犕 描述

输入：无约束ＤＴ三角网、特征线段。

输出：嵌入特征约束后符合ＤＴ 特性的三角

网。创建一个堆栈ＦＳ＿ｒｅｍａｉｎ存放待处理的特

征线段，一个双向链表ＦＳ＿ｆｉｎｉｓｈｅｄ存放已处理的

特征线段。

Ｗｈｉｌｅ（ＦＳ＿ｒｅｍａｉｎ≠空）｛

　弹出一条特征线段狊［犘犻犘犼］；

　ｉｆ（犘犻邻接三角形的顶点中有犘犼）

　　ｃｏｎｔｉｎｕｅ；

ｅｌｓｅ｛

　　１）初始准备

　　① 通过三角网络的拓扑关系找出与狊［犘犻犘犼］相交的

三角形，组成犘犻犘犼的影响域ｃｒｏｓｓｔｒｉ；

　　② 对线段端点赋值：犘犺＝犘犻，犘犲＝犘犼；

　　③Ｃｉｒ（△犺）交狊［犘犺犘犲］于犙１，Ｃｉｒ（△犲）交狊［犘犺犘犲］于
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犙２；

　　２）分段处理

　　Ｗｈｉｌｅ（｜犘犺犙１｜＋｜犙２犘犲｜＜｜犘犺犘犲｜）｛

　　ｉｆ（｜犘犺犙１｜≥｜犙２犘犲｜）｛

　　以犙１作为附加点：犘犪＝犙１；把狊［犘犺犙１］链入ＦＳ＿ｆｉｎ

ｉｓｈｅｄ；以犘犪 作为特征线段剩余部分的头，犘犲仍为特征线

段剩余部分的尾；｝

　　ｅｌｓｅ｛

　　以犙２作为附加点：犘犪＝犙２；把狊［犙２犘犲］链入ＦＳ＿ｆｉｎ

ｉｓｈｅｄ；以犘犪 作为特征线段剩余部分的尾，犘犺 仍为特征线

段剩余部分的头；｝

　　插入附加点：ＩｎｓｅｒｔＮｅｗＮｏｄｅ（ｃｒｏｓｓｔｒｉ，犘犪）；

　　更新犙１、犙２：Ｃｉｒ（△犺）交狊［犘犺犘犲］于犙１，Ｃｉｒ（△犲）交狊

［犘犺犘犲］于犙２；

　｝

　　３）整体处理

　　① 以犙１犙２ 的中点作为附加点犘犪；把狊［犘犺犘犪］和

狊［犘犪犘犲］链入ＦＳ＿ｆｉｎｉｓｈｅｄ；特征线段的剩余部分为零；

　　②ＩｎｓｅｒｔＮｅｗＮｏｄｅ（ｃｒｏｓｓｔｒｉ，犘犪）；

　｝

｝

ＩｎｓｅｒｔＮｅｗＮｏｄｅ（ｃｒｏｓｓｔｒｉ，犘犪）｛

　　ｉ．在ｃｒｏｓｓｔｒｉ所标记的三角形中寻找犘犪 所在的三角

形或四边形，然后以一个迭代的过程向外寻找外接圆包

含犘犪 的三角形，组成犘犪 的影响域ｅｆｆｔｒｉ，根据三角形面积

坐标的正负关系判断点是否在三角形内；

　　ｉｉ．如果ｅｆｆｔｒｉ所标记三角形的公共边为已处理过的特

征线段，则把该边从ＦＳ＿ｆｉｎｉｓｈｅｄ断链，压入ＦＳ＿ｒｅｍａｉｎ；

　　ｉｉｉ．犘犪 与其影响域的顶点连线形成新的三角形，先

替换ｅｆｆｔｒｉ所记录的三角形，余者再添加到三角形数组尾

部；

　　ｉｖ．更新ｃｒｏｓｓｔｒｉ：

ｃｒｏｓｓｔｒｉ＝ｃｒｏｓｓｔｒｉ－（ｃｒｏｓｓｔｒｉ∩ｅｆｆｔｒｉ）；

ｉｆ（狊［犘犺犘犲］与犘犪 影响域相邻两个顶点犆犽、犆犽＋１所组

成的线段狊［犆犽犆犽＋１］相交）

｛

ｉｆ（犘犪＝＝犙１）

　｛△犺＝△犘犪犆犽犆犽＋１；把△犺 加到ｃｒｏｓｓｔｒｉ的头；｝

ｅｌｓｅ

　｛△犲＝△犘犪犆犽犆犽＋１；把△犲 加到ｃｒｏｓｓｔｒｉ的尾；｝

｝

　　ｖ．按文献［８］提出的方法动态更新三角形的拓扑关

系；

｝

ＥＴＣＭ 具有以下优点：① 不论以线段的哪个

端点为起点，附加点的位置是惟一的；② 在插入

新点的过程中，迅速找到包含附加点的三角形或

四边形是减少计算量的关键。鉴于附加点在特征

线段的影响域内，ＥＴＣＭ 一次性找到特征线段的

影响域，然后在影响域中寻找，不必每次都要在全

局进行寻找，减少了查找范围，可以快速完成附加

点的插入。相对Ｓａｐｉｄｉｓ算法中需要寻找特征线

段剩余部分的端点三角形，一次性找到特征线段

的影响域并没有增加计算量。

１．３　犈犜犆犕 附加点个数收敛性说明

在分段处理阶段，从特征线段两个端点三角

形外接圆中选择截取特征线段较长者所对应的交

点作为附加点，此点是使以截取线段为公共边的

两个三角形都符合ＤＴ 特性，且使截取部分占整

个特征线段比例最大的点。对特征线段的剩余部

分按以上方法处理，直到两条截取线段的公有部

分不为空，显然可以使单条特征线段上附加点的

个数最少。但ＥＴＣＭ 并不能保证全局附加点个

数最少，因为以已嵌入的特征线段为边的三角形

有可能成为后插入的附加点影响域的一部分，这

条已嵌入的特征线段就要重新嵌入。

设含犖 个点犕 条边的平面直线图，犃犅是其

中一条特征边，设ｃｉｒｃｌｅ（犃）是过犃 且内部不包含

其他点或与特征边的半径最大的圆，若ｃｉｒｃｌｅ（犃）

＝ｃｉｒｃｌｅ（犅），则不用对 犃犅 进行细分；若ｃｉｒｃｌｅ

（犃）≠ｃｉｒｃｌｅ（犅），ｃｉｒｃｌｅ（犃）交犃犅 于犃′，ｃｉｒｃｌｅ（犅）

交犃犅 于犅′，犃′犅′长度为犇，犱 为其他点和边到

犃′犅′的最短距离。采用如下方法：把犃′犅′分成

［犇／２犱］段，每段的长度不超过２犱，以每一个分段

为直径的圆就是内部不包含其他点的圆。加上

犃犃′、犅犅′，犃犅 最多需要插入［犇／２犱］＋１，即犗

（１）个附加点，且每条特征边的细分嵌入都不会影

响已嵌入的特征边。因为 犕＝犗（犖），所以附加

点的总数犖ｉｎ＝犗（犖）。显然，这个方法对犃′犅′的

细分存在冗余。ＥＴＣＭ 只对受影响的区域进行

处理，所以得到的ｃｉｒｃｌｅ（犘犻）的平均半径比上面方

法的要大，附加点个数要少，所以ＥＴＣＭ 的附加

点个数收敛。

１．４　犈犜犆犕 时间复杂度分析

设犜犘犻为计算第犻个附加点位置所需的时间，

犜ｉｎ犻为插入第犻个附加点所需的时间。文献［９］指

出，在ＤＴ网络中，一个点所属三角形的平均个数

为６个，那么平均进行６次线段相交判断就能找

到特征线段的一个端点三角形，第二个与特征线

段相交的三角形也可同时确定。若特征线段共穿

过狀个三角形，那么根据网格间的拓扑关系，平均

进行６＋（狀－２）×２次相交判断就能完成特征线

段影响域的查找，而计算三角形外接圆与特征线

段的交点是常数时间，所以犜犘犻＝犗（１）。在特征

线段的影响域内寻找包含附加点的三角形或四边

形，最多需狀－１次点在三角形内的判断，而每次

９５３
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判断也是常数时间。文献［８］指出，更新拓扑关系

是一线性过程，所以犜ｉｎ犻＝犗（１）。

设犜犘 为计算所有附加点位置所需的时间，

犜ｉｎ为插入所有附加点所需的时间，犜ｉｎ＝∑犜ｉｎ犻｛犻

∈犖ｉｎ｝≤ 犖ｉｎ·ｍａｘ｛犜ｉｎ犻｝，因为犜ｉｎ犻＝犗（１），犖ｉｎ

＝犗（犖），所以犜ｉｎ＝犗（犖）。同理，犜犘＝犗（犖）。

则 ＥＴＣＭ 耗时 ＝犜犘 ＋犜ｉｎ。在平均意义下，

ＥＴＣＭ 具有线性时间复杂度。

２　实　验

２．１　性能评价标准

以往的文献中并没有提出细分嵌入算法性能

的评价标准。本文以如下５个方面作为评价标

准：① 剖分稳定性；② 附加点个数（插入尽量少

的附加点，可以尽可能小地改变原有数据集，减少

处理数据量）；③ 运算耗时；④ 插入附加点后网

格的质量（平均形态比（ＡＡＲ）越接近０．５，表明网

格质量越好）；⑤ 单点提升平均形态比，即每个附

加点对网格平均形态比提升的贡献，计算公式为：

ΔｐｅｒＡＡＲ＝ （ＡＡＲＲｅｆｉｎｅ－ＡＡＲＣＤＴ）／狀 （１）

式中，ＡＡＲＲｅｆｉｎｅ是插入附加点后网格的平均形态

比；ＡＡＲＣＤＴ是ＣＤＴ剖分后网格的平均形态比；狀

为附加点个数。

２．２　性能测试与结果分析

实验环境为Ｐ４，２．８ＧＨｚ，２×２５６ＭＲＡＭ，

ＷｉｎｄｏｗｓＸＰ，ＶＣ６．０，时间测试工具为ＣｏｄｅＴｅｓｔ

４．０。

使用１５组纵横坐标在［０，１０００］内且满足均

匀分布的随机点和条数为点数１５％的互不交叉

的特征线段组成的平面直线图作为测试数据域，

从以上 ５ 个标准对 Ｔｓａｉ
［１０］、卢朝阳［１１］、Ｓａｐｉ

ｄｉｓ
［５］、梅承力［７］、ＥＴＣＭ 五种算法进行测试。图

１为一组测试数据的剖分结果图，图中粗虚线为

特征线段（其条数为点数的１５％），方形点为插入

的附加点。图２～图４为性能测试曲线。剖分稳

定性的测试方法是将每条特征线段的两个端点对

调，看剖分结果是否一致。

图１　随机点为６０、特征线段为９条时，各种细分嵌入算法的剖分结果

Ｆｉｇ．１　ＴｒｉａｎｇｕｌａｔｉｏｎＲｅｓｕｌｔｓｏｆＮｏｄｅＲｅｆｉｎｅｍｅｎｔＡｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，ｗｉｔｈ６０Ｎｏｄｅｓａｎｄ９ＦｅａｔｕｒｅＳｅｇｍｅｎｔｓ

　　以图１所用数据为例，可见，梅承力算法有两

个结果，其他算法都只有一个结果，表明除了梅承

力算法，其他算法都是稳定的。

从图２可见，Ｔｓａｉ算法所需的附加点个数最

多，卢朝阳算法次之，Ｓａｐｉｄｉｓ算法、梅承力算法和

ＥＴＣＭ 所需的附加点个数几乎相同，都较少。

从图３可见，Ｔｓａｉ算法耗时最多，ＥＴＣＭ耗时

最少，且ＥＴＣＭ的测试曲线起伏最小，与犖大体上

呈线性关系，说明ＥＴＣＭ 的耗时主要受数据量的

影响，而受数据分布的影响很小，算法鲁棒性较强。

从图４可见，所有细分嵌入算法都可使三角

网格的平均形态比恢复到或略高于嵌入特征线段

前的水平，其中，卢朝阳算法提高最多，Ｔｓａｉ算法

最小，其他三种算法几乎相同。在单点提升形态

０６３
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比方面（图５），Ｔｓａｉ算法最低，卢朝阳算法次之， 其他三种算法几乎相同。

图２　附加点个数
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图３　嵌入特征线段耗时
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图４　网格平均形态比
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ｏｆＴＩＮ

　　
图５　单点提升平均形态比

Ｆｉｇ．５　ＩｍｐｒｏｖｅｄＡＡＲ

ｏｆＴＩＮ

３　结　语

本文提出了一种改进的特征约束细分嵌入算

法———端点外接圆法，该算法具有线性时间复杂

度。实验结果表明，ＥＴＣＭ 在稳定性、附加点个

数、网格质量三个方面与现有算法的最好表现持

平；在耗时方面，受数据分布的影响最小，耗时最

少。附加点个数最少、同时网格质量最优的特征

约束细分方式是个最优化问题，现有算法包括

ＥＴＣＭ都是该问题的决策解法，如何达到更好的

效果有待进一步研究。
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