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摘　要：给出了高斯投影和墨卡托投影正反解的复变函数表达式，在此基础上推导出了这两种投影解析变换

的复数形式的直接公式和间接公式，将其表示为含椭球第一偏心率犲的符号形式，可解决两种投影在不同地

球参考椭球下的变换问题。算例结果表明，复数变换公式的计算精度在０．０００１ｍ以上，可供实际使用。
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　　高斯投影与墨卡托投影是地图投影理论中两

种重要的等角投影。在实际应用中，陆图一般采

用高斯投影，海图一般采用墨卡托投影，在制图生

产中，经常会遇到两者之间的解析变换问题。对

此，已有学者进行了深入的研究［１４］。总的来看，

解决这一问题的方法主要有解析法［１，２］和数值

法［３］，其中解析法最为常用。根据研究思路的不

同，解析法又可分为直接变换法和间接变换法［４］。

杨启和曾导出了高斯投影与墨卡托投影变换的常

系数及变系数计算公式［５］，但所给公式涉及大量

的幂级数展开和冗长的求导过程，应用起来较为

不便；华棠借助横轴墨卡托投影导出了两种投影

变换的闭合表达式［４］。

笔者注意到，目前，利用间接变换法得到的高

斯投影与墨卡托投影坐标变换公式仍然是复杂的

实数形式，应用时，需要经过繁琐的参数求解过程，

并且有的计算公式表现为具体的数值形式，仅可解

决某一特定参考椭球下的计算问题［１，２］。鉴于此，

本文给出了高斯投影和墨卡托投影正反解的复变

函数表达式，并在此基础上导出了这两种投影解

析变换的复数形式的直接公式和间接公式。

１　高斯投影的复变函数表示

文献［６］讨论了高斯投影的复变函数表示，但

在由等量纬度求解大地纬度时采用了迭代法，计

算较为不便。本文引入等量纬度反解的直接计算

式，导出了不需迭代的高斯投影正反解公式。

１．１　高斯投影正解的复变函数表示

等量纬度狇与大地纬度犅 有如下关系
［５］：

狇＝ａｒｃｔａｎｈ（ｓｉｎ犅）－犲·ａｒｃｔａｎｈ（犲·ｓｉｎ犅）　（１）

式中，犲为参考椭球的第一偏心率。等量纬度反

解的直接公式为［７］：

犅０ ＝ａｒｃｓｉｎ（ｔａｎｈ狇）

犅＝犅０＋
１

２
犲２＋

５

２４
犲４＋

１

１２
犲６＋

１３

３６０
犲（ ）８ ·

　ｓｉｎ２犅０＋
７

４８
犲４＋

２９

２４０
犲６＋

８１１

１１５２０
犲（ ）８ ｓｉｎ４犅０＋

　
７

１２０
犲６＋

８１

１１２０
犲（ ）８ ｓｉｎ６犅０＋ ４２７９

１６１２８０
犲８ｓｉｎ８犅０

（２）

　　将等量纬度狇向复数域开拓，用狑＝狇＋ｉ犾（犾

表示经差）代替狇，并将相应的实变函数向复变函

数开拓，则原实数纬度亦变为复变量，称其为复数

纬度，用Φ表示，可由式（２）作复数域开拓后直接

得到：

Φ０ ＝ａｒｃｓｉｎ（ｔａｎｈ狑）

Φ＝Φ０＋
１

２
犲２＋

５

２４
犲４＋

１

１２
犲６＋

１３

３６０
犲（ ）８ ·

　ｓｉｎ２Φ０＋
７

４８
犲４＋

２９

２４０
犲６＋

８１１

１１５２０
犲（ ）８ ｓｉｎ４Φ０＋
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７

１２０
犲６＋

８１

１１２０
犲（ ）８ ｓｉｎ６Φ０＋ ４２７９１６１２８０

犲８ｓｉｎ８Φ０

（３）

　　将式（３）得到的Φ代入复数形式的子午线弧

长公式［６］，即可完成高斯投影的正解计算：

犣犌 ＝犡犌＋ｉ犢犌 ＝犪（１－犲
２）（αΦ＋βｓｉｎ２Φ＋

γｓｉｎ４Φ＋δｓｉｎ６Φ＋εｓｉｎ８Φ） （４）

１．２　高斯投影反解的复变函数表示

高斯投影反解的复变函数表达式为［６］：

Ψ ＝ （犡犌＋ｉ犢犌）／［犪（１－犲
２）α］

Φ＝Ψ＋犪２ｓｉｎ２Ψ＋犪４ｓｉｎ４Ψ＋犪６ｓｉｎ６Ψ＋

　　犪８ｓｉｎ８Ψ

狑＝狇＋ｉ犾＝ａｒｃｔａｎｈ（ｓｉｎΦ）－

　　犲·ａｒｃｔａｎｈ（犲·ｓｉｎΦ

烅

烄

烆 ）

（５）

将式（５）解得的狇代入式（２）便可求出犅。

２　墨卡托投影的复变函数表示

记犡犕、犢犕为墨卡托投影后的纵横坐标，引入

复变量犣犕＝犡犕＋ｉ犢犕，则墨卡托投影正解的复变

函数表达式为：

犣犕 ＝狉０（狇＋ｉ犾）＝狉０狑 （６）

式中，狉０＝犪ｃｏｓ犅
１
０／ １－犲２ｓｉｎ２犅槡

１
０，犅

１
０为基准纬度。

式（６）稍加变形，便可得到墨卡托投影反解的复变

函数表达式：

狑＝狇＋ｉ犾＝犣犕／狉０ （７）

３　高斯投影与墨卡托投影解析变换

的复变函数表达式

３．１　解析变换的间接公式

利用本文给出的高斯投影反解公式和墨卡托

投影正解公式，可以得到由高斯投影坐标（犡犌，

犢犌）计算墨卡托投影坐标（犡犕，犢犕）的复变函数表

达式由式（５）和式（８）组成：

犣犕 ＝犡犕 ＋ｉ犢犕 ＝狉０狑 （８）

由（犡犕，犢犕）计算（犡犌，犢犌）的复变函数表达式由

式（９）和式（３）、式（４）组成：

狑＝狇＋ｉ犾＝ （犡犕 ＋ｉ犢犕）／狉０ （９）

３．２　解析变换的直接公式

间接公式虽然直观、容易理解，但在使用时，

需要经过四步计算方可完成坐标变换，较为复杂，

因此有必要导出更为实用的直接公式。从理论上

讲，可将间接公式中的变量Φ和狑 消去，建立高

斯投影坐标和墨卡托投影坐标换算的直接公式。

但是，该过程人工推导起来极其繁琐，甚至不可能

实现。本文借助计算机代数系统 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ
［８］

强大的数学分析能力，成功地解决了这一难题。

这里省略 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ中推导高斯投影到墨

卡托投影解析变换的直接公式的主要步骤。在犲

＝０处，将狑、犣犌 展开为犲的幂级数形式，取至犲
８

项，则高斯投影到墨卡托投影解析变换的直接公

式可以表示为：

Ψ ＝ （犡犌＋ｉ犢犌）／［犪（１－犲
２）α］

犣犕 ＝狉０｛ａｒｃｔａｎｈ（ｓｉｎΨ）－（
１

４
犲２＋

１

６４
犲４－

　
１

３０７２
犲６－

３３

１６３８４
犲８）ｓｉｎΨ－（

１

９６
犲４＋

　
１３

３０７２
犲６＋

１３

８１９２
犲８）ｓｉｎ３Ψ－（

１１

７６８０
犲６＋

　
２９

２４５７６
犲８）ｓｉｎ５Ψ－

２５

８６０１６
犲８ｓｉｎ７Ψ

烅

烄

烆
｝

（１０）

墨卡托投影到高斯投影解析变换的直接公式可以

表示为：

Φ０ ＝ａｒｃｓｉｎｔａｎｈ（犡犕 ＋ｉ犢犕）／狉（ ）０

犣犌 ＝犪｛（１－
１

４
犲２－

３

６４
犲４－

５

２５６
犲６－

　
１７５

１６３８４
犲８）Φ０＋（

１

８
犲２－

１

９６
犲４－

９

１０２４
犲６－

　
９０１

１８４３２０
犲８）ｓｉｎ２Φ０＋（

１３

７６８
犲４＋

１７

５１２０
犲６－

　
３１１

７３７２８０
犲８）ｓｉｎ４Φ０＋（

６１

１５３６０
犲６＋

　
８９９

４３００８０
犲８）ｓｉｎ６Φ０＋

４９５６１

４１２８７６８０
犲８ｓｉｎ８Φ０

烅

烄

烆
｝

（１１）

式（１０）和式（１１）在计算时不需要求出Φ和狑，略

去了间接公式中许多繁琐的过程，极大地简化了

计算，本文称之为高斯投影与墨卡托投影解析变

换的直接公式。

４　算例与误差分析

为说明本文导出的公式计算结果的准确性，

选用 ＷＧＳ８４椭球基本常数犪＝６３７８１３７ｍ，犲２＝

０．００６６９４３７９９９０１４，借助 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ代数系

统进行了验算。

选取墨卡托投影的基准纬度犅１０＝０，并假设

其中央子午线与高斯投影的中央子午线一致，即

在高斯投影某一６°带内进行坐标换算。基本思

路为：将由本文高斯投影正解公式得到的坐标代

入间接公式（５）和（８）求得墨卡托投影坐标，并将

所得坐标代入式（９）、式（３）、式（４）反解得到高斯

投影坐标，将其与正解公式所得的坐标求差，即可

８７２
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得到间接公式的计算误差Δ犡
１
犌、Δ犢

１
犌。类似地，可

以得到直接公式的计算误差Δ犡
２
犌、Δ犢

２
犌。计算结

果如表１所示。

表１　间接公式和直接公式的计算误差比较

Ｔａｂ．１　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅＥｒｒｏｒｓＣｏｍｐｕｔｅｄｂｙｔｈｅ

ＩｎｄｉｒｅｃｔａｎｄＤｉｒｅｃｔＦｏｒｍｕｌａｅ

犅／（°）犾／（°）

间接公式

计算误差／ｍ

直接公式

计算误差／ｍ

Δ犡
１
犌／１０

－５ Δ犢
１
犌／１０

－６ Δ犡
２
犌／１０

－５ Δ犢
２
犌／１０

－６

０ １．０ ０ －１ ０ １

２０ １．５ ０．１ ３ ２．１ ２

４０ ２．０ ４．２ １ ４．１ １

６０ ２．５ ５．１ ０ ６ １

８０ ３．０ ２．８ －１ ８ ０

　　从表１中可以看出，间接公式与直接公式的

计算误差相当，纵坐标的误差一般在１０－５ｍ 量

级，横坐标的误差一般在μｍ量级；间接公式的纵

坐标误差Δ犡
１
犌稍小于直接公式的误差Δ犡

２
犌，而两

者横坐标的误差Δ犢
１
犌和Δ犢

２
犌相近。

５　结　语

与传统的实数型变换公式相比，本文给出的

高斯投影与墨卡托投影的变换公式形式紧凑，结

构简单，不仅是完全解析的表达式，而且是包含椭

球第一偏心率犲的符号形式，可以解决两种投影

在各类参考椭球下的坐标变换问题。算例结果表

明，本文公式有着相当高的计算精度，完全可以满

足实际应用的要求。
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