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一种病态问题诊断的数值指标
———矩阵向量正交度
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摘　要：基于矩阵体积的概念，引入矩阵向量正交度，对病态问题的行列式诊断方法进行了推广和扩展。研究

发现，矩阵向量正交度应用于病态问题诊断，克服了行列式法的诸多缺点。
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　　不适定问题在计算数学、回归分析、最优化理

论、地球物理反演、测量数据处理等诸多科研、工程

领域受到广泛的关注。其中，病态问题［１３］是大地

测量中常见的一类问题，引起了许多学者的广泛关

注。目前，大地测量界对病态问题的研究主要集中

在两个方面：① 如何对病态问题进行诊断、分析和

解释；② 寻求最佳的病态问题算法
［３］。

不少学者结合大地测量的实践，对病态问题的

诊断进行了系统的研究，发展出了条件数分析法、

特征分析法、条件指标与方差比法等一系列方法，

其中条件数分析法的应用最为广泛［３５］。行列式理

论和矩阵理论是线性代数的基础理论［６，７］，已有学

者将行列式的概念应用于病态问题的诊断分析，并

得出了一些重要的结论［２，８，９］。

矩阵体积的几何意义明确，具有丰富的欧氏

几何学内涵，在各类曲线、曲面积分、推广勾股定

理、计算狀维球面面积、概率论、降秩回归问题以

及定位网几何构型分析中得到了一定的应

用［１０，１１１６］。本文基于矩阵体积的定义和性质，定

义了任意矩阵向量正交度，并将其应用于病态问

题的诊断、分析和解释。

１　病态问题诊断方法

病态问题与系统的观测结构密切相关，如果

处理的问题为线性问题或将非线性问题进行线性

化处理转化为线性问题，通常情况下，病态问题表

现为方程组系数矩阵列向量间存在或严重存在复

共线关系［２４，１７］。与本文研究相关的几种病态问

题诊断有如下几种：① 特征分析法。这是较早提

出的一种复共线的判定技术，是基于矩阵的特征

系统提出的一种病态问题诊断方法［２，１７］。该方法

的优点在于计算简单，且很容易给出全部的复共

线性关系［２］。② 条件数法。条件数法很好地解

决了特征分析法涉及到的“很接近于零”的模糊表

述方面的问题，成为目前最常用的一种病态问题

诊断方法［３，４］。条件数法实际上是特征分析法的

一种特例，存在类似的弊端。③ 行列式法。病态

问题的行列式诊断法将法方程系数矩阵犖 的行

列式作为病态问题诊断的数值指标，其优点是计

算简单，且能整体反映法方程系数矩阵的谱特征，

但存在类似于特征分析法的致命弱点。此外，已

有学者指出，行列式诊断法在很多情况下会造成

病态问题诊断失败［２，５］。

２　矩阵向量正交度

研究发现，当使用行列式概念对一个病态问

题进行复共线分析时，归纳起来存在两方面的问

题：① 行列式多小能够断言存在复共线性；② 如
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何解决小行列式是复共线性存在的必要而非充分

条件［２］。一些学者对条件数法应用于测量平差系

统病态性诊断进行过大量的研究，发现条件数法

能够改进特征分析法存在的问题，但又不能完全

取而代之［１７］。本文结合矩阵体积的概念，引入矩

阵向量正交度的概念，以扩展行列式在病态问题

诊断中的应用范围。

　　定义１　对于矩阵犃＝［狓１…狓狀］∈犚
犿×狀，若

ｍｉｎ‖狓犻‖２＝０（犻＝１，２，…，狀），则矩阵犃的列向

量的正交度ｏｒｔｃｏｌ（犃）定义为０；否则，

ｏｒｔｃｏｌ（犃）＝ｖｏｌ狀（犃）／∏
狀

犻＝１

‖狓犻‖２ （１）

式中，∏
狀

犻＝１

‖狓犻‖２ 为向量的二范数；ｖｏｌ狀（犃）＝

ｄｅｔ（犃Ｔ犃槡 ）为矩阵的体积［１１，１６］，其几何意义为以

犃的列向量为边的狀维平行多面体的体积。狀维

平行多面体的体积定义［１８］为：

ｖｏｌ犘（狓
１
，狓
２
，…，狓狀

）＝ｖｏｌ犘（狓
１
，狓
２
，…，狓狀－１

）犎狓狀 （２）

如图１所示，犎狓狀是向量狓狀 在犘（狓１，狓２，…，狓狀－１）

的高，θ狓狀，ｓｐａｎ（狓１，…，狓狀－１）为狓狀 与空间ｓｐａｎ（狓１，狓２，

…，狓狀－１）的夹角。结合式（１）和式（２）可得：

ｏｒｔｃｏｌ（犃）＝∏
狀

犻＝１

ｓｉｎθ狓犻，ｓｐａｎ（狓１，…，狓犻－１） （３）

图１　高维平行多面体的几何要素

Ｆｉｇ．１　ＧｅｏｍｅｔｒｉｃＥｌｅｍｅｎｔｓｏｆｔｈｅＨｉｇｈｅｒ

ＤｉｍｅｎｔｉｏｎａｌＰａｒａｌｌｅｌｏｈｅｄｒｏｎ

　　由矩阵体积的性质
［１０，１５，１６］可得０≤ｏｒｔｃｏｌ（犃）

≤１，当且仅当矩阵犃的列向量两两正交时，ｏｒｔｃｏｌ

（犃）取得最大值１；当且仅当矩阵犃的列向量间存

在复共线关系时，ｏｒｔｃｏｌ（犃）取得最小值０
［１６］。因

此，系数矩阵列向量的正交度是一个有价值的数

字指标，矩阵列向量的正交度刻画了该矩阵列向

量的正交（独立）程度。

事实上，对于一个亚定问题，往往更关心的是

矩阵行向量之间的正交关系。类似地，可以给出

矩阵行向量正交度的概念。

定义２　矩阵犃＝［狓１…狓犿］
Ｔ
∈犚

犿×狀，若 ｍｉｎ

‖狓犻‖２＝０（犻＝１，２，…，犿），则矩阵犃的行向量的

正交度ｏｒｔｒｏｗ（犃）定义为０；否则，

ｏｒｔｒｏｗ（犃）＝ｖｏｌ犿（犃
Ｔ）／∏

犿

犻＝１

‖狓犻‖２ （４）

　　矩阵行向量正交度与列向量正交度具有类似

的特征。结合式（３）不难发现，矩阵向量正交度是

一种病态问题诊断的优良数字指标，整体上反映

了矩阵向量的复共线性，具有明确的几何意义，有

利于从系统观测结构的角度把握病态问题的起

因。类似于矩阵的条件数，矩阵向量正交度也是

一个相对数值指标，它解决了“矩阵的体积很接近

零”在实际应用中难以把握的问题。矩阵条件数

（矩阵最大特征值与最小特征值的比值）、矩阵体

积（行列式）以及矩阵向量正交度的取值范围及其

特征（以列向量为例）如表１所示。

表１　矩阵条件数、矩阵体积和矩阵向量正交度的对比

Ｔａｂ．１　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆＣｏｎｄｉｔｉｏｎＮｕｍｂｅｒ，Ｖｏｌｕｍｅ

ａｎｄＯｒｔｈｏｇｏｎａｌＤｅｇｒｅｅ

数值指标 取值范围 最值条件 特征

最小特

征值
［０，＋∞）

矩阵列向量存在

一对复共线关系

反映了向量复共线性；

仅反映了矩阵谱的一端

条件数 ［１，＋∞）

矩阵向量两两正

交为其必要条件

较好地反映向量复共线

性；仅反映了矩阵谱点

两极

矩阵体积 ［０，＋∞）

矩阵列向量至少

有一对复共线关系

未能很好地反映向量复

共线性；整体反映了矩

阵谱特征

矩阵向量

正交度
［０，１］

最小值：至少有一对

复共线关系；最大值：

矩阵向量两两正交

较好地反映向量复共线

性；整体反映了矩阵谱特

征

　　 矩阵体积和矩阵向量正交度在整体上反映

了矩阵的谱特征。结合矩阵体积投影的概念，可

以对矩阵谱特征的细部进行研究［１０］。需要指出

的是，由于矩阵体积的概念与高维欧氏空间中高

维平行多面体的体积紧密相关，因此，本文中矩阵

体积的定义并没有直接与矩阵奇异值发生联系，

这有利于使用矩阵体积及其矩阵向量正交度的概

念从本质上理解和把握病态问题的起因。

３　算　例

下面给出４个线性方程组的系数矩阵，分别

为：

犃＝

０．０１２９ ０　　 ０　　

－０．００４３ ０．０１２２ ０　　

－０．００４３ －０．００６１ ０．０１０６

－０．００４３ －０．００６１ －０．

熿

燀

燄

燅０１０６

犅＝

０．２２１ ０．２９８ ０．２８５

－０．０７４ ０．１８１ －０．０９５

－０．０７４ －０．２４０ ０．１３８

－０．０７４ －０．２４０ －０．

熿

燀

燄

燅３２７

５４２
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犆＝

０．３６９２ ０．３２３１ ０．０４４６

０．１３５１ ０．１９６９ －０．０６１５

０．１２９１ －０．２０２０ ０．３３２２

－０．１０３１ －０．２６００ ０．

熿

燀

燄

燅１５４３

犇＝

１０７ ８７

７５ ６５

８６１０９

熿

燀

燄

燅７５ ９１ ０

　　表２给出了使用矩阵条件数、矩阵体积以及

矩阵列向量正交度对这４个矩阵态性的诊断结

果。由表２可得，矩阵犃、犅、犆、犇 的条件数依次

变大，若以矩阵条件数作为衡量矩阵态性的标准，

会发现以矩阵体积（行列式）大小作为病态问题度

量存在的问题，即矩阵体积很小不等价于矩阵态

性最差，矩阵体积大不等价于矩阵态性好，而矩阵

向量正交度的大小很好地反映了矩阵向量间的复

共线性，即矩阵向量正交度越小，矩阵的态性越

差，矩阵向量间存在或严重存在复共线性。

表２　系数矩阵的条件数、矩阵体积和列向量正交度

Ｔａｂ．２　ＣｏｎｔｒａｓｔＡｍｏｎｇＣｏｎｄｉｔｉｏｎＮｕｍｂｅｒ，Ｖｏｌｕｍｅ

ａｎｄＯｒｔｈｏｇｏｎａｌＤｅｇｒｅｅＣｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔＭａｔｒｉｃｅｓ

系数矩

阵编号

矩阵条

件数
矩阵体积

矩阵列向量

正交度
态性

犃 １ ３．３３６５×１０－６ １ 最佳态

犅 ４．５ ０．０２８９ ０．４９９５ 良态

犆 ３３６．６ ４．９６３５×１０－４ ６．２×１０－３ 病态

犇［５］ ２９８４．１ １ １．８９×１０－５ 严重病态

　　值得注意的是，病态问题诊断的条件数分析

法也存在局限性，条件数为１仅仅表明解向量的

超误差椭球各向同性，而系数矩阵犃的体积大小

在一定程度上反映了超误差椭球体积的大小，表

征了该线性方程组解的统计特性［２，３，１５］。因此，矩

阵向量正交度从整体上很好地反映了矩阵向量间

的复共线性，但不能完全取代矩阵体积（行列式）

法。

文献［５］中的算例表明，以系数矩阵行列式作

为病态问题诊断数值指标存在另一个局限性，即

矩阵体积（行列式）大并不等价于矩阵态性好。结

合表２不难发现，本文引入的病态问题诊断的新

数值指标———矩阵向量正交度很好地解决了这方

面的问题。

４　结　语

本文引入并研究了矩阵体积的概念，对其高

维欧氏空间几何学背景进行了探究。研究发现，

矩阵体积具有丰富的欧氏几何学内涵。这些研究

为本文引入矩阵向量正交度的概念奠定了理论基

础，为矩阵向量正交度应用于病态问题诊断提供

了理论依据。矩阵向量正交度应用于病态问题诊

断具有如下优势：① 整体反映了矩阵谱特征，具

有丰富的几何学内涵，便于把握病态问题的起因；

② 是一种相对数值指标，有效克服了行列式诊断

法的缺点；③ 具有明确的上下界，结合矩阵体积

（行列式），可较好地把握病态问题的本质；④ 矩

阵体积（行列式）的理论成熟，且其计算简单。

类似于条件数分析法，矩阵向量正交度分析

法也存在一些局限性，并不能完全取代矩阵体积

（行列式）法。此外，对于维数特定的矩阵，矩阵向

量正交度多大可以断言该矩阵存在或严重存在病

态性，还有待进一步研究。
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