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病态加权总体最小二乘平差的岭估计解法

王乐洋１　许才军１　鲁铁定１
，２

（１　武汉大学测绘学院，武汉市珞喻路１２９号，４３００７９）

（２　东华理工大学地球科学与测绘工程学院，抚州市学府路５６号，３４４０００）

摘　要：采用岭估计法处理加权总体最小二乘平差的病态性问题，推导了相应的求解公式及均方误差评定精

度的方法，定义了病态加权总体最小二乘平差中的模型参数分辨矩阵，并讨论了岭参数的含义及其作用，给出

了确定病态加权总体最小二乘岭估计中岭参数的岭迹法、广义交叉核实法和犔曲线法。算例计算了普通最

小二乘、普通总体最小二乘的结果，并比较了三种确定岭参数的方法在处理病态加权最小二乘岭估计和病态

加权总体最小二乘岭估计中的优缺点。
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　　总体最小二乘方法是一种可以估计包含所有

变量误差的ＥＩＶ（ｅｒｒｏｒｓｉｎａｌｌｖａｒｉａｂｌｅｓ）线性模

型中参数的一种新的平差方法，与最小二乘方法

的最大区别是，它不但考虑了观测值的误差，还同

时顾及了系数矩阵的误差；对于大部分线性模型

来说，其系数阵并非常数阵（如全部由０或１等常

数元素组成的矩阵），而是由其他方法计算得到

的、具有一定误差的变量矩阵，考虑了系数阵误差

的总体最小二乘方法因而可以得到比最小二乘更

加合理的结果。自从１９８０年Ｇｏｌｕｂ等引入总体

最小二乘（ｔｏｔａｌｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓ，ＴＬＳ）的概念之后，

总体最小二乘方法在系统识别、信号处理、测量数

据处理等领域得到了广泛的研究和应用［１６］。在

控制网平差、大地测量反演、ＧＰＳ快速定位及重

力场向下延拓等数据处理中存在大量的病态问

题，但是当系数阵病态时，普通总体最小二乘将得

不到稳定的解，且估值的均方误差也较大，因而必

须针对系数矩阵的病态性进行处理。在等权条件

下，病态总体最小二乘模型的研究都是基于正则

化方法的［７］，并需要进行迭代求解。针对这些问

题，本文采用岭估计法处理加权总体最小二乘的

病态性问题，推导了相应的求解公式及均方误差

评定精度的方法。

１　病态加权总体最小二乘平差的岭

估计解法

　　对于线性模型：
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式中，犲犾是观测值的随机误差向量；犲犅＝ｖｅｃ（犈犅）

是系数矩阵元素的随机误差向量，即将矩阵犈犅按

行拉直得到的列向量；犙（犲犾，犲犅）是观测值与系数

矩阵元素之间的协因数阵。

设参数珟犡的估值为犡^（^犡＝犡０＋^狓），观测值误

差Δ的估值为犞犔（^犔＝犔＋犞犔），观测值个数为狀，

待估未知参数个数为狋。总体最小二乘平差除了

考虑观测值犔的误差外，同时还要考虑系数矩阵

犅的误差。设犞犅为系数矩阵犅 误差的估值，即犅

＝犅０＋犞犅，所以有：

犔＋犞犔 ＝ （犅
０
＋犞犅）（犡

０
＋狓^） （２）

将式（２）展开，并舍去二次项犞犅^狓，得：

犞犔－犞犅犡
０
＝犅

０狓^－（犔－犅
０犡０） （３）

　　令犞＝犞犔－犞犅犡
０，犠＝犔－犅０犡０，则式（３）变
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为：

犞＝犅
０狓^－犠 （４）

加权总体最小二乘准则为［２］：

犞Ｔ
犔犘犔犞犔＋（ｖｅｃ（犞犅））

Ｔ犘犅（ｖｅｃ（犞犅））＝ｍｉｎ

（５）

式中，ｖｅｃ（犞犅）是指将矩阵犞犅按行拉直所得到的

列向量，排列的顺序为从上到下；犘犔为观测值犔

的权阵；犘犅为ｖｅｃ（犞犅）中元素的权阵，即有准则

犞Ｔ犘犞＝ｍｉｎ。

若系数矩阵犅是病态的，必须采取一定的方

法降低其病态性，使得法矩阵的求逆变得稳定。

本文引入岭参数α，采用岭估计法处理加权总体

最小二乘的病态性问题，根据 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化

原理，得式（１）的总体最小二乘岭估计的估计准则

为：

犞Ｔ珚犘犞＋α^狓
Ｔ狓^＝ｍｉｎ （６）

　　结合式（１）对式（６）求导，得到总体最小二乘

岭估计的解为：

狓^＝ （犅
０Ｔ珚犙

－１犅０＋α犐）－
１犅０Ｔ珚犙

－１犠 （７）

式中，^狓为参数改正数的估值；α为岭参数；犐为单

位阵；珚犙
－１＝珚犘。

与普通总体最小二乘相比，式（７）右端求逆部

分增加了α犐项，这样由于系数阵犅的病态所引起

的法方程系数阵犅０Ｔ珚犙
－１犅０的病态性得到抑制，

（犅０Ｔ珚犙
－１犅０＋α犐）的求逆变得正常，因而可以得到

可靠稳定的总体最小二乘估值。

下面给出珚犙的求解方法。由犞＝犞犔－犞犅犡
０

及犠＝犔－犅０犡０得：

犲＝犓·ｖｅｃ（犌） （８）

式中， 犓＝
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（犌）∈犚
（狀×狋＋狀）×１，它是指将矩阵犌按行拉直所得

到的列向量，排列的顺序为从上到下。

若已知列向量ｖｅｃ（犌）中的所有元素犲犾
１
、

犲犫
１，１
、犲犫

１，２
、…、犲犫狀，狋之间的互协因数及协因数组成

的矩阵犙ｖｅｃ（犌）（犙ｖｅｃ（犌）∈犚
（狀×狋＋狀）×（狀×狋＋狀）），即犙ｖｅｃ（犌）

＝犙（犲犾，犲犅），则由式（８）根据协因数传播律得：

犙＝犓犙ｖｅｃ（犌）犓
Ｔ （９）

由式（７）可知，在得到珚犙之后，还必须求得岭参数

α，然后才能得到模型参数改正数的总体最小二乘

岭估计值。

单位权方差的估计为：

σ^
２
０ ＝犞

Ｔ珚犙
－１犞／（狀－狋） （１０）

由式（７）根据协因数传播律得：

犙^狓^狓 ＝ （犅
０Ｔ珚犙
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α犐）－
１犅０Ｔ珚犙

－１犅０（犅０Ｔ珚犙
－１犅０＋α犐）－

１ （１１）

由均方误差定义［８，９］：

ＭＳＥ（^狓）＝犈｛（^狓－狓）
Ｔ（^狓－狓）｝ （１２）

将式（７）及式（１１）代入上式得均方误差为：
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２
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２　确定病态加权总体最小二乘平差

中岭参数的方法

　　岭参数α除了能够改善法方程的系数阵

犅０Ｔ珚犙
－１犅０的病态性外，还起到了平衡数据拟合及

系数阵残差犞Ｔ珚犘犞 和解部分 狓^ ２的作用（如式

（６））。定义模型参数分辨矩阵犚为
［１０］：

犚＝ （犅
０Ｔ珚犙

－１犅０＋α犐）－
１犅０Ｔ珚犙

－１犅０ （１４）

犚表示模型参数的病态加权总体最小二乘岭估计

值与真实模型参数的接近程度。当α＝０时，犚＝

犐，估计模型参数的分辨率最高（完全分辨），但是

对于病态总体最小二乘问题来说，求解是不稳定

的，只要岭参数α≠０，病态加权总体最小二乘岭

估计的模型参数分辨矩阵犚不可能等于单位阵，

也就不可能完全分辨。这意味着岭参数α降低了

分辨率，α越大，分辨率就越低。由于矩阵犅的奇

异值（接近零的值）只出现在求逆元素的分母里，

当α增大时，分母就越大，从而减小了模型的误

差。这样，岭参数α起到了在模型参数分辨率与

误差之间的平衡作用。因此，岭参数α的确定对

于病态加权总体最小二乘有着重要的作用和意

义。

２．１　犔曲线法

在式（７）中，犅０狓^－犠 和 狓^ 都是岭参数α

的函数。犔曲线法确定病态加权总体最小二乘岭

估计中岭参数的主要步骤是：选择不同的α值，以

犅０狓^－犠 为横坐标、狓^ 为纵坐标画图，得到一

７４３１
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系列的点（犅０狓^－犠 ，狓^ ），经过曲线拟合得到

一条曲线，即犔曲线，选择犔曲线上曲率最大的

那个点所对应的α值作为所求的岭参数。

　　令

η＝ 狓^ ２，ρ＝ 犅０狓^－犠
２ （１５）

两边取对数，得：

珔η＝ｌｇη＝２ｌｇ狓^ ，珋ρ＝ｌｇρ＝２ｌｇ犅
０狓^－犠

（１６）

则犔曲线是由许多（珋ρ／２，珔η／２）拟合而成的。犔曲

线上点的曲率计算公式为［１１１３］：

κ＝２
珋ρ′珔η″－珋ρ″珔η′

［（珋ρ′）
２
＋（珔η′）

２］３／２
（１７）

式中，珋ρ′、珔η′、珋ρ″和珔η″分别表示珋ρ、珔η的一阶导数和二

阶导数，并且都是岭参数α的函数。

对式（１７）求最大值，就可以得到犔曲线的最

大曲率κｍａｘ，κｍａｘ所对应点的α值就是所求的岭参

数，然后代入式（７）就可以得到病态加权总体最小

二乘问题的解。

２．２　广义交叉核实法（犌犆犞）

应用广义交叉核实法确定病态加权总体最小

二乘岭估计中的岭参数时，需要求解 ＧＣＶ函数

的最小值，由式（１）和式（７）得ＧＣＶ函数为
［１３］：

ＧＣＶ（α）＝
犐－犎（α）犔

２／狀
［ｔｒａｃｅ（犐－犎（α））／狀］

２
（１８）

式中，犎（α）＝犅
０（犅０Ｔ珚犙

－１犅０＋α犐）
－１犅０Ｔ珚犙

－１；狀为

观测值犔的个数。

根据式（１８）求解的最小值α就是ＧＣＶ所确

定的岭参数。

２．３　岭迹法

岭迹法确定病态加权总体最小二乘岭估计中

岭参数的原理如下［８，１３］：在式（７）中，当α 在

［０　＋∞）之间变化时，将狓^的各个分量狓^犻（α）的

岭迹画在同一张图上，选取使狓^犻（α）的岭迹大都稳

定的那个点所对应的α值作为岭参数。

３　算例及分析

将文献［１３］中的算例５．２进行改化，病态设

计矩阵为：

犃０ ＝

２．００００ －５．００００ １．００００ １．００００ －９．５０００
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　　矩阵犃
０Ｔ犃０的条件数为１．２８９２×１０５，病态

性 严 重。 未 知 参 数 有 ５ 个，犡 ＝

狓１ 狓２ 狓３ 狓４ 狓［ ］５
Ｔ，它 们 的 真 值 为 犡＝

［ ］１ １ １ １ １ Ｔ。观测值犔的噪声Δ犔～犖（０，

σ
２犐），σ＝１，犐为单位阵。设计矩阵犃（犪犻犼是矩阵犃

中的元素，犻＝１，２，…，１０；犼＝１，２，…，５）是含有误

差的，犃０是其近似值矩阵，犪犻犼与犾犻（犻＝１，２，…，１０）

之间相互独立，且ｖｅｃ（Δ犃）～犖（０，σ
２犘ｖｅｃ（Δ犃）），σ＝

１，犘ｖｅｃ（Δ犃）＝犙
－１
ｖｅｃ（Δ犃

）为设计矩阵犃的元素按行拉直

后得到的列向量元素的权阵，假设犘ｖｅｃ（Δ犃）是一个

对角线元素为０．５、非对角线元素为０．２的对称

方阵，犘ｖｅｃ（Δ犃）∈犚
５０×５０。为了比较各种方法的结

果，本文设计了多个方案：① 不考虑设计矩阵犃

误差的普通最小二乘解法；② 不考虑设计矩阵犃

误差的最小二乘岭估计解法；③ 考虑设计矩阵犃

误差的普通总体最小二乘解法；④ 考虑设计矩阵

犃误差的病态加权总体最小二乘岭估计解法。未

知参数的计算结果见表１，计算的 犡^ 与真值犡 的

差值范数为 Δ^犡 ＝ 犡^－犡 。

通过计算和对比分析，可以得到如下结论。

１）模型参数的ＬＳ岭估计值比普通ＬＳ估值

更接近真值，计算的 犡^ 与真 值 犡 的差范数

Δ^犡 分别为０．８５２８（方案②中三种方法得到的

范数０．８４８５、０．８３７２和０．８７２７的平均值）和

４．５４４６，可见ＬＳ岭估计极大地改善了普通ＬＳ

的病态性。

２）普通ＴＬＳ估值与普通ＬＳ估值相比，其与

真值的差值范数要小一些，分别为４．３０７４和

４．５４４６，这是由于普通 ＴＬＳ顾及了系数矩阵误

差导致的，因而比没有顾及系数矩阵误差的ＬＳ

法，其结果也更接近真值；但在病态情况下，普通

ＴＬＳ估值与普通ＬＳ估值都与真值相差较远。
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３）ＴＬＳ岭估计的三种方法得到的参数估 值与真值的差值范数分别为０．１１７３、０．０８５７和

表１　模型参数犡的计算结果表

Ｔａｂ．１　ＲｅｓｕｌｔｓｏｆＭｏｄｅｌＰａｒａｍｅｔｅｒ犡

方案 狓^１ 狓^２ 狓^３ 狓^４ 狓^５ α Δ^犡 计算方法

① ０．４２５９ －２．７７２６ －０．１５２０ ２．１０１０ ２．８８４８ ／ ４．５４４６ ＬＳ（普通）

② １．１５５０ ０．４１０６ ０．６３０５ ０．６４９７ １．２９８７ ０．３５０２ ０．８４８５ 犔曲线法（ＬＳ）

② １．１５７９ ０．４４１２ ０．６２６３ ０．６２０５ １．２８２９ ０．６８８０ ０．８３７２ ＧＣＶ法（ＬＳ）

② １．１４１１ ０．３６７１ ０．６２４９ ０．６８７７ １．３２０７ ０．２０００ ０．８７２７ 岭迹法（ＬＳ）

③ ０．５１７１ －２．６０３４ －０．１０６８ １．９３０３ ２．８０１５ ／ ４．３０７４ ＴＬＳ（普通）

④ １．０１４１ １．０１９３ ０．８８６４ １．００７４ ０．９８４８ ２．３５５０ ０．１１７３ 犔曲线法（ＴＬＳ）

④ １．０１９１ １．０１２９ ０．９１９０ １．００９６ ０．９８７０ ４．６２３０ ０．０８５７ ＧＣＶ法（ＴＬＳ）

④ １．０１８９ １．０１３１ ０．９１７７ １．００９６ ０．９８６９ ４．５０００ ０．０８７０ 岭迹法（ＴＬＳ）

真值 １．００００ １．００００ １．００００ １．００００ １．００００ ／ ／ ／

图１　不同方法确定岭估计的岭参数

Ｆｉｇ．１　ＤｅｔｅｒｍｉｎａｔｉｏｎｏｆｔｈｅＲｉｄｇｅＰａｒａｍｅｔｅｒｂｙＤｉｆｆｅｒｅｎｔＭｅｔｈｏｄ

０．０８７０，平均值为０．０９６７，是普通ＬＳ估计差值

范数的２．１３％，ＬＳ岭估计差值范数的１１．３４％，

普通ＴＬＳ估计差值范数的２．２４％，因而是四种

方案中最接近真值的。由此可以看出，当系数矩

阵病态且含有误差时，ＴＬＳ岭估计可以很好地解

决这个问题，并得到最接近真值的结果。

４）对于ＬＳ岭估计和ＴＬＳ岭估计来说，犔曲

线法、广义交叉核实（ＧＣＶ）法以及岭迹法在确定

岭参数时都是非常有效的，由表１可以看出得到

的结果相差不大，并各具优缺点。岭迹法确定岭

参数的优点是比较直观，缺点是缺少严格的理论

依据，并且岭参数的选择具有一定程度的主观随

意性。ＧＣＶ法的优点是当ＧＣＶ函数存在最小值

时，可以获得一个理论上最优的岭参数，缺点是

ＧＣＶ函数有时不收敛或变化过于平缓。犔曲线

法的优点是理论上非常严密，定位准确，精度高，

且适用性好，是优于岭迹法和 ＧＣＶ法的。在使

用这三种方法确定岭参数时，必须根据实际情况

进行确定。

４　结　语

总体最小二乘平差由于同时顾及了观测值和

系数阵的误差，可以得到比最小二乘更加合理的

结果，但是当系数阵呈病态时，普通总体最小二乘

将得不到稳定的解，且估值的均方误差也较大，因

而必须针对系数矩阵的病态性进行处理。算例显

示了本文方法的有效性，对于总体最小二乘方法，

特别是病态加权总体最小二乘平差在测绘数据处

理中的应用将具有一定的借鉴作用。
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