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摘  要：垂线偏差是描述地球形态和重力场特征的核心参数，在大地测量、地球物理、地质灾害

监测以及海洋科学等领域具有重要意义。系统梳理了当前垂线偏差测量的主要方法，包括天文大

地测量法、GNSS 水准测量法、重力测量法、重力场球谐系数解算法和卫星测高反演法等，分析了

各方法的优缺点及适用性。针对现有方法在复杂天气条件下的局限性，特别是全天候条件下的高

精度测量需求，重点探讨了全天候垂线偏差测量方法的发展潜力。结合仪器设备的进步和数据处

理技术的发展，展望了垂线偏差测量未来的发展趋势，指出天文大地测量设备的小型化与商业化、

全天候垂线偏差测量方法的应用以及海洋垂线偏差实测方法的突破将是未来研究的重点方向。通

过设备创新、技术融合和多领域应用拓展，垂线偏差测量技术将在服务地球科学研究与实际工程

需求中发挥更大的作用。 

关键词：垂线偏差；测量方法；天文大地测量；全天候测量；海洋垂线偏差  
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Current Status and Prospects of Vertical Deflection Measurement Methods 
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Abstract: Vertical deflection is a core parameter for describing the Earth's shape and gravity field characteristics, holding 

significant importance in geodesy, geophysics, geological hazard monitoring, and marine sciences. This paper systematically 

reviews the main methods for measuring vertical deflection, including astronomical geodetic methods, GNSS leveling, 

gravimetric methods, spherical harmonic solutions of the gravity field, and satellite altimetry inversion. The advantages, 

disadvantages, and applicability of each method are analyzed. Among these, direct measurement methods (such as astronomical 

geodesy, integrated GNSS with CCD technology, and GNSS/leveling measurements) can achieve high-precision vertical 

deflection measurements due to their real-time data acquisition capabilities, but they are limited by environmental conditions 

and equipment performance. On the other hand, indirect measurement methods (such as gravimetric methods, spherical 

harmonic solutions of the gravity field, and satellite altimetry) use existing data for calculations, offering higher computational 

efficiency, but their accuracy depends on high-precision, high-resolution gravity field models or the quality of input data. In 

general, astronomical geodetic methods (integrated GNSS with total stations for DOV measurements, and integrated GNSS 

with CCD for DOV measurements) remain the primary approach for directly measuring high-precision vertical deflections and 
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are suitable for high-precision requirements in static environments. GNSS leveling methods have been widely applied in ground 

measurements and regional mapping, but their application is challenging in complex terrain conditions. Spherical harmonic 

solutions of the gravity field and satellite altimetry methods, with their broad coverage advantages, play a key role in marine 

vertical deflection measurement and global gravity field research. However, each method has certain limitations, and the need 

for all-weather, high-precision, automated vertical deflection measurements remains a pressing challenge. Due to the limitations 

of existing methods in complex weather conditions, particularly the demand for high-precision measurements in all-weather 

conditions, this paper focuses on the development potential of all-weather vertical deflection measurement methods. It 

elaborates on a new all-weather vertical deflection measurement method that integrates GNSS with three-dimensional laser 

tracking technology. Finally, by considering the advances in instrumentation and data processing technologies, the paper looks 

forward to the future development trends in vertical deflection measurement. It highlights that the miniaturization and 

commercialization of astronomical geodetic equipment, the application of all-weather vertical deflection measurement methods, 

and breakthroughs in marine vertical deflection measurement techniques will be key research directions in the future. Through 

equipment innovation, technological integration, and expansion into multiple fields, vertical deflection measurement 

technology will play an even greater role in supporting Earth science research and meeting practical engineering needs. 

Key words: vertical deflection; measurement methods; astronomical geodesy; all-weather measurement; marine vertical 

deflection  

 

垂线偏差（deflection of the vertical，DOV）是铅垂线与参考椭球面法线之间的夹角，表示大地水

准面相对于参考椭球面的倾斜程度，表征了地球内部质量分布的时空不均匀性[1-2]。垂线偏差给出了重

力矢量的方向，是大地测量的基本观测量[3-4]，含有丰富的重力场高频信息，可用于推求平均地球椭球

的大小、形状，精化大地水准面模型[5-6]，归算天文大地测量数据[7-8]，也可用于空间技术和精密工程测

量[9-10]。通过垂线偏差的时变研究验证了其变化与地震两者之间有着十分密切的关系，为大地震的监测

提供了新的手段[11-12]。总之，垂线偏差能够提供丰富的地球重力场和大地水准面精细结构信息，在解

决大地测量应用、地球物理反演、资源勘探、地震和火山监测、卫星发射和精密定轨以及辅助导航等

领域有着非常重要的意义[13-17]。 

垂线偏差的测量方法主要包括天文大地测量方法、全球导航卫星系统（global navigation satellite 

system，GNSS）/水准测量方法、重力测量方法、重力场球谐系数解算法和卫星测高测量方法等。天文

大地测量法是垂线偏差经典的测量方法，主要利用高精度天文经纬仪或者数字天顶相机系统[18-20]，对

恒星进行观测，实现高精度垂线偏差测量。GNSS 水准测量法是基于 GNSS 观测数据和精密水准测量

数据，在几何观测原理的基础之上，利用最小二乘法通过高程异常与垂线偏差之间的约束关系来求解

垂线偏差。重力测量法通常是利用重力异常等数据，基于重力数据和垂线偏差之间的关系来解算垂线

偏差，这两种方法属于间接测量法。重力场球谐系数解算法是根据事先解算好的地球重力场模型，利

用模型的重力位系数计算垂线偏差。卫星测高测量法主要是根据测高点在测高纪录时刻的位置和时间

信息，利用海面高观测量计算沿轨大地水准面梯度，进而解算垂线偏差模型。 

这些主要的垂线偏差确定方法按照测量方式和数据处理模式，可以分为间接测量（静态数据估算

方法）和直接测量（动态数据测量方法）。相对于直接测量，间接测量方法较为简单，只需要通过已获

得数据建立其与垂线偏差之间的关系，便可通过已知数据解算垂线偏差。而直接测量受到外界环境的

影响较大，所以对数据的实时处理以及测量仪器精度等方面有较高的要求。重力测量、重力场球谐系

数解算法、卫星测高等方法都属于间接测量。传统的天文大地测量、集成 GNSS 和电荷耦合器件（charge 

coupled device，CCD）技术、GNSS/水准测量属于直接测量法。 



 

 
 

1 垂线偏差直接测量方法进展 

1.1 天文大地测量法 

天文大地测量是最常用的高精度垂线偏差测量方法，在同一测站进行天文观测和大地测量，得到

该站的天文坐标（ , ）和大地坐标  B L, ，天文坐标是以铅垂线为基础的，大地坐标是以参考椭球

面法线为基础的，因此就可以计算垂线偏差（ ,  ）[19]: 
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由于该测量方法涉及天文测量，使得天文观测技术成为垂线偏差测量发展的重要推动力。早期的

天文大地测量主要由天文经纬仪观测较明亮的恒星[21]，最典型观测仪器是瑞士威特公司生产的 WILD 

T4 全能经纬仪，如图 1 所示。它可以采用东西星等高法测定天文经度，南北星中天高差法测定天文纬

度，精度可达 0.3"[22]。 

 

图 1 Wild T4 全能经纬仪[22] 

Fig. 1 Wild T4 theodolite[22] 

然而，传统的天文大地测量存在诸多局限，如:在传统天文大地测量中都是人工寻找待测恒星，耗

时较长，相邻 2 颗待测恒星观测时间间隔应大于 3 min[23]。此外，在观测过程中，时常会出现星位分布

很好，但因时间相距较近而要舍去一颗恒星的情况，这势必要再等待较近位置下一颗恒星，导致整个

测量效率下降。不仅如此，传统的测量仪器过于庞大笨重，不易携带；设备操作复杂，观测的准备和

程序多而杂；观测操作技术要求高，需要测量人员进行专业的技术培训，尤其是收时、读表的操作，

观测员劳动大，需要全程用人眼寻星和观测目标；计算工作量大，数据记录和解算完全需要人工完成。

尽管该仪器设计精密，测量精度高，但是因为其测量效率低下，WILD T4 全能经纬仪在 20 世纪已停

产，中国一直使用其进行天文大地测量至本世纪初，现已基本停止使用[24]。在现代天文大地测量中，

T4 逐渐被其他仪器所取代。 

20 世纪 70 年代以后，摄影测量技术的进步为天文大地测量技术带来了很大的机遇，摄影天顶筒

通过精确拍摄天顶附近恒星，匹配星表确定测站点的天文坐标，进而计算垂线偏差，使得天文大地测

量方法已进入半自动化甚至全自动化阶段，测量效率和精度也相对提高，但是单一测站数据处理通常

需要 3~5 h，不仅需要较多的人力和物力，效率较低，还需要较高的投入[25]。比较有代表性的仪器如瑞

士纳沙泰尔天文台的 Grubb & Parsons 照相天顶筒，见图 2。 



 

 
 

 

图 2 Grubb & Parsons 照相天顶筒[26] 

Fig. 2 Grubb & Parsons photographic zenith tube[26] 

1.1.1 基于电子经纬仪/全站仪的垂线偏差测量法 

20 世纪 90 年代初，随着电子经纬仪/全站仪和计算机技术的发展，以及 GPS 技术的成功应用，垂

线偏差的测量达到半自动化观测阶段，瑞士、德国、希腊等国家都研制了全站仪天文定位系统[27]。具

有代表性的是瑞士苏黎世联邦理工学院研制的 ICARUS 系统，其利用计算机控制普通全站仪，沿用经

典的东西星等高法测定天文经度、南北星中天高差法测定天文纬度，定位精度达到 0.5″。 

与国外相比，中国国内相关单位的研究也取得了丰富成果。信息工程大学研制出了基于全站仪和

卫星天文计时器的 Y/JGT-01 型天文大地测量系统，如图 3 所示，天文定位精度也可达到 0.3″，符合中

国一等天文精度要求[23]。火箭军工程大学也研制了类似的 ASCA-1 型天文定位系统，其精度也能够满

足中国一等天文测量要求，已在国防和军事领域中得到了较好应用。 

 

图 3 Y/JGT-01 系统[23] 

Fig. 3 Y/JGT-01 System[23] 

综上分析，基于经纬仪/全站仪观测系统可以自动寻星和自动处理观测数据，观测技术和数据处理

方法逐步完善，测量效率和精度相对提升。但对恒星的观测仍然依赖于人眼瞄准，限制其进一步发展。

而且观测员需经过长期培训，但肉眼照准存在固有偏差（即人仪差），会引入系统误差，且需定期在天

文已知点进行校正。测量时对天气依赖性强，当云雾遮挡部分等高带时，会导致某些方位恒星无法观

测，进一步限制了设备的实用性。 

1.1.2 基于电荷耦合器件（charge coupled device，CCD）技术的垂线偏差测量法 

21 世纪初，CCD 传感技术、GPS、计算机技术的成熟和发展为天文大地测量带来了革命性的进展。



 

 
 

高分辨、小型化的 CCD 替代了传统的照相底片，高精度的 GPS 卫星授时替代了传统的无线电授时，

计算机的程序化控制减少了人为因素的干扰，实现了数字天顶仪的自动观测及数据的自动处理，观测

效率和测量精度有了显著提高。德国、瑞士等国相继研制出数字化天顶相机系统，目前比较著名的数

字天顶仪主要有瑞士苏黎世联邦理工学院研制的 DIADEM（如图 4 所示）和德国汉诺威大学研制的

TZK2-D（如图 5 所示）。通过 20～30 min 的观测，垂线偏差测量精度达到 0.08″[2, 28]。DIADEM 和 TZK2-

D 两个系统在德国的相同站点进行了长时间比对测量，差异小于 0.1″，这也一定程度上说明数字天顶

仪具有较好的外符合精度。两个测量系统的成功研制为垂线偏差流动测量提供了仪器基础，逐渐得到

许多国家的重视，推动了 CCD 地面光学测地仪器的研制与应用。 

后来，奥地利维也纳技术大学也研制了小型的 CCD 天顶相机系统 ZCG1[29]。其在欧洲和美洲的许

多发达国家被用于局部和区域大地水准面确定和其他地球物理学研究，但是造价昂贵。波兰克拉科夫

AGH 科技大学研制了 PZL-100 数字天顶仪[30]，日本和土耳其也研制了自己的数字天顶仪[31-32]。 

 

图 4 TZK2-D 数字天顶照相测量系统[18] 

Fig. 4 TZK2-D digital zenith camera system[18] 

 



 

 
 

图 5 DIADEM 数字天顶照相测量系统[28] 

Fig. 5 DIADEM digital zenith camera system[28] 

与国外相比，中国国内垂线偏差测量系统的研究起步相对较晚，在样机设计、研发以及数据处理

方法上充分吸收了国外的成功经验，同时做了许多改进。2011 年中国科学院国家天文台和山东科技大

学联合研制了我国第一台数字天顶测量系统 DZT-1，如图 6 所示，理论分析以及实际观测结果均表明，

天文经纬度测量精度达到了中国一等天文精度要求[19, 33-35]。西安航光仪器厂与火箭军工程大学也联合

研制了数字天顶仪[36]，并成功应用于 2020 年珠穆朗玛峰高程测量任务中。 

 

图 6 DZT-1 数字天顶测量系统[33] 

Fig. 6 DZT-1 digital zenith telescope system[33] 

近些年，为了推动数字天顶仪的普及应用，研究热点逐步向小型化方向发展。苏黎世联邦理工学

院对 DIADEM 进行了升级，开发出紧凑型数字天文学相机（CODIAC），并制造了两台 CODIAC 测量

系统，分别命名为“Blue”和“Red”，保持了与 DIADEM 相同的测量效率和测量精度[37-38]。随后，拉脱维

亚大学也开发了 VESTA 测量系统。CODIAC 的测量精度优于 0.05″，而 VESTA 的精度约为 0.1″[39-40]。

这两种数字天顶相机（DZC）是过去十年中使用最广泛的系统，在众多测量调查活动中证明了其有效

性。CODIAC 在美国 GSVS(Geoid SlopeValidation Survey)2014 项目中观测了 204 个站点的垂线偏差[41]，

又在 GSVS 的 2017 项目中观测了 223 个站点的垂线偏差，用于验证中等山地和高山地区大地水准面

精度[42]。 

对于图像全站仪系统，瑞士苏黎世联邦理工学院基于全站仪开发了 QDeadalus 系统，如图 7 所示，

利用 CCD 相机以非破坏性的方式替代现有全站仪的目镜，实现了恒星的自动成像观测[43]。美国国家地

理测量局（NGS）于 2020 年开发了全站仪天文大地测量控制系统（TSACS），通过天文大地测量方式

验证大地水准面模型[44]。信息工程大学依托徕卡 TS60 图像全站仪，提出了一种利用图像全站仪实现

高精度、全自动垂线偏差测量的方法，通过在河南郑州和陕西泾阳的野外试验，测得垂线偏差精度为

0.18″~0.23″，说明图像全站仪在保证高精度的同时，具备了较高的测量效率和单人操作的优势[45]。 



 

 
 

 

图 7 QDeadalus 系统[43] 

Fig. 7 QDaedalus system[43] 

总的来说，这些仪器在测量原理上具有相似性，包括从参考星表中选择天顶区域的恒星，精确计

算它们的视位置，并通过参考星进行星像识别。数字天顶相机和图像全站仪系统都集成了 CCD，实现

了恒星的自动观测与成像，并据此确定天文坐标。然而，要完成高水平的天文点测量，这些测量系统

都需要在晴朗夜晚观测星等较低的恒星，对天气条件要求较高，无法实现全天候观测。此外，尽管经

过小型化设计，测量仪器仍然体积庞大，且重量至少要 50 kg，通常需借助车辆运输，在山区、海岛等

交通不便地区的应用受到限制。 

1.2 GNSS 水准测量法 

GNSS/水准测量方法是获取垂线偏差的一种直接测量方法，它综合 GNSS 和水准测量数据，利用

最小二乘法通过大地水准面起伏与垂线偏差之间的约束关系来求解垂线偏差，必须同时进行 GNSS 测

量和水准测量，以获得大地水准面起伏之间的差异[1, 46]。 

由大地高和正高的关系可知： 

 H h N    (2) 

其中，H 为大地高， h为正高， N 为大地水准面高。将其转换成 GNSS/水准基线： 

 H h N       (3) 

式中， H 为基线两端点的大地高差， h 为正高高差， N 为基线两端点之间的大地水准面高之

差。 H 可通过 GNSS 差分定位， h 通过精密水准测量，进而可以求得 N 。 

当基线两端点距离较近，垂线偏差可看作： 

 cos sinAB AB

N

S
   


  


  (4) 

式中， S 为基线 AB 之间的距离， AB 为基线 AB 的方位角， 和为垂线偏差的子午分量和卯酉

分量。则垂线偏差  为： 

 cos sin       (5) 



 

 
 

由式(4)和式(5)可知，  h H S     ，然后对其进行误差传播定律可得： 
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其中，m 为垂线偏差中误差， hm 和 Hm 分别为 h 和 H 的中误差， sm 为 s 的中误差。 

考虑到由 GNSS 测得的水平距离误差对垂线偏差的影响很小，省略去距离的中误差，可得： 
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由此可以看出，当 GNSS 和水准测量精度一定时，垂线偏差的误差仅与水平距离有关。 

若有两条 GNSS 基线边，则有： 
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解方程组即可求得垂线偏差的子午分量 和卯酉分量。 
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从上述公式可以看出， 、的计算精度在很大程度上会受到基线之间夹角的影响，因此在使用

GNSS/水准测定垂线偏差时，应当将两基线的夹角控制在 90°为佳，若有地形限制，也应当将基线夹角

控制在 60°以上，以保证垂线偏差的计算精度[47]。 

国内外学者 20 世纪末已开展 GNSS 水准法测量垂线偏差的相关探索。Soler 等证明结合 GNSS 定

位与精密水准测量，可在不依赖传统天文观测的情况下获得较为精确的垂线偏差[13]；Vandenberg 等提

出了通过天顶角差分和正高观测计算垂线偏差的两种模型，并利用大地水准面起伏分析参考椭球面的

斜率[48]；Tse 等以中国香港为研究区域，通过 GNSS 观测和精密水准测量验证了垂线偏差计算的可靠

性，其结果与 EGM96 模型高度一致[1]。在中国国内，相关研究进一步细化和应用。王爱生基于方向导

数与梯度理论推导垂线偏差计算公式，并利用实测数据建立区域模型[46]；欧海平等分析了影响垂线偏

差精度的关键因素，指出当 GNSS 基线高差精度达到 2 mm 时，垂线偏差精度可达 2″[49]；许曦等提出

天文水准 GNSS 方法，解决了不同高程系统之间的连接难题[50]；徐益群等系统分析了 GNSS/水准法的

误差源，并提出优化观测设计的准则[51]。这些研究为 GNSS 水准法在高精度垂线偏差测量中的应用提

供了坚实的理论与技术基础。此外，Albayrak 等利用 GNSS/水准测量方法，在瑞士东阿尔卑斯山区进

行精确的大地水准面（Geoid）确定，结果表明 GNSS/水准数据能实现厘米级的精度，验证了该方法在

复杂山区地形中进行大地水准面建模的可靠性[52]。 

总体来说，GNSS 水准测量法精度还有待于提高，由于繁琐的操作和静态测量，使得该方法测量效

率不高。另外，精密水准测量需要提供能见度条件，使得这种方法难以在复杂的地形条件下使用。 

2 垂线偏差间接测量方法进展 



 

 
 

2.1 重力测量法 

根据已有重力数据来推算垂线偏差也是一种有效的垂线偏差计算方法。1928 年，Vening-Meinesz

利用区域重力异常数据推算出球面积分表达式来计算垂线偏差，该公式被称为 Vening-Meinesz 公式，

是重力异常与垂线偏差转化的基本公式[53]，该公式假设大地水准面之外没有扰动物质且全球重力异常

数据已知，就可按 Stokes（斯托克司）方法求得大地水准面上的垂线偏差。Veninig-Meinesz 公式为： 
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式中， 、分别为垂线偏差的子午分量和卯酉分量， 为地球平均正常重力， g 为大地水准面上

点的重力异常， 为计算点到流动点的球面距离， 为计算点到流动点的方位角，
dS

d
为 Vening-

Meinesz 函数，即 
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Vening-Meinesz 公式应用的理论前提之一是获取高质量的全球重力异常数据，但受限于测量技术

及复杂的测量环境，缺乏足够的重力数据，因此 Veing-Meinesz 公式常与移去-恢复技术组合后应用。

其中，中国在进行天文大地网与高精度 GPS2000 网联合平差时，为满足地面观测数据归算到 WGS84

椭球的需要，采用 Vening-Meinesz 公式、移去-恢复技术和高阶次地球重力场模型完成了我国陆地垂线

偏差的精化计算，通过检验得到我国垂线偏差子午分量总体精度为±1.45″，卯酉分量总体精度为

±1.50″[3]。 

为了在保持高精度的条件下，提高垂线偏差的计算效率，国内外许多学者对该公式进行了改进研

究。其中，频谱分析方法的迅速发展和广泛应用是该领域中最重大的进展，Schwarz 等在总结谱分析技

术在物理大地测量中的应用时，给出了垂线偏差的二维平面 FFT 算式[54]。宁津生等和 Liu 等又相继

推导出了利用二维和一维 FFT 算法实现垂线偏差快速计算的球面公式[55-56]。随着计算方法的不断优化

以及计算机技术的快速发展，基于重力异常数据的垂线偏差计算问题得到了较好的解决[56-57]。 

然而，高精度、均匀分布的全球重力异常数据的获取仍然是这一领域面临的主要挑战。近年来，

卫星、海洋和航空重力测量技术的发展极大地提升了重力异常测量的效率和精度。然而，卫星重力测

量在分辨率和精度方面仍然存在一定限制。此外，计算区域边缘缺乏足够的数据会导致边缘区域的计

算误差增大。为此，在实际应用中，通常需要扩大测量范围，以获取更多的重力数据用于计算 Vening-

Meinesz 积分，从而减少边缘效应对结果精度的影响。 



 

 
 

2.2 基于地球重力场模型的 DOV 计算法 

地球重力场模型是描述地球重力场最有效的手段。地球重力场模型实际上就是地球引力位按球谐

函数展开位系数的集合，它将复杂的地球重力场用球谐函数的形式解析表达，能十分方便快速地表示

和计算大地水准面、重力异常、垂线偏差、扰动重力和高程异常等任意扰动场元。随着各种地球重力

场模型的建立，基于地球重力场模型的 DOV 计算法逐渐广泛应用。 

根据球谐系数计算垂线偏差的子午分量（也称为南北分量，记为 ）和卯酉分量（也称为东西分

量，记为 ），这一过程也称为球谐综合。首先，由重力场理论可知垂线偏差和扰动位的关系为： 
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其中， 为大地余纬， 为大地经度， 为正常重力， R 为地球半径，扰动位 T 是引力位和正常引力

位之差，扰动位常常写成如下形式： 
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式中，r 为地心距离，
nmC  和

nmS  为扰动位的完全规格化球谐系数，是引力位球谐系数和正常引力位球

谐系数之差。因此，垂线偏差分量的球谐函数计算公式为： 
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近年来，基于地球重力场模型计算垂线偏差的研究不断推进，并在精度评估和应用领域取得了一

定成果。齐显峰等（2011）利用 EGM2008 重力场模型计算了不同阶次条件下的垂线偏差，并对中国东

部和西部地区进行了精度分析。研究表明，在 720 阶次以下模型精度提升显著，720 阶次以上变化趋于

平缓，但西部地形复杂、数据匮乏区域的计算精度相对较低[58]。张永毅和张兴福通过 EGM2008（2190

阶次）模型计算垂线偏差分量，并与美国 GSVS2011 实测数据进行对比分析，发现计算分量的 RMS 

约为 0.1″~0.3″[59]。Wan 等利用 EGM2008 和 EIGEN-6C4 模型计算垂线偏差分量，用以验证 HY-2A 卫

星测高数据反演结果，计算的子午分量和卯酉分量的 STD 分别为 1.1″和 3.5″[60]。Ji 等采用 XGM2019e

模型进行计算，用于评估测高数据确定的垂线偏差分量，两者差异的 RMS 约为 0.3″[61]。 

随着大地测量观测技术的不断进步，地球重力场模型的精度和分辨率将进一步提高，为获取更高

精度的垂线偏差数据提供了可能。这些研究为垂线偏差的精确解算和实际应用奠定了坚实基础。 

此外，在利用地球重力场球谐系数计算垂线偏差的过程中，如何快速且准确地递推高阶缔合勒让

德函数是另一个关键问题。尤其是在计算高阶次的勒让德函数时，由于数值可能会溢出，进而影响计

算的精度和稳定性。目前常用的有两种：一是 Holmes 和 Featherstone 改进了传统递推计算方法，通过

构建勒让德函数的值，避免了溢出问题，可以稳定计算任意纬度下的 2 700 阶勒让德函数[62]；二是

Fukushima 提出了扩充数域法，通过扩展数域范围，引入由两个双精度浮点数，使得在递推过程中避免

数值溢出[63]。此外，其他学者也开展了相关研究。Jekeli 等提出了一种快速稳定的超高阶勒让德函数计



 

 
 

算策略，通过忽略冗余项，减少了计算误差，并节省了计算内存[64]。苏勇等推导了一种缔合勒让德函

数二阶导数的快速稳定递推算法，其数值测试表明，即使在阶次高达 3 600 的情况下，该方法的计算效

率相较于当时其他方法提升了一倍以上，且无奇异性，可适用于任意纬度的快速精确计算[65]。刘缵武

等进一步研究发现，在计算超高阶（大于 3 600 阶）勒让德函数时，即使采用压缩因子递推算法，两极

附近仍可能因溢出而导致计算失败。他们通过改进压缩因子修正递推算法，成功推导出可达到 5400 阶

次的高精度“压缩勒让德函数”[66]。张飞（2017）系统研究了四种缔合勒让德函数递推算法，包括标准

向前行递推法、标准向前列递推法、跨阶次递推法和 Belikov 递推法。他从计算精度和速度两个方面

进行了比较，发现当阶数超高时，标准向前列和标准向前行递推法速度最快但精度最差；跨阶次递推

法速度稍快于 Belikov 方法，两者精度相当[67]。尽管通过插入比例因子等手段能改善递推过程中的不

稳定性，但往往会增加计算量，从而牺牲速度。Svehla 提出了一种基于几何旋转的新方法，通过旋转

矩阵高效计算超高阶勒让德函数，避免了数值误差积累，拓展了可接受的纬度范围[68]。Xing 等提出了

完全归一化的列式递推公式，用于计算缔合勒让德函数及其一阶导数，成功实现了最高到 64 800 阶的

稳定计算，并显著提高了计算精度与效率[69]。综合分析表明，改进的递推算法，特别是扩展数域法和

压缩因子递推法，在超高阶缔合勒让德函数的计算中展现了明显的优势。这些方法有效避免了数值溢

出问题，显著提高了计算稳定性和精度。相关研究为提升缔合勒让德函数计算效率和精度提供了重要

的技术支持，推动了超高阶重力场模型在大地测量中的进一步应用。 

2.3 基于卫星测高的海洋 DOV 计算法 

随着卫星测高技术的发展，基于测高数据构建海洋垂线偏差的方法也逐渐成熟，目前主要包括

Sandwell 法、沿轨最小二乘法和最小二乘配置法等。该方法主要适用于海洋区域。 

1）Sandwell 法 

Sandwell 法是利用卫星测高数据中的位置和时间信息计算垂线偏差的方法[70]。在卫星地面轨迹交

叉点处分别求升轨和降轨上大地水准面高关于时间的一阶导数以及卫星在经纬度方向上的速率，从而

求得交叉点处垂线偏差的两个方向分量，即： 
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  
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式中，下标 a 和 d 分别表示上升弧和下降弧； 和 分别表示纬度和经度；N 为大地水准面高度；

和 分别表示卫星沿地面轨迹在纬度和经度方向上的速率；N 则是大地水准面高关于时间的一阶导数。

当卫星轨道近似圆轨时，则卫星速率满足以下近似关系: 

 a d  
 (19) 

 a d 
 (20) 

联合式(17)~(20)，可得到大地水准面高关于纬度和经度的导数： 
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式中， 、 、
aN 和

dN 可由卫星测高数据中的时间、位置和大地水准面高信息获得，从而可以确定

垂线偏差的子午分量 和卯酉分量分别为： 

 
1 N

R





 


  (23) 
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利用 Sandwell 法解算垂线偏差时，仅能计算交叉点处的垂线偏差方向分量，存在沿轨海面高数据

使用率低的问题。 

2）沿轨最小二乘法 

Olgiati 等提出在利用交叉点处信息的基础上，利用沿轨大地水准面高的一次差分解算垂线偏差[71]。

为了提高垂线偏差的空间分辨率，按一次差分计算每条弧段逐个观测点的沿轨垂线偏差，并利用交叉

点处两个沿轨方向的垂线偏差推算该点在垂直于轨迹方向的垂线偏差，进而联合构建整个区域的海洋

垂线偏差模型。该方法所获得的垂线偏差分量空间分辨率较高，但是该方法在各个观测点处垂直于轨

迹方向的垂线偏差需要由相邻交叉点处的值内插获得，影响了垂线偏差的计算精度。 

沿轨垂线偏差实际是沿轨大地水准面梯度的负数。通过剔除海面高观测值中的动态海面地形可得

到沿轨大地水准面高 N，然后根据沿轨相邻两点大地水准面高的差值及两点之间的球面距离 Ψ，计算

得到沿轨大地水准面梯度 e： 
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  (25) 

取交叉点附近一个较小区域，因为区域较小，可将其视为平面，则可计算交叉点处的垂线偏差的

子午分量 和卯酉分量为： 
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  (26) 

同时，顾及地面轨迹的方位角 A，则可用垂线偏差表示沿轨大地水准面梯度为： 
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式中，下角标 1 和 2 分别表示两条相交的不同轨迹。因此，只要交叉的两轨迹线不重合，就有： 
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  (28) 

利用该方法计算垂线偏差时，只需存在交叉点即可，不要求交叉的两弧段分别为上升弧和下降弧。



 

 
 

但是这种方法仅利用了交叉点处的大地水准面梯度信息。 

为了充分利用沿轨大地水准面梯度信息，下面给出沿轨加权最小二乘算法。 

基于以上给定的垂线偏差分量与沿轨大地水准面梯度之间的关系，沿轨加权最小二乘法能够直接

确定格网点处的垂线偏差方向分量平均值。沿轨大地水准面梯度可由选定格网区域内中心点处的垂线

偏差计算： 

 cos sini i ie A A      (29) 

式中，i=1,2,…,n；n 为选定的格网区域内沿轨迹海面高观测点的数量； iA 和 ie 分别为第 i 个观测点的

方位角和沿轨大地水准面的梯度。误差方程可写作： 

 cos sini i i iv A A e       (30) 

式中， iv 为第 i 个观测值的残差，假设观测值相互独立，利用
2

1

min
n

i i

i

Pv


 的最小二乘原理，其中权

iP 的选取可采用反距离定权确定，可求解垂线偏差的子午分量 和卯酉分量 。 

考虑到利用交叉点信息解算海洋垂线偏差模型的应用限制，Hwang 等提出利用沿轨的海面高数据

采用最小二乘原理直接解算海洋垂线偏差模型的方法[72]。该方法不仅理论严密，而且不需要计算测高

卫星地面轨迹的交叉点，计算过程简便，在海洋垂线偏差的构建中得到广泛应用。 

3）最小二乘配置法 

最小二乘配置法也是一种常用的解算格网垂线偏差的方法，并且能够融合多源观测数据。通常根

据数据噪声和信号之间的统计性质，在确定已知量与待求量之间的协方差函数后，根据观测值信号求

取待求信号。最小二乘配置法解算规则格网内的子午分量 ξ 和卯酉分量 η 的公式为： 
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  (31) 

式中，
ξεC 表示为子午分量和沿轨大地水准面梯度的协方差阵；

ηεC 表示为卯酉分量和沿轨垂线偏差的

协方差阵； εεC 表示为沿轨垂线偏差的方差阵； nnC 为沿轨垂线偏差噪声方差阵； 表示为沿轨大地水

准面梯度阵；e 表示为沿轨海面高梯度。 

垂线偏差子午分量 和卯酉分量的方差函数不是各向同性的，而垂线偏差径向分量 l 和横向分

量 m 的方差函数是各向同性的。因此，便于理论研究，
ξεC 、

ηεC 和 εεC 可以由垂线偏差径向分量 l 和

横向分量 m 的方差确定。 

在格网点 p 处垂线偏差的子午分量 和卯酉分量用径向分量和横向分量（l,m）表示为： 
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在 p 和 q 两点处的沿轨垂线偏差用径向分量和横向分量（l,m）表示为： 
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式中，
pε

α 和
qε

α 分别为星下点 p 和 q 沿轨垂线偏差的方位角；
pqα 和

qpα 分别表示从 p 到 q 以及从 q

到 p 的方位角。 

因此，格网垂线偏差两个方向分量与沿轨垂线偏差的协方差（
ξεC ,

ηεC ），以及沿轨垂线偏差的方

差可以表示为： 
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  (34) 

式中， llC 和 mmC 分别为垂线偏差径向分量和横向分量的方差，其表示为： 
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式中， cos pqt  ; ( )K ψ 为 p,q 两点扰动位的协方差，其表示为： 
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式中， nσ 为扰动位的阶方差；
BR 是 Bjerhammar 椭球半径。 

进入 21 世纪以来，中国在基于卫星测高数据解算垂线偏差方面取得了多项具有代表性的研究成

果。李建成等通过多颗卫星的升降弧沿轨数据的一次差分，获得交叉点处的垂线偏差，并内插解算出

格网大小为 2.5′×2.5′的垂线偏差[73]。王虎彪等联合多源卫星测高数据，采用沿轨迹加权最小二乘法，

解算了中国近海海域格网大小 5′×5′的垂线偏差[74]。邓凯亮等结合 TOPEX/Poseidon、ERS-1/168、ERS-

2、GFO 和 Geosat/GM 数据，通过自交叉点处升降弧的沿轨大地水准面梯度及方位角信息，求得交叉

点处垂线偏差子午分量和卯酉分量，并利用双线性内插法计算了格网大小为 2′×2′的垂线偏差，模型精

度与国际模型精度一致[75]。万剑华等利用 TOPEX/Poseidon 系列、Envisat 系列和 Geosat 系列测高数

据，采用 Hwang 提出的垂线偏差解算方法，解决了法方程病态问题，得到中国近海 2′×2′格网的垂线

偏差模型，其结果与 EGM2008 模型相比，两个方向分量的均方根误差均优于 1″[76]。张胜军等联合两

种轨道倾角的高度计数据，通过数据预处理，分别采用 Sandwell 法和加权最小二乘法计算了三个不同

纬度区域的垂线偏差分量，研究表明解算精度与卫星轨道倾角密切相关[77]。万晓云等利用 HY-2A 卫星

测高数据反演全球海域垂线偏差分量，通过高精度模型验证，结果显示垂线偏差子午分量的精度优于

卯酉分量。这些研究成果表明，通过联合多源卫星测高数据并采用改进的算法，可以显著提高垂线偏

差解算精度[60]。Peng 等提出了一种优化的垂线偏差（DOV）组合方法，通过结合沿轨道垂线偏差



 

 
 

（ATDOV）和跨轨垂线偏差（CTDOV），有效缩小了主经度分量和主垂线分量之间的精度差异，提高

了海洋重力异常模型反演的精度[78]。于道成等基于 SWOT 宽刈幅测高卫星模拟数据研究发现，SWOT

在解算垂线偏差表现出显著优势，能够将垂线偏差分量精度提升至 0.7 微弧度，远超传统测高卫星如

Jason-2 和 Cryosat-2 的表现[79]。 

3 全天候垂线偏差测量 

目前，垂线偏差的常用测定方法主要有天文大地测量法、重力测量法、天文重力测量法和 GNSS

水准测量法等，但这些传统的垂线偏差测量方法存在测量难度大、耗时长等问题，易受观测环境条件

限制，无法进行全天候的外业观测，严重限制了垂线偏差的数据采集和应用，所以全天候、高精度的

垂线偏差测量仍然是世界上亟待解决的难题[2, 14, 43]。三维激光跟踪技术是一种测量速度快、测量精度

高的极坐标测量技术。基于此，郭金运等提出一种集成 GNSS 和三维激光跟踪技术的全天候垂线偏差

测量新方法[80-81]，实现垂线偏差的全天候、高精度测量，测量系统如图 8 所示，由基座、测量筒、激

光跟踪仪、GNSS 接收机和天线、自由落体靶球、电子水平仪、高度调节马达、时间采集器、自动控制

系统、移动设施和电源系统等组成，其数据处理技术路线如图 9 所示。 

 

1- 基座，2-测量筒，3-激光跟踪仪，4-GNSS 天线，5-抛物运动靶球，6-电子水平仪，7-高度调节马达，8-时间

采集器。 

图 8 垂线偏差测量示意图  

Fig. 8 Schematic diagram of vertical deflection measurement 



 

 
 

 

图 9 全天候垂线偏差测量技术路线 

Fig.9 All-weather vertical deflection measurement technical route 

全天候测量系统数据采集与处理涉及两种坐标系，一种是以激光跟踪仪镜头为基准建立的空间直

角坐标系，称为激光跟踪仪坐标系(laser tracker coordinate system，LTCS)；另一种是基于 GNSS 测量的

空间大地直角坐标系(geodetic cartesian coordinate system，GCCS)，其实验步骤如下： 

1）事先利用激光跟踪仪测量得到激光跟踪仪坐标系下的 GNSS 天线中心坐标，作差获得激光跟踪

仪坐标系下微米甚至亚微米级的观测基线信息，为后续的重力方向矢量转换奠定基础。 

2）利用激光跟踪仪和时间采集器动态跟踪测量抛物运动下落靶球的三维坐标时间序列，构建抛物

运动观测方程，利用最小二乘法迭代法提取激光跟踪仪坐标系下的重力方向矢量。 

3）基于高精度的基线距离约束，解算 GNSS 阵列数据，获得高精度的测点 P 大地坐标及 GNSS 基

线向量。 

4）结合步骤 1）中所获得的激光跟踪仪坐标系下的基线信息和步骤 3）中利用 GNSS 获得的空间

大地直角坐标系下的公共基线信息，求得激光跟踪仪坐标系与空间大地直角坐标系之间的方向转换参

数，进而将重力方向矢量转换到空间大地直角坐标系下。 

5）根据测点 P 大地坐标确定的椭球面法向矢量，计算得到天文大地垂线偏差及其子午分量和卯酉

分量。 

采用本方法进行垂线偏差时变测量时，主要误差源有激光跟踪测量误差、GNSS 定位误差和独立

坐标系与大地坐标系之间的坐标转换误差等。根据各个误差源的实际精度，进行垂线偏差时变测量的

仿真实验，将求得含有误差的垂线偏差时变特征与理论垂线偏差时变特征进行比较，来验证本项目提

出方法的理论精度。设激光跟踪仪的点位精度为 10μm，跟踪测量频率为 2 000 Hz，抛物运动下落距

离为 1 m 左右。事先利用激光跟踪仪对固定的 GNSS 天线中心进行 1 000 次测量，确定其在独立坐标

系下的坐标，当作已知值。设 GNSS 装置的定位精度为 1 mm，共有 4 个 GNSS 天线，均匀分布在以激

光跟踪仪为中心、半径为 3 m 的圆上。测点 P 参考坐标为（X=-2 148 744.465 6 m，Y= 4 426 641.184 9 

m，Z=4 044 656.051 6 m），选择 WGS1984 椭球，椭球长半轴 a = 6 378 137 m，扁率 f = 1/298.257 223 

563。 

通过该方法的仿真实验结果如图 10 和表 1 所示。从图 10 和表 1 可以看出，该测量方法精度在±0.7″



 

 
 

之间波动，且平均值趋近于 0，STD 和 RMS 均优于 0.2″，满足中国一等天文规范精度（0.3″）要求。

垂线偏差子午和卯酉分量精度在±0.3″内的占比分别可达 85.9%和 91.8%，表明该方法具有较好的稳定

性。 

 

图 10 垂线偏差精度分布  

Fig.10 Distribution of vertical deflection accuracy  

表 1 垂线偏差精度统计/(″) 

Table 1 Accuracy statistics of vertical deflection/ (″) 

统计项 max min mean STD RMS 

u 0.65 -0.59 0.00 0.18 0.18 

ξ 0.62 -0.70 0.00 0.20 0.20 

η 0.57 -0.53 0.00 0.17 0.17 

4 总结与展望 

4.1 总结 

垂线偏差的测量方法多样且各具优势，涵盖了直接测量与间接测量两大类，如表 2 所示。直接测

量方法（如天文大地测量、集成 GNSS 与 CCD 技术以及 GNSS/水准测量）凭借实时数据采集的特点，

能够实现高精度的垂线偏差测量，但受限于环境条件和设备性能。而间接测量方法（如重力测量、重

力场球谐系数解算法、卫星测高等）则利用已有数据进行解算，计算效率较高，但其精度依赖于高精

度、高分辨率的重力场模型或输入数据的质量。 

表 2 主要垂线偏差方法比较 

Table 2 Comparison of major vertical deflection measurement methods 



 

 
 

方法 优点 缺点 

天文大地测量 高精度 测量效率低，静态测量，依赖于天况 

GNSS 水准测量法 精度一般 地面测量，效率较低，需要通视条件 

重力测量法 间接测量，可利用现有数据，不增加仪器 存在边缘效应误差，对重力异常的高频误差较为敏感 

重力场球谐系数解算法 间接计算 需要事先建立高精度重力场模型 

卫星测高法 高效率，空间分辨率较高 

适用于海洋区域，需要对垂线偏差数格网化等处理，对垂线偏

差精度有一定的影响 

总体来看，天文大地测量法（集成 GNSS 和全站仪的 DOV 测量、集成 GNSS 和 CCD 照相的 DOV

测量）仍是直接测量高精度垂线偏差的主要方式，适用于静态环境下的高精度需求。GNSS 水准测量方

法则在地面测量和区域测绘中得到了广泛应用，但在复杂地形条件下难以使用。重力场球谐系数解算

法和卫星测高测量方法凭借其广域覆盖的优势，在海洋垂线偏差测量和全球重力场研究中具有重要地

位。然而，各种方法均存在一定的局限性，全天候、高精度、自动化的垂线偏差测量是当前亟待解决

的难题，这也限制了垂线偏差的广泛获取和应用。 

4.2 展望 

综合近些年来的研究成果，未来垂线偏差测量的发展趋势可归纳为以下几个方面。 

1）天文大地测量设备小型化与商业化 

随着仪器技术的持续进步，未来天文大地测量设备的轻便化、智能化与商业化将成为趋势。这一

趋势不仅有助于降低仪器的成本，提升便携性和操作便捷性。此外，相比传统天顶仪，图像全站仪具

备廉价化和平民化的潜力，基于图像全站仪的高精度测量系统有望进一步普及，成为地质监测、基础

设施测量以及科学实验等领域的基础工具，推动垂线偏差测量技术广泛应用。商业化推广和普及化将

促进这些设备在科研、灾害预警和资源勘探中的高效应用。 

2）测量技术向动态、全天候测量方向发展 

垂线偏差测量技术逐步从传统静态观测方法转向动态、全天候测量。如何实现全天候、高精度的

垂线偏差测量仍然是未来研究的重要方向。在复杂地形和极端天气、气候条件下，结合 GNSS 阵列与

三维激光跟踪技术的动态测量方案为全天候测量提供了新的解决思路。未来，进一步优化这些技术方

案，结合高精度的气象数据、实时数据处理算法及移动平台，提升垂线偏差测量的精度、稳定性和时

效性。这一突破对于地质灾害监测、精密工程测量、智能城市建设和基础设施维护等领域具有极大的

潜力和实际应用价值。 

3）海洋实测垂线偏差的突破 

在海洋领域，垂线偏差的测量面临着更多复杂的挑战，尤其是在精度和空间分辨率方面。尽管卫

星测高技术提供了大范围的数据，但精度仍然无法满足高精度应用的需求。未来，结合船载的天文大

地测量、动态定位和重力测量技术，探索新型海洋垂线偏差实测方法，将成为海洋重力研究的一个重

要方向。这些技术结合现代重力和卫星观测数据，能够为海洋科学、资源开发、全球变化研究、海平

面变化监测等提供更加精确的支持，尤其是在海洋资源开发与国家海洋权益管理等关键领域。 
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