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摘  要：利用多代重力卫星观测数据监测全球质量变化，使人类对全球物质迁移和环境变化有了更加深刻的认识和理

解。由于卫星星载仪器精度和分辨率的限制以及建模误差等多种因素的影响，利用重力卫星数据解算的全球质量变化

模型受到条带误差的影响，广泛采用的滤波平滑手段虽然可以对其削弱，但同时会引起更严重的信号泄漏问题。为了克

服这些问题，并进一步提高重力卫星数据解算地表质量变化模型的时空分辨率和精度，许多学者基于牛顿万有引力定律

发展了点质量模型法，该类方法直接建立地表质量变化参数与卫星受摄运动的关系，并采用约束矩阵处理条带误差和向

下延拓产生的不适定问题。综述了点质量模型法的研究进展，详细梳理了不同点质量模型法的基本理论和方法，分析了

不同约束矩阵的构建策略和特点，简要总结了点质量模型法的后处理方法，以期能为点质量模型法的后续发展和研究提

供参考。
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Abstract： The successful implementation of multi-generation gravity satellite missions has made signifi⁃
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cant progress in using gravity satellite observation data to monitor global mass changes. This has improved 
our understanding of large-scale material migration, global environmental changes in the Earth system, 
and facilitated research on critical environmental issues such as global sea level change monitoring, glacier 
melting, and groundwater extraction. Limitations in the accuracy and resolution of satellite instruments, 
along with factors such as modeling errors, result in global mass changes calculated using gravity satellite 
data being affected by noise patterns in the form of south-north stripes and signal leakage. While commonly 
used filtering and smoothing methods effectively mitigate the impact of south-north stripes noise, they exac⁃
erbate signal leakage problems. To address these issues and enhance the spatiotemporal resolution and accu⁃
racy of surface mass changes in the calculation of gravity satellite data, numerous scholars have developed a 
point-mass modeling approach based on Newton 􀆳s law of universal gravitation. These methods establish a 
direct relationship between surface mass changes and perturbed motion of satellites, employing constraint 
matrices to tackle strip errors and ill-posed problems arising from downward continuation. This article ex⁃
amines the research progress of the point-mass modeling approach, provides a comprehensive overview of 
the fundamental theories and various methods employed, analyzes different strategies and characteristics of 
constraint matrices, and provides a concise summary of the post-processing methods associated with this 
approach. The comprehensive analysis presented in this article is intended to serve as a valuable reference 
for the future development and research of the point-mass modeling approach.
Key words： satellite gravimetry； global surface mass change； temporal gravity field； point-mass modeling 
approach

地 表 物 质 迁 移 和 质 量 的 重 新 分 布 是 地 球 系

统运行的客观现象，冰川消融、海平面变化、干旱

和洪涝、地震和火山喷发等全球性的资源和环境

变化问题都与其密切相关，开展全球地表质量变

化 监 测 的 研 究 具 有 重 要 的 现 实 意 义 。 地 表 物 质

的 迁 移 和 质 量 重 新 分 布 直 观 反 映 为 地 球 重 力 场

的 变 化 ，卫 星 重 力 测 量 技 术 具 有 全 球 覆 盖 、长 周

期 重 复 观 测 、全 球 范 围 精 度 一 致 性 高 、不 受 天 气

变 化 和 政 治 因 素 的 影 响 。 基 于 卫 星 重 力 测 量 数

据 解 算 的 高 精 度 高 分 辨 率 的 全 球 重 力 场 模 型 使

探测全球地表物质的时空变化特征成为可能，为

地 球 科 学 解 决 人 类 社 会 面 临 的 资 源 和 环 境 问 题

提供了技术手段和数据支撑。因此，开展卫星重

力 测 量 技 术 的 研 究 并 将 其 应 用 于 全 球 地 表 质 量

变化监测对地球科学和空间科学研究、自然灾害

和 环 境 变 化 等 人 类 可 持 续 发 展 面 临 的 问 题 都 具

有重要意义［1-2］。

为 了 持 续 、高 精 度 、高 分 辨 率 地 探 测 全 球 重

力场及其变化，卫星重力测量技术受到极大关注

并已成功实施了多代任务。21 世纪以来，全球相

继 实 施 了 挑 战 性 小 卫 星 载 荷 任 务（challenging 
minisatellite payload，CHAMP）、重力场恢复与气

候实验卫星任务（gravity recovery and climate ex⁃
periment，GRACE）、地球重力场和稳态海洋环流

探 测 任 务（gravity field and steady-state ocean cir⁃
culation explorer，GOCE）以 及 GRACE 后 续 任 务

（GRACE follow-on，GRACE-FO）等 4 代 重 力 卫

星 任 务 和 其 他 一 些 尚 未 公 开 发 布 数 据 的 重 力 卫

星任务［3-4］。同时，还有一些可以实施地球重力场

探测的非专用重力卫星任务，如 Swarm 和天琴一

号，这些卫星均搭载了加速度计、星象仪、GNSS
接收机等与重力场测量相关的关键载荷［5-6］。重

力 卫 星 任 务 的 不 断 实 施 对 提 高 人 类 认 识 地 球 重

力 场 及 其 精 细 结 构 的 时 空 变 化 起 到 了 巨 大 推 动

作 用 ，促 进 了 地 球 科 学 的 持 续 繁 荣 发 展 ，为 人 类

监 测 地 球 大 尺 度 质 量 变 化 提 供 了 丰 富 的 数 据

支撑。

重 力 卫 星 观 测 数 据 需 要 采 用 合 适 的 精 化 处

理 手 段 和 建 模 方 法 才 能 得 到 满 足 信 噪 比 要 求 的

全球重力场模型或质量变化。目前，利用重力卫

星 数 据 监 测 全 球 质 量 变 化 的 主 要 建 模 方 法 有 球

谐 函 数 法 、Mascon 法 和 点 质 量 模 型 法 。 球 谐 函

数 法 是 将 重 力 场 模 型 及 其 泛 函 表 达 为 一 组 截 断

至 一 定 阶 次 的 斯 托 克 斯 系 数（即 球 谐 位 系 数）的

集合，利用重力卫星的观测数据解算出这些斯托

克斯系数即可得到一段时间的平均重力场，从利

用 某 时 间 段 的 观 测 数 据 解 算 重 力 场 模 型 位 系 数

的角度而言，所谓的静态和时变都是指该时间段

的 重 力 场 及 其 泛 函 的 平 均 值 。 主 流 的 时 变 重 力

场 均 采 用 球 谐 位 系 数 的 形 式 表 示 ，如 CSR（Cen⁃
ter of Space Research）、JPL（Jet Propulsion Labo⁃
ratory）、GFZ（German Research Centre for Geo⁃
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sciences）等 GRACE 官 方 机 构 和 ITSG、CNES、

Tongji、HUST、WHU、SWPU、SWJTU、IGG 等

研 究 机 构 发 布 的 系 列 模 型 。 扣 除 参 考 或 平 均 重

力场得到时变重力场位系数的变化量，即可计算

全球质量变化；采用球谐位系数形式的时变重力

场 模 型 进 行 全 球 质 量 变 化 分 析 具 有 简 单 高 效 的

特 点 。 由 于 重 力 卫 星 对 部 分 波 长 的 重 力 场 信 号

不敏感，位系数之间存在相关性且高阶位系数的

信 噪 比 较 低 ，空 域 时 变 信 号 呈 现 南 北 条 带 噪 声 ，

需 要 对 时 变 重 力 场 模 型 进 行 后 处 理 才 能 有 效 获

得 地 表 质 量 变 化 信 号 。 研 究 人 员 发 展 了 一 系 列

的位系数改正、去相关算法和滤波平滑算法［7-9］，

这 些 后 处 理 算 法 在 平 滑 条 带 噪 声 的 同 时 会 引 起

信 号 泄 漏 和 信 号 衰 减 的 问 题［10］，为 了 解 决 这 些

衍 生 出 来 的 问 题 ，学 者 们 发 展 了 尺 度 因 子 法 和

Forward-Modeling 法进行信号矫正处理［11-14］。得

益于大量学者卓有成效的工作，球谐位系数形式

的 时 变 重 力 场 模 型 在 建 模 理 论 和 地 学 研 究 应 用

中发展迅速，推动了重力卫星监测全球质量变化

的 发 展 。 随 着 利 用 时 变 重 力 场 模 型 监 测 全 球 质

量变化向小区域和弱信号区域的发展，球谐位系

数 模 型 的 缺 陷 逐 渐 显 现 ，主 要 体 现 在 ：（1）参 与

月 时 变 重 力 场 模 型 解 算 的 重 力 卫 星 观 测 数 据 质

和量的限制，反演的球谐位系数高阶项信噪比迅

速 下 降 ，只 能 截 断 至 某 一 最 大 阶 次 ，导 致 难 以 进

一 步 提 升 信 号 的 时 空 分 辨 率 ，且 存 在 截 断 误 差 ；

（2）后 处 理 算 法 缺 乏 实 际 的 物 理 意 义 ，且 无 法 完

全处理条带噪声和泄漏问题，如去相关滤波会引

起小区域信号失真，泄漏误差改正依赖于研究区

域 的 形 状 和 大 小［11］，尺 度 因 子 的 确 定 依 赖 外 部

参 考 信 息 等［14-15］；（3）精 确 评 估 地 表 质 量 变 化 的

误 差 较 为 困 难 ，不 同 地 球 物 理 信 号 较 难 分 离 等

问题［16］。

针 对 球 谐 位 系 数 时 变 重 力 场 模 型 存 在 的 缺

陷 ，国 内 外 学 者 进 一 步 发 展 了 Mascon 法 。 Mas⁃
con 法 最 早 用 于 研 究 月 球 重 力 场 建 模 中 月 表

“ 质 量 瘤 ”的 处 理［17-18］，GRACE 任 务 实 施 以 来 ，

文 献［19-20］采 用 该 方 法 并 基 于 GRACE 星 间

观 测 数 据 计 算 全 球 地 表 质 量 变 化 ，并 认 为 采 用

该 方 法 可 以 探 测 空 间 分 辨 率 小 于 400 km、时 间

分 辨 率 为 10 d 左 右 的 全 球 地 表 质 量 变 化 。 从

构 建 卫 星 观 测 数 据 和 地 表 质 量 变 化 参 数 之 间

关 系 的 实 现 形 式 而 言 ，Mascon 法 有 球 冠 积 分 形

式［21］、单 层 位 积 分 形 式［22-23］、球 谐 位 系 数 谱 域

积 分 形 式［19-20 ，24-25］以 及 点 质 量 模 型 法［26-36］，这 些

方 法 都 是 基 于 牛 顿 万 有 引 力 的 基 本 原 理 来 构

建 观 测 方 程 。

地 球 质 量 变 化 可 以 用 地 球 重 力 场 模 型 球 谐

位 系 数 的 变 化 来 表 示 ，地 表 区 域 内 的 质 量 变 化

与 球 谐 位 系 数 变 化 的 关 系 为［19 ，37］：

Δσi = 10Δhi = Rρ ave

3 ∑
n = 0

N 2n + 1
1 + kn

∑
m = 0

n

( )ΔC̄ i,nm cos ( mλ0 + ΔS̄ i,nm sin ( mλ ) P̄ nm ( )cos θ （1）

式中，Δσi 表示单位面积地表区域 i 的质量变化量，

单位为 kg/m2；Δhi 为 Δσi 对应的以 cm 为单位的等

效水高（equivalent water height，EWH），比例因子

10 的含义为 1 cm 等效水高变化等效于 1 m2 区域

内质量变化 10 kg；ρ ave 表示地球平均密度；R 表示

地球平均半径；kn 表示 n 阶负荷 Love 数；n 和 m 分

别表示球谐位系数的阶和次；N 表示球谐位系数

的最高阶次；θ 和 λ 分别表示地表质量块的余纬和

经度；ΔC̄ i，nm、ΔS̄ i，nm 为单位面积地表区域 i 的球谐

位 系 数 变 化 ；P̄ nm (cos θ) 表 示 完 全 正 常 化 的 缔 合

Legendre 函数。

设地表区域的个数为 K，则地表质量变化引

起的球谐位系数总的变化量 ΔC̄nm、ΔS̄nm 可以利用

式（1）进行球谐分析：
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（2）

式中，Ω 表示地表区域 i 对应的积分区域，且 dΩ =
cos θdθdλ；M 表 示 地 球 的 质 量 。 此 时 ，可 建 立 地

表质量变化与球谐位系数的关系，通过最小二乘

法 求 解 。 由 于 观 测 数 据 存 在 误 差 ，且 按 式（2）求

解地表质量变化是一个向下延拓的不适定问题，

需 要 采 用 合 适 的 约 束 条 件 才 能 获 得 稳 定 解 。 当

采 用 高 精 度 星 间 测 距 或 星 间 距 离 变 率 数 据 直 接

计算地表质量变化时，可以通过偏微分的链式法

则建立关系式，设星间距离变率为 ρ̇，它与地表质

量变化之间的关系为［38］：

∂ρ̇
∂Δhi

= ∑
n = 0

N

∑
m = 0

n ( )∂ρ̇
∂C̄nm

∂ΔC̄ i,nm

∂Δhi
+ ∂ρ̇

∂S̄nm

∂ΔS̄ i,nm

∂Δhi
 （3）

许 多 学 者 对 Mascon 法 进 行 了 深 入 研 究 ，提

出 了 各 种 Mascon 法 的 具 体 实 现 形 式 ，并 发 布 了
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模 型 供 研 究 人 员 开 展 应 用 研 究［22-23， 25， 38-44］。 相 对

于整个地球表面而言，可以用一个“点”来代表地

表 一 个 小 区 域 ，假 设 地 面 质 量 变 化 点 为 一 个 无

“厚度”、点的质量代表该点对应区域内的整体质

量，根据牛顿万有引力定律可以直接建立地表质

量变化与卫星受摄运动之间的关系，并发展出了

多 种 形 式 的 点 质 量 模 型 法 。 与 传 统 Mascon 相

比 ，该 类 方 法 在 理 论 模 型 方 面 更 加 直 观 ，但 也 需

要进行约束求解。对重力卫星观测数据的分析、

解 释 和 应 用 是 目 前 卫 星 重 力 测 量 领 域 的 重 点 和

热 点 ，相 关 领 域 发 展 迅 速 且 文 献 众 多 ，本 文 对 目

前 利 用 重 力 卫 星 数 据 监 测 全 球 质 量 变 化 的 主 要

方法进行了简单回顾，重点对点质量模型法进行

总 结 分 析 ，梳 理 了 几 类 点 质 量 模 型 法 的 基 本 原

理 、理 论 模 型 和 求 解 方 法 ，分 析 并 展 望 去 噪 约 束

模型的构建方法和改进方向，对点质量模型法现

阶段面临的问题进行了讨论总结。

1　点质量模型法

点质量模型法的基本原理是：卫星在空间进

行 自 由 落 体 运 行 时 刻 受 到 地 球 重 力 场 的 制 约 和

影响，地表质量的重新分布会引起地球重力场的

变 化 ，会 对 卫 星 的 受 摄 运 动 产 生 影 响 ，可 通 过 星

载仪器（如 GNSS 接收机、加速度计、星间测距系

统）进 行 观 测 。 根 据 牛 顿 万 有 引 力 定 律 ，质 量 的

变化会引起加速度或引力位的变化，通过卫星观

测数据获得卫星受到的摄动加速度或摄动位，扣

除非地表质量变化因素的影响后，即可建立利用

重 力 卫 星 观 测 数 据 解 算 地 表 质 量 变 化 的 点 质 量

模 型 法 。 根 据 卫 星 观 测 数 据 和 地 表 质 量 变 化 之

间联系量的区别，点质量模型法目前已发展出引

力 位 点 质 量 模 型 法［26-28， 34， 36］、径 向 加 速 度 点 质 量

模型法［29-30， 33， 35］和三维加速度点质量模型法［31-32］。

研究显示，点质量模型法能有效反演质量变化且

比 球 谐 位 系 数 模 型 具 有 更 高 的 空 间 分 辨 率 和 信

号强度［45-50］。

1.1　引力位点质量模型法

地表质量的变化会引起空间引力位的变化，

根据牛顿万有引力定律，质量变化和引力位变化

量之间的关系为［26-29， 51］：

δV (θj,λj,rj)= Gρ ∫
λ = 0

2π

∫
θ = 0

π
R2

lij
δhi( )θi,λi,R sin θdθdλ

（4）

式中，G 表示万有引力常量；ρ 表示质量体的平均

密度；δV 表示由于质量变化引起的引力位的变化

量 ；δm 表 示 质 量 变 化 量 ；r 表 示 点 的 地 心 向 径 ；lij

表示引力点和质量点之间的距离，其中 i 和 j 分别

表 示 空 间 引 力 点 和 地 面 质 量 点 。 对 于 地 表 质 量

变化而言，假设全部等效为地表薄层内的水文变

化 ，而 空 间 点（卫 星）受 到 总 的 引 力 位 V 可 表

示为：

V = V others + V hydrology + e （5）

式中，V others、V hydrology、e 分别表示除地表质量变化

外可模型化的摄动位、地表质量变化和其他不能

模 型 化 因 素 引 起 的 引 力 位 。 卫 星 受 到 的 总 引 力

位 可 以 利 用 卫 星 观 测 数 据 并 基 于 能 量 守 恒 法 求

解［52-56］，因此联立式（4）和式（5）即可得到利用重

力卫星观测数据求解地表质量变化的观测方程。

1.2　径向加速度点质量模型法

径 向 加 速 度 点 质 量 模 型 法 是 直 接 建 立 卫 星

受 到 的 径 向 引 力 加 速 度 和 地 面 点 质 量 的 线 性 关

系，文献［29］对其进行了详细研究并用于定量分

析 格 陵 兰 岛 冰 盖 消 融 的 长 期 变 化 量 。 径 向 加 速

度点质量模型如图 1 所示，其中，φ、λ 分别表示点

的纬度和经度，空间点 P 和地面点 Q 之间的球面

角距为 ψij，r 表示空间点的地心向径。

由 于 地 表 质 量 长 期 变 化 而 引 起 的 径 向 引 力

加速度变化 δgr 可以表示为：

δgr = - GM
r 2 ∑

n = 0

∞

(n + 1) ( R
r ) n

∑
m = 0

n

( )ΔC̄nm cos ( mλ )+ ΔS̄nm sin ( mλ ) P̄ nm ( )cos θ （6）

式 中 ，ΔC̄nm、ΔS̄nm 分 别 表 示 完 全 规 格 化 的 cosine
和 sine 位系数的长期变化量，该变化量可以通过

对 各 月 时 变 重 力 场 模 型 的 位 系 数 相 对 于 长 期 静

态 或 平 均 重 力 场 模 型 位 系 数 的 变 化 量 进 行 拟 合

得到。考虑到弹性地球的负荷响应，地表质量变

化引起的引力加速度变化可以表示为［29］：

图 1　径向加速度点质量模型法

Fig.  1　Radial Acceleration Point-Mass 
Modeling Approach
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δg mass
r = - GM

r 2 ∑
n = 0

∞ n + 1
1 + kn ( R

r ) n

∑
m = 0

n

( )ΔC̄nm cos ( mλ )+ ΔS̄nm sin ( mλ ) P̄ nm ( )cos θ （7）

假 设 空 间 中 存 在 p 个 引 力 加 速 度 点 δgi ( i =
1，2，⋯，p），地 面 上 有 q 个 质 量 点 为 δmj ( j =
1，2，⋯，q）。 根 据 牛 顿 万 有 引 力 定 律 ，由 于 地 面

所 有 质 量 点 的 变 化 而 引 起 空 间 某 点 的 引 力 加 速

度变化可表示为：

δgi = G ∑
j = 1

q ri - R cos ψij

l 3
ij

δmj （8）

联 立 式（7）和 式（8）即 可 得 到 径 向 引 力 加 速

度点质量模型法的观测方程［29-30，57-58］。

1.3　三维加速度点质量模型法

在空间直角坐标系中，卫星受到的摄动加速

度可以沿空间直角坐标系的 3 个坐标轴分解，则

因 地 表 质 量 变 化 引 起 的 卫 星 摄 动 加 速 度 变 化 可

以表达为沿坐标轴的 3 个加速度分量形式，如图 2
所示。

相对于整个地表质量变化而言，可以将卫星

视 为 单 位 质 量 体 ，设 空 间 中 的 单 位 质 量 点 为

Pi ( xi，yi，zi )，质量为 δmj 的地面点为 Q j ( xj，yj，zj )，
α、β、γ 分别表示地面点 Q 与空间点 P 连线方向与

空间直角坐标 3 个坐标轴方向的夹角。对于整个

地球系统而言，卫星在某点受到地表质量变化而

引起的摄动位［31］计算式为：

δV = G ∫
m

1
l

dm （9）

对引力位沿空间直角坐标系 3 个坐标轴方向

求偏导数，并积分离散化后可得空间任意一点 Pi

所受的总的摄动加速度为：

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

δr̈ x
i = -G ∑

j = 1

q xi - xj

l 3
ij

δmj

δr̈ y
i = -G ∑

j = 1

q yi - yj

l 3
ij

δmj

δr̈ z
i = -G ∑

j = 1

q zi - zj

l 3
ij

δmj

（10）

式 中 ，地 面 质 量 点 δmj 的 单 位 为 kg；引 力 加 速 度

的 三 分 量 δr̈ x
i 、δr̈ y

i 、δr̈ z
i 可 采 用 卫 星 观 测 量 计 算 。

对 于 地 面 点 Q j 而 言 ，通 常 已 知 其 球 面 坐 标

( rj，θj，λj )，可转换为直角坐标。忽略实际地形起

伏 的 影 响 ，假 设 地 面 质 量 点 位 于 同 一 球 面 上 ，因

此对于任意地面质量点 rj 均为常数，可取其为地

球 平 均 半 径 。 空 间 点（卫 星）受 到 总 的 摄 动 加 速

度可表示为：

r̈= r̈ others + δr̈+ e （11）

式中，r̈ others、δr̈、、e分别表示除地表质量变化以外的

其他可模型化摄动力、地表质量变化和其他无法

模型化因素引起的残余摄动加速度，联立式（10）

和 式（11）即 可 建 立 三 维 加 速 度 点 质 量 模 型 法 的

观测方程。当直接采用卫星观测数据（如精密轨

道、星间距离变率）解算地表质量变化时，可利用

动 力 学 积 分 法 、加 速 度 法 、短 弧 积 分 法 和 天 体 力

学法等建立摄动加速度和观测量之间的关系，再

利 用 三 维 加 速 度 点 质 量 模 型 法 求 解 地 表 质 量 变

化。以动力学积分法为例，卫星在某一历元受到

的 全 球 地 表 质 量 变 化 引 起 的 摄 动 加 速 度 对 质 量

变化的偏导数可表示为：

∂r̈
∂m

=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

ú

úG
l 3

1
( )x- x1

G
l 3

2
( )x- x2 ⋯ G

l 3
q
( )x- xq

G
l 3

1
( )y- y1

G
l 3

2
( )y- y2 ⋯ G

l 3
q
( )y- yq

G
l 3

1
( )z- z1

G
l 3

2
( )z- z2 ⋯ G

l 3
q
( )z- zq

 （12）

同 时 ，许 多 机 构 解 算 了 系 列 时 变 重 力 场 模

型，地表质量变化引起的摄动加速度可以直接采

用时变重力场模型求解［32］：

( )δr̈ x

δr̈ y

δr̈ z

= GM
2r 2 ∑

n = 0

N ( R
r ) n 1

1 + kn

2n + 1
2n + 3 ∑

m = 0

n ì
í

î

ïïïï

ïïïï

ü
ý

þ

ïïïï

ïïïï
ΔC̄nm ( )C -

nm - C +
nm

-S-
nm - S+

nm

-2C 0
nm

+ ΔS̄nm ( )S-
nm - S+

nm

C -
nm + C +

nm

-2S0
nm

（13）

式 中 ，GM 表 示 地 球 引 力 常 量 ；C -
nm、C 0

nm、C +
nm 和 S-

nm、S0
nm、S+

nm 等系数的计算可以参见文献［59-60］。

图 2　三维加速度点质量模型法

Fig.  2　3D Acceleration Point-Mass 
Modeling Approach
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对于 3 种点质量模型法而言 ，最大的区别在

于 地 表 质 量 变 化 对 卫 星 的 摄 动 影 响 是 以 何 种 形

式表达的，其中引力位点质量模型法和三维加速

度 点 质 量 模 型 法 既 可 以 采 用 重 力 卫 星 的 原 始 观

测数据直接解算，也可以采用时变重力场模型计

算虚拟观测值（即卫星受到地表质量变化引起的

摄动位或摄动加速度）。由于很难直接建立卫星

观测数据和其所受径向加速度之间的关系，径向

加 速 度 点 质 量 模 型 法 只 能 采 用 时 变 重 力 场 模 型

计算；当采用现有的时变重力场模型计算径向加

速 度 伪 观 测 值 ，再 进 行 约 束 求 解 ，则 可 认 为 径 向

加 速 度 点 质 量 模 型 法 是 对 时 变 重 力 场 模 型 的 一

种 滤 波 后 处 理 方 法 。 由 于 重 力 卫 星 轨 道 设 计 原

因和观测数据存在噪声等多种因素的影响，不论

利 用 哪 种 点 质 量 模 型 法 求 解 地 表 质 量 变 化 时 都

需要采用约束模型对解算结果进行平滑去噪，合

适 的 约 束 模 型 是 点 质 量 模 型 法 解 算 地 表 质 量 变

化的关键。

2　点质量模型法的求解

基于式（4）、式（8）、式（10） 3 种点质量模型法

的基本原理，采用重力卫星观测数据或时变重力

场模型计算地表质量变化时，利用高斯-马尔可夫

模型可统一表达为误差方程的形式：

v= Ax- l （14）

式中，A表示设计矩阵；l表示观测向量；x表示未

知参数向量 ；v表示观测数据的改正向量。利用

重 力 卫 星 数 据 解 算 地 表 质 量 变 化 本 身 是 一 个 向

下延拓的不适定问题，并且观测数据受噪声的影

响 ，无 法 直 接 利 用 式（14）求 解 ，引 入 正 则 化 平 衡

项，构造最小二乘准则［61-62］：

 v 2

α
= Ax- l

2 + α Mx
2 = min （15）

式 中 ，α 表 示 正 则 化 参 数 ；M 为 正 则 化 或 约 束 矩

阵。求解可得未知参数的正则化解为：

x̂α = (AT PA+ αM TM )-1
AT Pl （16）

为了获得最优解，需要确定最优正则化参数

和 约 束 矩 阵 。 最 优 正 则 化 参 数 的 确 定 主 要 有 广

义交叉验证法、截断奇异值分解法、L 曲线法和均

方根误差最小准则等方法［63-66］。约束矩阵的构建

对最终结果的影响较为重要，约束矩阵会影响解

算的地表质量变化信号的空间分布、信号泄漏误

差 的 大 小 和 条 带 噪 声 的 强 度 ，因 此 ，求 解 点 质 量

模型法的关键在于构建合适的正则化约束矩阵。

目 前 的 约 束 矩 阵 构 建 方 法 主 要 包 括 纯 数 学 约 束

条件、附加地理空间信息约束条件和地球物理信

息先验约束条件［31-32， 67-68］。

2.1　约束矩阵的构建

1）纯数学约束条件

由 于 利 用 重 力 卫 星 数 据 解 算 地 表 质 量 变 化

是一个病态问题，约束矩阵可以直接采用处理病

态问题的正则化矩阵，如采用零阶 Tikhonov 正则

化方法，则有：

M= I （17）

部 分 学 者 采 用 这 种 纯 数 学 的 约 束 条 件 解 算

点质量模型法，如构建一阶 Tikhonov 正则化矩阵

求 解 Greenland 区 域 的 质 量 变 化 ，取 得 了 较 好 效

果［29， 31， 69-73］。 这 些 研 究 表 明 ，采 用 纯 数 学 方 法 构

建 的 约 束 矩 阵 求 解 的 地 表 质 量 变 化 可 以 达 到 与

采 用 高 斯 形 式 滤 波 后 球 谐 位 系 数 模 型 计 算 结 果

相 当 的 效 果 。 该 类 约 束 条 件 最 大 的 优 势 在 于 构

造 形 式 简 单 ，但 仍 然 面 临 诸 多 挑 战 ，如 条 带 噪 声

的 影 响 无 法 完 全 消 除 ，信 号 在 空 间 存 在 泄 漏 问

题，约束矩阵不具有明确的物理意义等。

2）附加地理空间信息约束条件

考虑到地理现象的空间相关性，邻近地表质

量变化点之间存在空间相关约束，也就是说相邻

地表点的质量变化会受到相互影响，距离越近的

点 影 响 越 大 、相 关 性 越 强 ，可 采 用 空 间 约 束 方 程

构建正则化矩阵［19，26，28，33，74-76］。

设 dij 表示地面两个质量点 i 和 j 之间的距离，

D 表示地面质量点的相关距离，此时可以定义空

间约束矩阵，当 dij ≤ D 时，有：

M ij = exp (1 - dij

D ) （18）

当 dij > D 时，M ij = 0。如果考虑到相邻时间

的地表质量变化之间也存在相关性，可以构建时

间 -空间约束方程。设 tij 表示地表质量点在两个

时间点 i 和 j 之间的时间间隔，T 表示地面质量点

的相关时间间隔，则式（18）可拓展为：

M ij = exp (2 - dij

D
-

|| tij

T ) （19）

如 果 进 一 步 考 虑 相 邻 地 表 质 量 点 空 间 相 关

性 与 其 空 间 距 离 的 函 数 关 系 ，则 可 构 建 不 同 形

式 的 时 空 约 束 方 程 ，如 等 权 形 式 、线 性 形 式 、指

数 形 式 和 高 斯 形 式 等［32，76］。 研 究 表 明 ，采 用 附

加 地 理 空 间 信 息 约 束 条 件 构 建 的 约 束 矩 阵 求 解

的 地 表 质 量 变 化 的 效 果 整 体 上 优 于 纯 数 学 约 束

条 件 的 结 果 ，但 仍 然 无 法 完 全 消 除 条 带 噪 声 的

影响。
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3）地球物理信息先验约束条件

单 纯 采 用 纯 数 学 方 式 或 附 加 地 理 空 间 约 束

信息构建的约束矩阵主要起到了正则化的作用，

进一步的研究表明，采用先验地球物理信息的方

差 - 协 方 差 构 建 约 束 矩 阵 可 以 得 到 更 好 的 效

果［34，77-78］，但 协 方 差 信 息 会 给 解 算 结 果 带 来 空 域

横向误差［78］。因此，基于先验方差信息构建的约

束矩阵可表达为［35，78］：

M-1 =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

úσ1 0 ⋯ 0
0 σ2 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ σN

（20）

式中，σi 表示第 i 个地表质量点的先验中误差。因

此，获取合适的地表质量点的先验中误差信息成

为关键，可采用基于陆地水文模型、卫星测高和海

底 压 力 模 型 等 多 源 数 据 的 方 差 信 息 构 建 约 束 矩

阵［21］。全球质量变化的月平均均方根（root mean 
square，RMS）如 图 3 所 示 ，其 中 陆 地 质 量 变 化

RMS 采 用 2000—2023 年 的 GLDAS（global land 
data assimilation system）的 NOAH 模型进行陆地

水储量计算，海洋质量变化 RMS 采用 1992—2017
年 的 ECCO（estimating circulation and climate of 
the ocean general model）海 底 压 力 模 型 计 算 。 基

于 球 谐 位 系 数 模 型 计 算 地 表 质 量 变 化 信 号 的 方

差信息构建约束矩阵［78］，采用 GRACE 计算的全

球质量变化 RMS 如图 4 所示。由图 3 和图 4 可以

看出，不同手段计算的地表质量变化先验信息在

空间分布和信号强度上是不一样的，在实际应用

分析时需要进行更详细和全面的测试和对比，以

确定最优地表质量变化先验模型。

同 时 附 加 陆 海 约 束 以 减 弱 或 消 除 信 号 泄 漏

的 影 响 ，通 常 的 做 法 是 认 为 海 洋 的 质 量 变 化 较

小，在陆海交界地方海洋质量的变化主要是陆地

区域质量变化信号的泄漏，实际的处理方式主要

有两种：一是先将跨越陆海边界的格网点拆分为

陆 地 和 海 洋 部 分 ，然 后 进 行 地 表 质 量 变 化 计 算 ，

如 CSR 解算的 Mascon 模型（图 5）；二是先按照划

分好的格网，在不考虑格网点跨越陆海边界的情

况 下 进 行 求 解 ，再 对 计 算 的 结 果 进 行 处 理 ，将 格

网点的海洋部分值校正至陆地部分，如 JPL 解算

的 Mascon 模 型（图 6）。 总 体 而 言 ，格 网 密 度 越

大，附加陆海约束后的信号泄漏误差越小。

在实际应用时，不同机构采用的具体方法也

存在差别，如 CSR 基于球谐位系数模型计算的全

图 3　全球质量变化的月平均 RMS
Fig.  3　Monthly Mean RMS of Global Mass Change
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球地表质量变化 RMS 构建约束矩阵，JPL 基于先

验信息的白噪声构建约束矩阵，GSFC 利用先验

信息的自协方差矩阵建立约束矩阵。总体而言，

基 于 地 球 物 理 信 息 先 验 约 束 条 件 解 算 的 地 表 质

量 变 化 在 去 条 带 噪 声 和 控 制 泄 漏 误 差 方 面 的 效

果优于其他形式的约束矩阵，但这类约束条件仍

存在一定缺陷，如先验信息的不确定性会影响解

算结果的精度，先验信息与地表质量变化的时间

历元的一致性等问题，因此还需要进一步研究先

验模型的精化构建方法。

采 用 重 力 卫 星 观 测 数 据 以 外 的 任 何 先 验 信

息 构 建 约 束 条 件 所 解 算 的 地 表 质 量 变 化 都 会 受

图 4　利用 GRACE 计算的全球质量变化 RMS
Fig.  4　Global Mass Change RMS Computed from GRACE Data

图 5　陆海边界格网点分布

Fig.  5　Hexagonal Tiles Across Coastline
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先验信息的影响，选择合适的先验信息受多种因

素的影响，如先验信息本身的精度、现势性、分辨

率等，地震形变和海洋质量变化等先验信息还取

决于研究人员的研究取舍。因此，为了使计算结

果不受外部地球物理先验信号的影响，可以仅采

用 重 力 卫 星 观 测 数 据 或 其 二 级 产 品 构 建 约 束 矩

阵 ，以 解 算 独 立 的 高 精 度 、高 分 辨 率 重 力 卫 星 地

表质量变化结果。

2.2　地表质量变化点的划分

对于点质量模型而言，地表质量点格网的形

式、分布和密度会对解算结果和后续分析产生影

响 ，一 方 面 ，地 表 质 量 点 的 分 辨 率 要 与 重 力 卫 星

的 探 测 分 辨 率 相 适 应 ，分 辨 率 高 会 增 加 计 算 成

本 ，分 辨 率 低 不 利 于 地 表 质 量 变 化 分 析 ；另 一 方

面，地表质量点的形式要易于后续分析处理。球

面格网的划分主要有等角格网（地理格网）、等面

积 格 网 、等 距 离 格 网 、高 斯 格 网 、三 角 划 分 格 网

等［79］；对于点质量模型法而言，要求格网点尽量均

匀分布，因此，等面积格网、等距离格网和三角划

分格网是常用的格网类型［20-21，24，78，80］，如 CSR 采用

单位球面外接正二十面体划分全球为 40 962 个格

网 点 ，每 个 格 网 平 均 面 积 约 为 12 400 km2，格 网

中 心 之 间 的 平 均 距 离 约 为 120 km，沿 着 赤 道 大

约 有 320 个 空 间 分 辨 率 约 1°的 格 网 点（如 图 5 所

示）［81］；JPL 采 用 3°×3°的 等 面 积 格 网 ，全 球 共 有

4 551 个圆盘型格网（如图 6 所示）［77］；GSFC 则采

用 了 1°×1°的 等 面 积 格 网 ，全 球 共 有 41 168 个 正

方型格网［82］。

对于解算全球地表质量变化而言，均匀分布

的格网点有助于全球大尺度的信号分析，但对于

某些感兴趣区域的分析，全球统一的格网分辨率

不 利 于 信 号 分 析 ，因 此 ，为 了 权 衡 计 算 效 率 和 区

域 信 号 分 析 ，可 以 采 用 变 分 辨 率 的 全 球 格 网 点 ，

即在全球尺度上采用某一合适分辨率的格网点，

而 对 某 些 关 注 区 域 采 用 更 高 分 辨 率 的 格

网点［83-84］。

如 果 采 用 重 力 卫 星 观 测 数 据 单 独 解 算 某 区

域 的 地 表 质 量 变 化 ，会 产 生 边 界 效 应 ，即 区 域 边

界 格 网 点 的 信 号 变 强 失 真 。 为 了 避 免 这 种 效 应

影响后续的信号分析，通常的做法是进行区域边

界延扩，使边界效应影响的区域在感兴趣区域范

围以外，后续分析数据时舍弃边界效应影响区域

的数据；或者仅采用飞临局部区域上空的星间测

距数据单独计算该区域的地表质量变化［26， 85］。

2.3　点质量模型法解的后处理

由 于 重 力 卫 星 轨 道 和 星 载 仪 器 设 计 因 素 的

影 响 ，重 力 卫 星 对 某 些 重 力 场 信 号 分 量 不 敏 感 ，

球 谐 位 系 数 模 型 或 Mascon 模 型 在 实 际 应 用 时 ，

通常采用其他手段的解算结果进行替换，点质量

模 型 也 采 用 同 样 的 方 式 进 行 处 理 。 采 用 一 阶 位

系数进行地心改正［86］，C20 项位系数采用卫星激

光 测 距 数 据 解 算 的 结 果 替 换［87］，同 时 ，地 表 质 量

变 化 受 到 冰 后 回 弹 的 影 响 ，需 要 采 用 模 型 进 行

扣除［21， 78， 82］。

对于点质量模型法而言，如果采用球谐位系

数形式的时变重力场模型（即 Level-2 产品）计算

的 沿 轨 摄 动 位 或 加 速 度 虚 拟 观 测 值 计 算 地 表 质

量 变 化 ，直 接 对 球 谐 位 系 数 的 一 阶 和 C20 项 改

正；如果采用重力卫星的轨道或星间测距观测值

（即 Level-1B 产品）计算地表质量变化，则可对点

质 量 结 果 进 行 球 谐 分 析 后 再 替 换 。 冰 后 回 弹 的

改 正 一 般 直 接 采 用 模 型 值 扣 除 即 可 。 采 用 点 质

量模型法解算的地表质量变化进行应用分析时，

需要结合实际需要进行更多后处理工作［81］。

3　结　语

卫 星 重 力 测 量 是 大 地 测 量 学 中 继 GNSS 之

后具有革命性突破的技术，尤其是 GRACE 重力

卫 星 计 划 实 施 以 来 ，利 用 其 所 搭 载 的 高 精 度

GNSS 接收机和微米级星间微波测距系统无接触

地感应地球重力场的变化，不受大气对流层和电

离层延迟的影响，成功用于监测全球范围内的质

量变化，在大地测量学、水文学、冰川学和地震学

等多学科领域取得了巨大的成功；充分挖掘重力

卫 星 观 测 数 据 在 地 球 系 统 质 量 迁 移 和 环 境 变 化

图 6　2011 年 4 月格陵兰岛区域的等效水高形式的地表

质量变化(改自文献[21])
Fig.  6　Greenland Mass Anomalies Expressed on a Grid

 for April 2011 in Equivalent Water Height 
(Modified from Reference [21])
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监测中的作用具有重要意义。

受重力卫星星载仪器精度和分辨率的限制、

反 演 建 模 算 法 不 完 善 以 及 地 球 物 理 背 景 模 型 时

空分辨率和精度限制等多种因素的影响，持续提

升 利 用 重 力 卫 星 观 测 数 据 解 算 的 地 表 质 量 变 化

的时空分辨率和精度仍然是研究的重点和难点。

点 质 量 模 型 法 作 为 一 类 有 效 利 用 重 力 卫 星 观 测

数据监测全球质量变化的方法得到了长足发展，

有 别 于 球 谐 位 系 数 模 型 和 Mascon 模 型 法 ，点 质

量模型法理论假设直观、算法形式简单。与 Mas⁃
con 模 型 法 相 似 ，点 质 量 模 型 法 可 以 有 效 融 合 先

验 信 息 约 束 平 滑 条 带 误 差 并 有 效 校 正 泄 漏 误 差

的影响。

本 文 总 结 分 析 了 目 前 点 质 量 模 型 法 的 研 究

进 展 ，详 细 比 较 了 引 力 位 点 质 量 模 型 法 、径 向 加

速 度 点 质 量 模 型 法 和 三 维 加 速 度 点 质 量 模 型 法

的 理 论 特 点 ，并 对 约 束 矩 阵 的 构 建 、地 表 质 量 点

划 分 和 点 质 量 解 的 后 处 理 进 行 了 简 要 总 结 。 约

束 矩 阵 的 构 建 对 解 算 更 高 时 空 分 辨 率 和 精 度 的

地表质量变化具有重要影响，尤其是目前 Mascon
模 型 采 用 的 约 束 矩 阵 构 建 策 略 会 限 制 其 产 品 在

小 尺 度 区 域 质 量 变 化 监 测 和 具 有 三 维 结 构 的 地

震 重 力 变 化 问 题 上 的 应 用［88］，因 此 ，探 索 更 有 效

的约束矩阵构建方法是点质量模型法和 Mascon
法的研究重点。

随 着 重 力 卫 星 任 务 的 不 断 实 施 和 重 力 卫 星

观测数据的不断积累，基于重力卫星观测数据监

测 全 球 质 量 变 化 将 有 更 大 的 应 用 和 发 展 空 间 。

同 时 ，中 国 重 力 卫 星 计 划 的 不 断 实 施 ，充 分 挖 掘

中国重力卫星任务的价值并拓展其应用范围，将

有力促进中国在相关领域的科技水平，持续开展

点质量模型法的深入研究，在理论和实践方面对

实现这些目的具有明显的推动作用。
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