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摘  要：北斗/全球导航卫星系统（global navigation satellite system,GNSS）在开阔环境下可以提供连续可靠的高精度导

航定位服务，但是在城市复杂场景下，GNSS 多路径与非视距信号严重、粗差与周跳发生频繁，导航定位能力仍然存在不

足。相较于扩展卡尔曼滤波 (extended Kalman filter, EKF)方法，因子图优化能够充分利用历史观测，通过窗口内历元间

约束与冗余观测信息共同抑制异常数据影响。构建了基于滑动窗口因子图优化的 GNSS 定位模型，通过验后残差迭代

分析进行粗差探测，并从最小可探测误差、粗差探测成功率、定位精度提升等方面深入分析因子图优化与 EKF 的抗差性

能。以城市复杂场景数据进行处理验证，结果表明，因子图优化的最小可探测误差减小了 11.92%~32.56%，粗差探测成

功率提升了 3.84%~10.47%，GNSS 定位精度提升了 11.29%~25.99%。总体而言，对于城市复杂场景下的 GNSS 导航

定位应用，因子图优化具备更好的抗差性能和定位精度，有望取代现有基于单历元观测值的 EKF 模型。
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Abstract： Objectives: BeiDou satellite navigation system （BeiDou） /global navigation satellite system
（GNSS）  can provide continuous and reliable high-precision navigation and positioning service in open-
sky, yet in urban environment, suffering from outliers and cycle slips caused by severe multi-path and non-
line-of-sight signals, the navigation and positioning capability remains inadequate. Compared with the ex‑
tended Kalman filter (EKF), factor graph optimization (FGO) can make full use of historical measurements 
and restrain the influence of anomalous data through constraints and redundant measurements inside the 
window. Methods: A GNSS positioning model based on sliding-window FGO is constructed, adopting 
posteriori residuals test as outlier detection method, and analysis of robust performance between EKF and 
FGO is presented in terms of minimum detectable bias, correct detection rate and positioning accuracy. Re⁃

sults: The result of urban environment experiment shows that the minimum detectable bias is reduced by 
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11.92%-32.56%, the correct detection rate is improved by 3.84%-10.47%, and the GNSS positioning ac‑
curacy is improved by 11.29%-25.99%. Conclusions: Overall， for Application of GNSS navigation and 
positioning in urban environment， FGO has better robustness and positioning accuracy， could replace 
EKF models based on single epoch observations.
Key words： urban environment； factor graph optimization； outlier detection； positioning accuracy promotion

全 球 卫 星 导 航 系 统（global navigation satel‑
lite system， GNSS）能 够 在 全 球 范 围 内 提 供 全 时

段连续可用的高精度导航定位信息［1］，在开阔场

景 下 已 广 泛 应 用 于 海 陆 空 等 各 种 载 体 的 时 空 信

息确定。然而，城市复杂场景下的 GNSS 信号容

易受到建筑物遮挡或反射，多路径与非视距信号

严重、粗差与周跳发生频繁，GNSS 定位精度与可

靠性无法得到保障［2-3］。

一 直 以 来 ，扩 展 卡 尔 曼 滤 波（extended Kal‑
man filter， EKF）是卫星导航领域的常用算法［4］，

EKF 通 过 状 态 方 程 将 历 史 观 测 转 化 为 当 前 状 态

的先验信息进行传递，传递后的历史观测所对应

的状态线性化点就会被固定，当历史观测存在未

探 测 的 粗 差 时 ，线 性 化 点 误 差 较 大 ，容 易 导 致 先

验 信 息 受 到 污 染 ，从 而 影 响 定 位 精 度 。 相 比 而

言 ，因 子 图 优 化（factor graph optimization， FGO）

通过重复迭代更新线性化点，能够充分利用历史

观 测 ，挖 掘 观 测 信 息 在 时 间 维 度 上 的 约 束 信 息 ，

抑制粗差的影响［5］。

Kschischang 等［6］在 纠 错 码 与 和 积 算 法 的 基

础上提出了因子图的概念，为后续研究提供了理

论基础，Dellaert 等［7］将其作为优化方法引入导航

问题中，因子图优化是目前同步定位与建图领域

中 后 端 优 化 的 常 用 估 计 器 之 一［8］。 2021—2022
年 连 续 两 届 谷 歌 智 能 手 机 分 米 级 定 位 比 赛 第 一

名 的 定 位 算 法 均 采 用 因 子 图 优 化 模 型［9-10］，证 明

了 因 子 图 优 化 在 GNSS 定 位 问 题 中 的 可 行 性 。

Watson 等［11］实现了基于因子图优化的 PPP（pre‑
cise point positioning）定位模型，收敛阶段的定位

精 度 相 较 于 EKF 方 法 有 大 幅 度 提 升 。 文 伟 松

等［12］基于双差观测值构建了实时差分定位（real - 
time kinematic，RTK）因子图模型，通过城市峡谷

实验对定位结果的抗差效果进行了分析，证明了

因 子 图 优 化 对 粗 差 具 有 较 好 的 抑 制 能 力［13］。 徐

浪 等［14］针 对 标 准 单 点 定 位（standard point posi‑
tioning， SPP）伪距解与 RTK 浮点解，比较了单历

元最小二乘与因子图优化的定位性能，然而两种

优 化 方 法 的 观 测 信 息 实 质 上 是 不 对 等 的 。 Bai
等［15］和 Jiang 等［16］通过历元间差分观测值以增强

因子图的历元间约束，并在此基础上研究了深度

学 习 、分 组 解 算 法 在 因 子 图 抗 差 上 的 应 用 。 然

而，上述研究多在定位结果层面对因子图优化方

法 的 抗 差 效 果 进 行 评 价 ，缺 少 对 EKF 与 FGO 方

法在抗差机理上的深入分析。因此，本文基于滑

动窗口因子图优化的 GNSS 定位模型，从最小可

探测误差、粗差探测成功率与定位精度等方面对

EKF 与 FGO 方法的抗差机理和性能进行全面的

研究与分析。

1　滑动窗口的因子图优化

在导航定位问题中，因子图以图的形式对最

优 估 计 问 题 建 模 ，根 据 最 大 验 后 估 计（maximum 
a posteriori estimate， MAP）准则对待估状态进行

求解。在优化过程中，图规模必然随时间不断增

长 ，导 致 图 优 化 的 实 时 性 下 降 ，因 此 引 入 滑 动 窗

口平衡精度与效率，提高系统实时性。

1.1　因子图优化

因子图是概率图模型的一种，可以简明直观

地 表 达 一 个 优 化 问 题 。 因 子 图 在 具 体 形 式 上 是

有两种节点类型的无向二分图，以因子节点编码

局 部 函 数 ϕ ( x)，变 量 节 点 编 码 待 估 变 量 x，而 边

则表示了函数与变量间的相关关系，因子图表示

了 全 局 函 数 与 局 部 函 数 间 的 因 式 分 解 关 系 。 例

如，图 1 所对应的全局函数 ϕ ( x 1，x2，x3)即为：

ϕ ( x 1,x2,x3)= ϕ 1 ( x 1) ϕ2( x2,x1) ϕ3 ( x2)×
ϕ 4 ( x 3,x2) ϕ5 ( x 3)    （1）

而在优化问题中，因子图中的因子节点对应

了概率密度函数，则全局函数对应联合概率密度

函数。对于任一因子图表示的优化问题，都可以

根 据 最 大 验 后 估 计 准 则 进 行 求 解 。 最 大 验 后 估

计可以归结为最大化所有因子节点的乘积：

图  1　因子图示例

Fig. 1　Example of Factor Graph
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X MAP = argmax
X

ϕ (X )= argmax
X

∏
i

ϕi(X i)   （2）

在实际问题中，变量的真实概率密度函数复

杂 且 难 以 获 得 ，通 常 假 设 为 高 斯 分 布 ，因 此 所 有

因子都具备以下形式：

ϕi(X i)∝ exp{ - 1
2  z i - hi( )X i

2

Σi} （3）

式 中 ， · 2

Σi
表 示 马 氏 范 数 。 对 式（3）取 负 对 数 并

乘以 2，就可以转化为一个最小二乘估计问题：

X MAP = argmin
X

∑
i

 z i - hi( )X i

2

Σi
（4）

由 上 述 推 导 可 得 ，在 高 斯 噪 声 分 布 的 假 设

下，因子图实质上是以图形式表达的最小二乘问

题，因子即为优化问题中的代价函数。

1.2　滑动窗口优化

在导航定位问题中，观测信息以时间序列先

后到达，图规模也随之增长。为了降低图优化的

计算成本以兼顾实时性，通常引入滑动窗口来限

制 图 规 模 。 当 图 中 变 量 节 点 数 量 超 过 窗 口 长 度

时 ，则 在 新 节 点 加 入 后 ，通 过 边 缘 化 删 去 窗 口 中

最早的变量节点，并向图中加入边缘化后获得的

先验因子以保留历史观测信息［17］。

如图 2 所示，假设窗口中待边缘化变量为 xm，

与其相连接的因子集合为 Zm，与 xm 具有相关性的

变 量 为 x r，则 边 缘 化 仅 在 Zm 形 成 的 子 图 上 进

行，即：

{xm,x r}
MAP = argmin

xm,x r

∑
z i

m ∈ Zm

 z i
m - hi( )x i

2

Σi
  （5）

将式（5）对应的法方程记为：

é
ë
êêêê ù

û
úúúúΛmm Λmr

Λ rm Λ rr

é
ë
êêêê ù

û
úúúúxm

x r

=
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úgm

g r

（6）

式中，Λ为参数对应的信息矩阵，其逆矩阵即为协

方 差 阵 D。 利 用 舒 尔 补 消 元 可 以 得 到 x r 的 分 布

为 x r ~N (Λ-1
t g t，Λ-1

t )，其中，

ì
í
î

g t = g r - Λ rm Λ-1
mm gm

Λ t = Λ rr - Λ rm Λ-1
mm Λmr

（7）

注意该分布对应边缘化时的线性化点为 x r0，

在 下 一 次 优 化 时 ，x r 的 值 已 经 发 生 改 变 ，需 要 进

行更新，更新后的先验分布为：

x r ~N (Λ-1
t g t + ( x r - x r0),Λ-1

t ) （8）

将其作为先验约束加入图中，代价函数为：

 eM 2

Λ t
-1 = Λ t

-1 g t + ( )x r - x r0 - hM ( )x k

2

Λ-1
t

  （9）

被 边 缘 化 的 状 态 xm 线 性 化 点 在 其 对 应 的 观

测因子 Zm 中固定，会造成一定的精度损失，因此

滑动窗口是平衡效率与精度的策略。

2　GNSS定位的因子图优化模型

基 于 滑 动 窗 口 的 因 子 图 优 化 ，本 文 实 现 的

GNSS 伪 距 定 位 算 法 如 图 3 所 示 ，融 合 了 边 缘 化

先验信息、多频多系统的伪距观测值与 GNSS 测

速结果，并对窗口内观测值进行验后粗差探测以

提升定位结果的可靠性。

2.1　GNSS定位因子

伪 距 观 测 值 定 位 以 距 离 交 会 的 方 式 测 定 接

收机的绝对位置，其观测方程为：

P i,f
k = ρi

k + c (δtk - δt i)+ Ik + Tk + ε （10）

式中，P i，f
k 表示第 k 历元上第 i 颗卫星在 f 频点上的

伪 距 观 测 值 ；ρi
k 表 示 卫 星 到 接 收 机 的 几 何 距 离 ；

δtk 表 示 接 收 机 钟 差 ；δt i、Ik 、Tk 分 别 表 示 卫 星 钟

差、电离层延迟与对流层延迟；ε 表示未建模的其

他误差，包括大气残余误差、多路径误差、接收机

噪声等。随机模型则采用高度角定权模型：

σP
2 = a2 + b2 / sin2 E （11）

式中，a 和 b 为伪距噪声参数 ；E 为观测值对应的

卫星高度角。伪距因子为二元因子，与对应历元

的 位 置 变 量 和 接 收 机 钟 差 变 量 连 接 ，其 代 价 函

数为：

 ePi
k

2

ΣP

= P i,f
k - hP ( )x k,δtk

2

ΣP

（12）

图  3　算法流程图

Fig. 3　Algorithm Architecture

图  2　滑动窗口边缘化示例

Fig. 2　Example of Sliding-Window Marginalization
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为 了 在 因 子 图 中 建 立 GNSS 观 测 值 在 时 间

上的相关性，向图中引入 GNSS 测速结果对相邻

历元的位置变量进行约束，观测方程为：

v k = ( )x k - x k - 1 Δt （13）

式 中 ，v k 为 GNSS 测 速 结 果 ；Δt 为 相 邻 历 元 时 间

差。速度约束因子的代价函数为：

 eV
k

2

ΣV

= v k - hV ( )x k,x k - 1
2

ΣV

（14）

2.2　GNSS因子图模型

基于上述因子编码形式 ，实现了如图 4 所示

的 GNSS 因 子 图 定 位 模 型 。 模 型 的 状 态 空 间 X *

包括接收机位置与钟差：

ì
í
î

ïï
ïï

X k = [ ]x k δtk
T

X * ={ }X 1，X 2，⋯，X n

（15）

式中，δtk 表示窗口内第 k 历元的接收机钟差向量，

包 括 该 历 元 接 收 到 所 有 卫 星 系 统 的 钟 差 ；n 表 示

窗 口 长 度 ，设 置 为 10。 需 要 说 明 的 是 ，为 了 因 子

图的简洁直观，一个历元上仅展示了两个伪距因

子与两种系统的接收机钟差，实际情况下与接收

到的数量一致。

结合式（9）、式（12）、式（14）三种因子，GNSS
因子图模型的优化目标函数为：

X * = argmin
X *

∑
i,k

 ePi
k

2

ΣP

+ eV
k

2

ΣV

+ eM 2

Λ-1
t

  （16）

2.3　滑动窗口粗差探测

在城市复杂场景中，多路径效应与非视距信

号 发 生 频 繁 ，严 重 影 响 定 位 精 度 与 可 靠 性 。 因

此 ，在 完 成 式（16）的 优 化 后 ，对 窗 口 内 的 所 有 观

测 进 行 粗 差 探 测 与 剔 除 。 优 化 后 获 得 窗 口 内

GNSS 观测值的验后残差为：

ì
í
î

ïï

ïï

r * = [ ]r1 r2 ⋯ rn
T

rk = [ ]r 1
k r 2

k ⋯ r m
k

T （17）

式中，r * 表示窗口内所有历元观测值的残差向量；

rk 表示窗口内第 k 个历元的残差向量。对残差向

量构建卡方检验量：

T = r * TD-1
Z r * （18）

式中，DZ 表示观测值的协方差阵，并根据显著性

水 平 为 α = 0.1% 设 置 阈 值 Tα。 若 检 验 通 过 ，则

认 为 窗 口 内 观 测 值 不 存 在 粗 差 ；若 检 验 不 通 过 ，

则 基 于 均 值 漂 移 模 型 假 设 对 窗 口 内 最 大 的 残 差

进行剔除并重新进行优化，通过重新线性化以充

分利用窗口内观测值的相关性完成抗差。

同 时 ，为 了 检 验 抗 差 性 能 ，本 文 还 对 方 法 的

最 小 可 探 测 误 差（minimal detectable bias，MDB）

∇MDB 进行了评估，计算公式如下：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

∇MDB = δ

D-1
Z Dr D-1

Z

Dr = DZ - H ( )H TD-1
Z H

-1
H T

（19）

式 中 ，Dr 表 示 残 差 的 协 方 差 阵 ；H表 示 观 测 雅 各

比矩阵；δ 表示非中心化参数，通常取值为 4.13。

3　实验测试与分析

为 了 验 证 本 文 GNSS 伪 距 定 位 的 因 子 图 优

化方法性能，使用两组城市复杂场景的车载动态

数据，并与 EKF 的伪距单点定位进行对比分析。

解算策略如表  1 所示，为了保证分析结果的可靠

性 ，两 种 方 法 在 输 入 数 据 、解 算 策 略 上 保 持

一致。

两组实验均在城市复杂场景下进行，实验一

采 用 测 量 型 接 收 机 ，实 验 路 线 与 观 测 环 境 如 图 5
所示，包含城市公路、高楼遮挡、高架遮挡等典型

复杂场景；实验二采用低成本 u-blox 接收机，仅能

接 收 单 频 数 据 ，实 验 路 段 包 含 城 市 峡 谷 等 场 景 ，

两 组 数 据 的 参 考 真 值 均 由 高 精 度 组 合 导 航 设 备

经 过 紧 耦 合 后 处 理 得 到 。 实 验 数 据 信 息 如 表 2
所示。

图  4　GNSS 定位因子图模型

Fig. 4　Factor Graph Model of GNSS Positioning

表  1　解算策略

Tab. 1　Processing Strategy

项目

观测数据

星历

截止高度角/（°）

截止信噪比/dBHz

速度约束

随机模型

粗差探测策略

策略

多频多系统数据

广播星历

15

20

GNSS 测速结果

高度角模型

卡方检验+最大化残差
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3.1　测量型设备实验

图 6 给 出 了 测 量 型 设 备 实 验 中 ，FGO、EKF
与单历元最小二乘解（single epoch， SEP）的平面

定 位 误 差 累 积 分 布 ，可 知 在 90% 处 误 差 分 别 为

3.64 m、4.29 m、7.97 m，SEP 定 位 结 果 精 度 与

FGO、EKF 两种方法存在明显差距。受限于模型

结构强度，SEP 方法无法通过边缘化或状态方程

传 递 历 史 观 测 信 息 ，即 在 输 入 数 据 上 SEP 与

FGO、EKF 存 在 实 质 差 别 ，定 位 精 度 显 然 较 差 。

因 此 ，后 续 主 要 对 FGO 与 EKF 两 种 方 法 进 行 对

比分析。

图 7 给出了该组实验的定位误差序列图，可以

看出相较于 EKF 方法，FGO 在东（east，E）、北（north，

N）、天（up，U）3 个方向上的定位精度分别提升了

51%、16%、2%，三维定位精度提升了 11.29%。在

误差序列出现异常值的情况下，FGO 充分利用了历

元间观测的相关性，具备更好的抗差性能，能够获

得更为平滑的定位结果。进一步对两种方法的抗

差结果进行分析，各卫星各频点上的最小可探测误

差平均值分布情况如图 8 所示，EKF 与 FGO 的 MDB
平均值分别为 2.340 m 与 2.061 m，由于在观测时间

相关性上的优势，FGO 的 MDB 指标整体均优于

EKF，表明具有更好的内部可靠性。

图  6　平面定位误差累积分布

Fig. 6　Cumulative Distribution of 2D-Positioning Errors

表  2　实验数据信息

Tab. 2　Information of Experiment Data

统计项

采集地点

采集设备

采集时间

数据时长/min
采样间隔/s
实验场景

解算频点

测量型设备实验

上海市

NovAtel SPAN
2022-03-09

20
1

城市车载

G：L1/L2
C：B1/B2
E：E1/E5a
R：L1/L2
J：L1/L2

低成本设备实验

武汉市

u-blox
2019-08-01

50
1

城市车载

G：L1
C：B1
E：E1

注：G、C、E、R、J 分别代表 GPS、BDS、Galileo、GLONASS、QZSS
卫星。

图  7　实验一定位误差序列

Fig. 7　Positioning Errors Sequence of Experiment 1

图  5　测量型设备实验路线与环境

Fig. 5　Navigation Route and Environment of Measuring Receiver
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此外，本文将位置参考真值代入观测方程式（10）
中，并利用基站数据进行站间单差，消除卫星端和

大气残余误差，从而获得真实的残差作为参考，其

中大于 10 m 的残差标记为粗差。图 7 中 700~800 s
时间段定位误差较大，表明粗差出现较为频繁，从

中选取某一历元并绘制其验后残差。实验一验后

残差序列如图 9 所示，L1 频点的真实残差按大到小

依次排序，其中前 7 颗卫星残差超过 10 m，即为粗差，

而剩余卫星残差小于 10 m，即为正常。以此为参考，

FGO 中仅有 C13 卫星被误判为粗差，EKF 存在 6 颗

卫星被误判为粗差，且 EKF 残差与真实残差分布差

异较大，表明 EKF 发生了比较严重的粗差转移现象，

导致粗差探测失效，定位结果较差，而 FGO 能够抑

制粗差转移，具有较好的粗差识别能力。从图 10 中

可以看到，EKF 的定位误差序列突刺较多，而 FGO
利用窗口内冗余信息能够对异常观测起到较好的

抑制作用，相较于 EKF 在三维定位精度上提升了

25.99%，且定位误差序列更为平稳。

另 外 ，本 文 还 统 计 了 粗 差 探 测 成 功 率（cor‑
rect detection rate， CDR），计算式为：

粗差探测成功率 = 成功探测粗差数

粗差总数
× 100%

（20）

表 3 为 两 种 方 法 的 定 位 精 度 、MDB 和 CDR

统 计 值 。 其 中 ，FGO 的 CDR 为 76.60%，较 EKF
提升了 10.47%，具有更好的粗差正确识别能力。

3.2　低成本设备实验

低 成 本 设 备 在 复 杂 环 境 下 的 伪 距 噪 声 以 及

多路径和非视距信号相对严重，定位精度影响更

为明显，整体结果统计如表 4 所示。

图  8　实验一 MDB 均值分布

Fig. 8　Mean Values of MDB of Experiment 1

图  9　实验一验后残差序列

Fig. 9　Posteriori Residual Sequence of Experiment 1
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图 11 给 出 了 各 卫 星 的 MDB 平 均 值 ，其 中

EKF 与 FGO 分别为 5.565 m、3.753 m，由于 FGO

的 MDB 值小于 EKF，说明 FGO 的内部可靠性较

好 。 进 一 步 的 ，FGO 的 CDR 为 70.27%，相 较 于

EKF 的 66.43% 提升了 3.84%。在 2 200~2 900 s
时间段内，实验车辆经过城市峡谷场景，粗差频繁

发生，整体数据质量较差，FGO 通过窗口内冗余观

测信息和历元间约束，在一定程度上可以提升复

杂场景下的抗差性能和定位精度。

4　结　语

针对城市复杂场景下 GNSS 多路径与非视距

信号严重、粗差发生频繁、定位精度差等问题，本

文构建了基于滑动窗口因子图优化的 GNSS 定位

模型，融合了边缘化先验信息、多频多系统的伪距

观测值与 GNSS 测速结果，通过窗口内历元间约

束与冗余观测信息抑制粗差影响，并结合验后残

差迭代分析进行粗差探测与剔除。在输入信息与

解算策略一致的前提下，通过城市复杂场景实验

对 EKF 与 FGO 两种方法进行对比分析。实验结

果表明，相较于 EKF 方法，FGO 的 MDB 指标减小

了 11.92%~32.56%，说明 FGO 具有更好的内部

可靠性，且验后残差分布与真实残差符合程度更

好 ，可 以 有 效 识 别 粗 差 并 进 行 正 确 剔 除 ，因 此 ，

FGO 的 CDR 提 升 了 3.84%~10.47%，三 维 定 位

精 度 提 升 了 11.29%~25.99%。 总 体 而 言 ，对 于

城市复杂场景下的 GNSS 导航定位应用，FGO 具

备更好的抗差性能和定位精度，证明了方法的实

用价值，有望取代现有基于单历元观测值的 EKF

表  3　实验一结果统计

Tab. 3　Results Statistics of Experiment 1

模型

EKF
FGO

定位误差 RMS/m
E

1.908
0.934

N
2.951
2.473

U
4.033
3.941

- -- ----- --MDB/m

2.340
2.061

CDR/%

66.13
76.60

表  4　实验二结果统计

Tab. 4　Results Statistics of Experiment 2

模型

EKF
FGO

定位误差 RMS/m
E

0.859
0.825

N
1.098
0.925

U
2.207
1.482

- -- ----- --MDB/m

5.565
3.753

CDR/%

66.43
70.27

图  10　实验二定位误差序列

Fig. 10　Positioning Errors Sequence of Experiment 2

图  11　实验二 MDB 均值分布

Fig. 11　Mean Values of MDB of Experiment 2
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模型。未来将在此基础上结合自适应因子、噪声

估 计 等 方 法 精 化 模 型 ，提 升 FGO 在 城 市 复 杂 场

景中的定位性能。
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