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摘  要：从拓扑流形和高斯投影的历史渊源着手，基于流形映射原理阐述辨析了地图投影的概念原理。从黎曼流形的角

度重新认识地球椭球面或球面，分析了椭球面或球面的非欧几何特征、与平面的拓扑关系（不可展性和不同胚性）及其对

地图投影的影响。以地图投影的流形映射原理为基础，地图投影的基本矛盾（地球曲面与地图平面之间的矛盾）应该包

括不可展和不同胚两个方面，其中不可展性是任何地图投影方式都不可避免地产生投影变形的数学原理所在，不同胚性

则对投影函数的定义域和值域、奇异点特征产生影响。同时，流形映射原理在等角投影的定义、等角投影的充分必要条

件分析等方面的应用研究进一步验证了相关论断的正确性和可行性。此项工作为从黎曼流形映射的角度研究地图投影

学拓展了研究思路。
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Abstract： Objectives: After a concise statement of the historical origin of topological manifold and Gauss-
Krüger projection, this paper expoundes and analyzes the principle of manifold mapping of cartographic pro‑
jection. Methods: The Earth ellipsoid or sphere is redefined from the perspective of Riemannian manifold and 
the non-Euclidean geometric characteristics, and the topological relationship with plane and the influence 
on map projection are analyzed. Results: Based on the principle of manifold mapping, this paper considers 
that the basic contradiction of map projection (i.e. the contradiction between the earth surface and the map 
plane) should include two aspects, namely, un-developability and un-homeomorphism, which have im ‑
pacts on distortions, domains and singular points of map projection, etc. Meanwhile, the correctness and 
feasibility of the authors􀆳 assertions about the principle of manifold mapping are further verified in the defini‑
tion and the necessary and sufficient conditions of conformal map, etc. Conclusions: This work expands 
the research idea for studying map projection from the perspective of Riemannian manifold mapping.
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tion； conformal projection

地 图 投 影 广 义 上 是 指 在 不 可 展 的 天 体 表 面

（如 地 球 、火 星 、月 球 等）与 可 展 曲 面（包 括 平 面）

之间建立静态或动态的投影函数关系，而狭义上

主要是指地球表面与地图平面间的投影问题［1-4］。

在大地测量和地图投影理论中，地球表面一般以

椭球面或球面为数学模型，将其看作是三维欧氏

空间下椭球体或球体的外边界，并以之为基础建

立地图投影的基本原理与应用体系。然而，从黎

曼几何和拓扑流形学的角度，椭球面或球面是二

维可定向黎曼流形［5］，属于黎曼几何范畴。因此，

从黎曼几何的角度，地图投影是非欧几何空间的

二 维 黎 曼 流 形（椭 球 面 或 球 面 ，分 别 记 为 E2
( a，e ) 和

S 2
R）与欧氏几何空间的二维平面的流形映射。

在基于欧氏几何的地图投影理论与实践中，

由 于 没 有 建 立 起 基 于 微 分 几 何 和 黎 曼 流 形 原 理

的 数 学 逻 辑 ，许 多 地 图 投 影 问 题 的 解 决 并 不 完

善 。 例 如 ：（1）对 于 计 算 曲 率 和 判 定 法 曲 率 的 欧

拉公式、麦尼尔定理，仅能直接引用，在欧氏几何

体 系 下 很 难 给 出 严 谨 的 论 述 和 证 明 ；（2）对 于 地

球 曲 面 的 不 可 展 性 、等 角 投 影 的 充 要 条 件 等 概

念 ，仅 局 限 于 文 字 性 描 述 ，缺 乏 严 密 的 数 学 语 言

表 达 与 证 明 ；（3）数 学 上 ，定 义 域 、值 域 和 对 应 法

则是函数的 3 要素，而在地图投影领域，过去几乎

忽 略 了 对 各 类 地 图 投 影 函 数 的 定 义 域 、值 域 、奇

异点等性质的讨论和界定。

近年来，地图投影的拓扑流形映射特征正日

益 受 到 学 术 界 的 重 视 。 许 多 学 者 给 出 了 单 纯 地

图投影和广义地图投影的定义，体现了从拓扑变

换角度认识地图投影的进步，深刻地诠释了地图

投影的拓扑学思想［6-7］。陆续有学者引入拓扑学

的思想来研究地图投影，包括地图投影的拓扑模

型和分类构架、全球离散格网系统（discrete global 
grid system， DGGS）构 建 、高 斯 投 影 的 复 变 函 数

表 达 、基 于 黎 曼 面 的 等 角 投 影 研 究 等［8-13］。 文 献

［14］应用拓扑学、集合论、布尔代数、模糊数学等

原 理 ，对 地 图 学 中 相 关 概 念 、原 理 和 方 法 给 出 了

系统性的数学定义和表述，指出刺孔球面与二维

平面同胚是地图投影基本的共有属性。

在投影及投影变形指标的优化方面，分析和

比较地图投影变形的大圆指标、紧致性和延伸率

变形指标等投影变形新指标先后被提出，这些新

的投影变形研究方法是对经典底索指标（变形椭

圆）的有益补充，体现了从无穷小（黎曼流形的微

分 结 构）角 度 和 从 有 限 小（一 定 尺 度 上 的 局 部 区

域）角 度 研 究 投 影 的 变 形 指 标 的 互 补 作 用［15-16］。

对于应用最为广泛的高斯投影及其衍生的 UTM
（universal transverse mercator）投 影 ，新 的 复 变 函

数 表 达 及 其 他 优 化 算 法 不 断 被 提 出 并 被 证 明 在

公式的简洁性、计算精度和计算效率等方面均优

于传统经差展开公式，高斯投影椭圆函数表达的

理论价值也得以挖掘［17-18］。

相关研究进展表明，地图投影是非欧几何面

与欧氏几何平面之间的映射关系，地图投影具有

显著的非欧几何特征。不过，尽管地图投影的拓

扑流形映射特征引起了一定的重视，但相关研究

并 没 有 抓 住“ 地 球 椭 球 面 或 球 面 是 非 欧 几 何 面 ，

属 于 二 维 黎 曼 流 形 ”这 一 本 质 特 征 ，从 而 使 得 相

关研究基本停留在概念的解释上，限制了相关理

论向实用阶段的发展。因此，从流形映射角度重

新审视地图投影学，其理论发展与应用推广仍有

巨大的创新发展空间。

本 文 从 拓 扑 流 形 的 定 义 及 其 与 地 图 投 影 的

渊 源 着 手 ，给 出 椭 球 面 的 黎 曼 流 形 定 义 ，并 在 此

基 础 上 围 绕 椭 球 面（或 球 面）的 非 欧 几 何 特 征 及

其与平面的拓扑关系以及对地图投影的影响、椭

球面的不可展性、地图投影的基本矛盾的黎曼流

形解释等方面开展初步的探讨研究，分析阐述地

图投影的流形映射原理本质及其初步应用。

1　地图投影的流形映射原理

流形是一类重要的拓扑空间，其显著特性是

局部同胚于欧氏空间［5］。追溯流形产生、发展和

演 变 的 历 史 可 以 发 现 ，流 形 概 念 起 源 于 高 斯 投

影。事实上，正是高斯为了解决大地测量中的一

些计算和投影问题，研究了曲线曲面理论和地图

投 影 ，建 立 了 曲 面 的 内 蕴 几 何 学 ，并 诞 生 了 非 欧

几何的思想。其学生黎曼继承了高斯的思想，提

出 流 形 的 概 念 ，开 创 黎 曼 几 何 。 许 多 学 者 指 出 ，

流 形 概 念 诞 生 的 根 本 原 因 是 对 高 斯 投 影 的 研 究

和推广［5， 19-21］。

为阐述流形与高斯投影的渊源关系，现将拓

扑流形的定义扼要叙述如下［5， 22］：

定义 1：拓扑流形。

如 图 1 所 示 ，设 Mn 是 一 个 豪 斯 多 夫 空 间 ，若

对 ∀p ∈ Mn，都 存 在 p 在 Mn 中 的 一 个 开 邻 域 U 和

映 射 φ：U → φ (U )，其 中 ， φ (U )⊂ Rn 为 开 集 ，使

得 φ 是 U 到 Rn 的开子集 φ (U ) 上的同胚映射，则
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称 Mn 是一个 n 维拓扑流形。(U， φ ) 称为 Mn 的一

个 局 部 坐 标 系 或 局 部 坐 标 卡 ，或 简 称 图 卡 ； φ 称

为 局 部 坐 标 映 射 ；拓 扑 空 间 Mn 上 的 局 部 坐 标 卡

的集合称为图册或图集。

设 (U α， φα ) 和 (U β， φβ ) 是 n 维流形 Mn 的两个

局 部 坐 标 卡 ，若 U α ∩ U β ≠ ∅，则 φα (U α ∩ U β ) 和

φβ (U α ∩ U β )是 Rn 的两个非空开集，且映射为：

φβ ∘ φ-1
α :φα(U α ∩ U β)→ φβ(U α ∩ U β) （1）

式 中 ，符 号 ∘ 代 表 复 合 映 射 。 由 此 建 立 了 两 个 开

集之间的同胚，称为转移映射或坐标变换。该同

胚映射的逆映射为：

φα ∘ φ-1
β :φβ (U α ∩ U β)→ φα(U α ∩ U β) （2）

拓 扑 流 形 的 定 义 如 图 1 所 示 ，其 中 φβα =
φβ ∘ φ-1

α ，φαβ = φα ∘ φ-1
β 。

在拓扑流形的基础上，进一步可定义黎曼流

形 。 简 单 地 说 ，黎 曼 流 形 是 给 定 了 一 个 光 滑 对

称 、正 定 的 二 阶 张 量 场 的 光 滑 流 形 ，其 严 密 的 数

学定义在此不再赘述。

将上述拓扑流形的定义与高斯投影对比，可

发现，该定义正是对二维空间下高斯投影的数学

抽象并推广到 n 维空间。其内涵可以从以下 3 个

方面来理解：

1）地球椭球面 E2
( a，e ) 或球面 S 2

R 是二维黎曼流

形，其能够向二维欧氏空间（平面 R2）进行投影的

内在本质是二者具有局部同胚的性质，地图投影

的 本 质 是 黎 曼 流 形（非 欧 几 何 曲 面）与 欧 氏 空 间

平面的局部同胚映射。

2）当维数 n = 2 时，图 1 正是对高斯投影两个

相邻投影带之间关系的数学抽象，局部坐标卡或

图卡的概念脱胎于高斯投影的分带投影思想，其

交集则对应于高斯投影的邻带重叠。一般地，除

世 界 地 图 外 ，地 图 总 是 分 区 域 进 行 投 影 ，局 部 坐

标 卡 的 集 合 —— 图 册 或 图 集 的 数 学 概 念 与 地 图

投影中地图集的概念吻合，其英文都是 atlas。

3）转 移 映 射 的 定 义 来 源 于 高 斯 投 影 中 的 投

影邻带换算工作。更一般地，转移映射对应于地

图投影中的投影变换。

通过以上分析可见，流形的概念起源于地图

投影，高斯投影是二维流形映射的现实模型。

基于地图投影的流形映射原理，以下将重点

分 析 椭 球 面（或 球 面）的 非 欧 几 何 特 征 及 其 与 平

面的拓扑关系以及对地图投影的影响，在椭球面

的 不 可 展 性 、地 图 投 影 基 本 矛 盾 的 黎 曼 流 形 解

释、流形映射原理在等角投影中的应用等方面开

展初步的探讨研究。

2　椭球面（或球面）的非欧几何特征

及其与平面的拓扑关系

当椭球面的第一偏心率 e = 0 时，即为球面。

因 此 ，以 下 重 点 讨 论 椭 球 面 的 特 征 ，球 面 可 视 为

其特例。

2.1　椭球面的黎曼流形定义

在 欧 氏 几 何 空 间 中 ，地 球 椭 球 面（旋 转 椭 球

面）的定义为：

E2
( a,e ) =

ì
í
î

ü
ý
þ

X ∈ R3
|

|
|
||
| X 2

a2 + Y 2

a2 + Z 2

b2 = 1 （3）

式中 ，a、b 分别代表地球椭球的长半径、短半径 ，

X=[ X  Y  Z ]T。

若以大地经纬度 L、B 为参数，则可定义为：

E2
( a,e ) =

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

ü

ý

þ

ï
ïï
ï

ïïïï
X ∈ R3,X=

é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

úX
Y
Z

=
é

ë

ê

ê
ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úN cos B cos L
N cos B sin L

N ( )1 - e2 sin B

（4）

式中，N 为卯酉圈曲率半径。

从欧氏几何与非欧几何的区别与联系的角度，

式（3）与式（4）两种定义有着本质的区别。式（3）的

定义是将椭球面看作满足式（3）的点在三维欧氏空

间的集合，椭球面是欧氏空间里的几何实体，属于

欧氏几何范畴；而式（4）定义可看作 ( L，B )⊂ R2 向

X= [ X (L，B)  Y (L，B)  Z (L，B) ] T
⊂R3 的映射。

这一映射原理表明椭球面是二维的，因此记

为 E2
( a，e )。直观上理解，将平面按一定数学法则作

扭 曲 、拉 伸 变 形 ，可 以 完 全 吻 合 地 覆 盖 到 椭 球 面

上的任意局部区域。反之，椭球面上局部区域可

以 按 一 定 的 数 学 法 则 映 射 到 平 面 上 ，即 地 图 投

图 1　拓扑流形的定义

Fig. 1　Definition of Topological Manifold
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影 。 二 者 可 以 相 互 映 射 的 内 在 数 学 本 质 是 椭 球

面是二维黎曼流形，局部同胚于欧氏空间的二维

平面。

将式（4）表达为矢量形式，有：

r= Xi+ Yj+ Zk=
X (B,L) i+ Y (B,L) j+ Z (B,L) k （5）

式中， r为坐标原点至地球椭球上任意一点的极

径 ； i、j、k分 别 为 沿 X、Y、Z 坐 标 轴 方 向 的 3 个 相

互垂直的单位向量。

根据微分几何中的定义，可求得旋转椭球面

E 2
( a，e ) 的第一基本形式和第二基本形式分别为：

( )ds
2 = dr ⋅ dr=

[ ]dB dL é
ë
êêêê

ù
û
úúúúM 2 0

0 N 2 cos2 B
é
ë
êêêê ù

û
úúúúdB

dL
=

M 2( )dB
2 + N 2 cos2 B ( )dL

2
（6）

-dr ⋅ dn= M ( )dB
2 + N cos2 B ( )dL

2
（7）

式 中 ， M 为 子 午 圈 曲 率 半 径 ；n为 地 球 椭 球 面 任

意一点的单位法矢量。

由式（6）可得旋转椭球面 E 2
( a，e ) 的黎曼度量张

量为：

g= ( g ij )=
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úg11 g12

g21 g22
= é
ë
êêêê

ù
û
úúúúM 2 0

0 N 2 cos2 B .

（8）

式中， g ij 代表度量张量 g中第 i 行第 j 列的元素。

当 e = 0 时 ，式（6）、式（7）和 式（8）则 分 别 对

应于球面的第一、第二基本形式和度量张量。

在微分几何或黎曼几何中，大地经纬度 L、B
称为曲面的曲纹坐标或高斯坐标，是曲面的自然

参数（内蕴几何量），与椭球面在欧氏空间的位置

没 有 关 系 ，椭 球 面 的 全 部 几 何 性 质 由 其 第 一 、第

二基本形式决定。

椭 球 面 或 球 面 的 黎 曼 度 量 张 量 严 格 定 义 了

椭球面是黎曼流形。直观上，椭球面的黎曼几何

特征可以从“过椭球面上的‘直线’（即大地线）外

一 点 不 能 作 任 何‘ 直 线 ’与 该‘ 直 线 ’平 行 ”“ 椭 球

面上三角形的内角和大于 180°”“椭球面的高斯曲

率为正 ”（见 §3.2）等方面得到最直观的理解和认

识，如图 2 所示。

2.2　椭球面的高斯曲率及其不可展性

由 椭 球 面 的 第 一 基 本 形 式 和 第 二 基 本 形 式

的比值计算过椭球面上某点的法截线的曲率：

κn = M ( )dB
2 + N cos2 B ( )dL

2

M 2( )dB
2 + N 2 cos2 B ( )dL

2 （9）

记该法截线在该点的大地方位角为 A，有：

tan A = N cos BdL
MdB

（10）

将 式（10）代 入 式（9），可 得 沿 大 地 方 位 角 A 的 法

截线的曲率：

κA =
M + N cos2 B ( )dL/dB

2

M 2 + N 2 cos2 B ( )dL/dB
2 =

1
M

cos2 A + 1
N

sin2 A （11）

式（11）即 为 计 算 法 截 线 曲 率 的 欧 拉

公式［4， 21］。

特别地，当大地方位角 A = 0°或 A = 90°时，

可 求 得 子 午 圈 和 卯 酉 圈 的 曲 率 分 别 为 1/M 和

1/N，对应的曲率半径即为 M 和 N，是椭球面的主

曲 率 和 主 曲 率 半 径 。 由 主 曲 率 可 以 定 义 椭 球 面

的高斯曲率：

KE = 1
MN

≠ 0 （12）

当 e = 0 时， M = N = R，易求得半径为 R 球

面的高斯曲率为 K S = 1/R2 ≠ 0。

根据微分几何原理，高斯曲率是曲面的内蕴

几 何 量 ，与 曲 面 嵌 入 三 维 空 间 的 方 式 无 关 ，曲 面

是 可 展 面 的 充 分 必 要 条 件 是 曲 面 上 的 高 斯 曲 率

处处为零。因此，椭球面或球面本质上属于非欧

几何面，其不可展性是由其高斯曲率决定的。

2.3　椭球面与平面的不同胚性

除上述椭球面的不可展性外，椭球面与平面

的 拓 扑 关 系 还 体 现 在 局 部 的 同 胚 性 和 整 体 的 不

同胚性。前已述及，椭球面 E2
( a，e ) 或球面 S 2

R 是二维

黎 曼 流 形 ，“局 部 ”同 胚 于 二 维 欧 氏 空 间 平 面 R2。

但 在 整 体 上 ，根 据 拓 扑 学 原 理［22］，椭 球 面 或 球 面

同胚于扩充复平面，而刺孔椭球面或刺孔球面同

胚于欧氏平面。

在复分析理论中［23］，将复平面加上无穷远点

定 义 为 扩 充 复 平 面 或 黎 曼 球 面 ，记 为 C∞ =
C ∪{ ∞ }。 将 黎 曼 球 面 看 作 一 维 复 流 形 ，黎 曼 球

面可以由两个图卡描述，而每个图卡的定义域都

是复平面 C。设 ζ ∈ C， ξ ∈ C，则转移映射定义了

图 2　椭球面或球面的黎曼几何特征

Fig. 2　Riemannian Geometric Characteristics of 
Ellipsoid or Sphere
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一个复流形，即黎曼球面。转移映射计算式为：

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

ζ = 1
ξ

ξ = 1
ζ

（13）

几何意义上，黎曼球面可以看成将复平面加

无穷远点裹在球面上，如图 3 所示。

刺 孔 椭 球 和 刺 孔 球 的 定 义 则 是 在 椭 球 面 或

球 面 上 挖 去 一 个 极 点 p。 显 然 ，根 据 黎 曼 球 的 定

义 ，刺 孔 椭 球 面 (E2 - p ) 或 刺 孔 球 面 ( S2 - p ) 同

胚 于 欧 氏 平 面 。 该 原 理 在 直 观 上 是 非 常 容 易 理

解 的 ：在 椭 球 面 或 球 面 上 挖 去 一 个 无 穷 小 的 洞

（点），则可展开为平面。

球 面 投 影 深 刻 地 诠 释 了 黎 曼 球 同 胚 于 扩 充

复平面、刺孔球同胚于平面的原理。如图 4 所示，

以北极点为投影中心的球面投影，南极点被投影

到了无穷远。

3　地图投影流形映射原理的初步应用

3.1　从流形映射原理认识地图投影的基本矛盾

关 于 地 图 投 影 的 矛 盾 ，经 典 的 论 述 一 般 认

为，“地球曲面的不可展性必然会导致投影变形”

这一地球曲面与地图平面之间的矛盾，是地图投

影 的 根 本 矛 盾 、主 要 矛 盾 或 基 本 矛 盾 ，不 同 学 者

有不同的表述［1，3］。文献［24］将地球曲面的不可

展性与平面之间的矛盾简单形象地概括为“圆与

平 ”的 矛 盾 。 在 经 典 的 地 图 投 影 学 著 作 中 ，关 于

“地球曲面不可展性”的论述，一般仅仅限于文字

性描述，没有给出不可展性的确切定义。根据上

述高斯曲率的定义，曲面是可展面的充分必要条

件是曲面上的高斯曲率处处为零。因此，椭球面

（或 球 面）是 不 可 展 面 的 数 学 本 质 是 由 其 内 在 的

几 何 特 征 —— 高 斯 曲 率 不 为 零 所 决 定 的 。“ 圆 与

平”的矛盾对地图投影产生的影响是任何投影方

式都不可避免地产生投影变形，常划分为长度变

形、角度变形和面积变形。不难求证，圆柱面、圆

锥面和平面的高斯曲率均为零，这正是经典的地

图投影方式都选择圆柱面、圆锥面或平面作为地

图投影的辅助面的数学原理所在。

此外，根据上述地图投影的流形映射原理及

椭 球 面（或 球 面）的 非 欧 几 何 特 征 及 其 与 平 面 的

拓 扑 关 系 ，除“ 圆 与 平 ”的 矛 盾 外 ，椭 球 面（或 球

面）与平面“不同胚”的矛盾也对地图投影产生深

刻的影响。椭球面或球面同胚于扩充复平面、刺

孔椭球面 (E2 - p ) 或刺孔球面 ( S2 - p ) 同胚于欧

氏平面的原理表明椭球面或球面不同胚于平面。

从拓扑同胚的角度，椭球面或球面比平面多了一

个点。因此，若想完整地、无奇点地覆盖全球，至

少需要两幅地图，任何一种地图投影方式在椭球

面或球面上至少有一个奇异点［8，22］。

若 把 地 图 投 影 及 其 逆 过 程 的 函 数 模 型 概

括为：

ì
í
î

ïï
ïï

x = f1 ( )B, L
y = f2( )B, L

（14）

ì
í
î

ïï

ïïïï

B = g1 ( )x, y

L = g2( )x, y
（15）

“不同胚”的原理告诉人们，任何一种投影函

数 在 全 球 区 域 至 少 存 在 一 个 不 满 足 特 定 的 投 影

条件或者没有定义的奇异点。因此，对于任何一

种地图投影方式，确定了投影函数，就存在函数的

定义域与值域问题。椭球面或球面与平面“不同

胚”的性质，是任何地图投影都无法回避的基本矛

盾之一，是确定投影函数的定义域与奇异点的数

学原理基础，对地图投影的制图范围和投影性质

产生直接影响。根据“不同胚”的原理，如何确定

各种投影方式的定义域、值域和奇异点性质，应该

是完整的地图投影理论的重要组成部分，而当前

图 3　黎曼球  [20]

Fig. 3　Riemann Sphere[20]

图 4　以北极点为投影中心的球面投影

Fig. 4　Stereographic Projection Centered by North Pole
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地图投影学的理论与方法几乎忽略了这一点。

综合以上分析，地球曲面与制图平面之间的

矛 盾 应 该 包 括 地 球 曲 面 的 不 可 展 性 和 地 球 曲 面

与平面不同胚性两个方面，可概括为“圆与平”的

矛 盾 和“ 不 同 胚 ”的 矛 盾 。 此 两 个 方 面 的 矛 盾 分

别 由 椭 球 面 的 不 可 展 特 性 和 与 平 面 不 同 胚 的 特

征 所 决 定 ，是 相 互 独 立 的 ，又 统 一 于 地 球 椭 球 面

或 球 面 的 黎 曼 几 何 特 征 及 其 与 制 图 平 面 的 拓 扑

关系，并均对地图投影产生影响。

根据文献［25］对根本矛盾、主要矛盾和基本

矛盾的概念剖析，基本矛盾是事物存在和发展的

基 础 ，决 定 事 物 发 展 过 程 的 本 质 ，贯 穿 事 物 发 展

过程的始终。因此，地图投影矛盾应该概括为基

本矛盾，包括“圆与平”矛盾和“不同胚”矛盾两个

方面。

3.2　流形映射原理在等角投影中的应用

根 据 上 文 分 析 ，流 形 的 概 念 起 源 于 地 图 投

影 ，地 图 投 影 的 本 质 是 非 欧 几 何 面（球 面 或 椭 球

面）与 欧 氏 空 间 平 面 间 的 流 形 映 射 ；而 椭 球 面 或

球 面 与 平 面 的 拓 扑 关 系 主 要 包 括 椭 球 面 或 球 面

的不可展性和其与平面的“不同胚”性两个方面。

椭 球 面 或 球 面 的 不 可 展 性 也 即“ 圆 与 平 ”的 矛 盾

对 地 图 投 影 产 生 的 影 响 是 任 何 投 影 方 式 都 不 可

避免地产生投影变形；“不同胚”的矛盾则是确定

投影函数的定义域与奇异点的数学原理基础，对

地图投影的制图范围和投影性质产生直接影响。

本节主要从上述流形映射原理出发，探讨地图投

影的流形映射原理在等角投影中的初步应用。

首先，定义复分析和黎曼流形领域的全纯函

数、共形映射和等温坐标等数学原理［5， 21-22， 23］，分

析其数学原理与等角投影的关系，然后在此基础

上总结、分析等角投影的概括性定义及等角投影

的充分必要条件。

定义 2：全纯函数和共形映射。

在复分析领域，如果复变函数：

z= x + iy = f (u + iv)= x (u,v)+ iy (u,v)
 （16）

在 非 空 、连 通 的 开 区 域 U 内 的 每 一 点 都 是 可 微

的，且满足柯西-黎曼方程：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

∂x
∂u

= ∂y
∂v

∂x
∂v

= - ∂y
∂u

（17）

则称该函数在开区域 U 内是解析的，或称该函数

为解析函数、全纯函数。柯西-黎曼方程也常称为

柯西-黎曼条件。

式（16）、式（17）中 的 x、y、u 和 v 均 为 抽 象 复

变函数 z的相应变量或参数。

进一步地，若该函数在开区域 U 内是双射的

且全纯的函数，且其一阶导处处非零，则称该函数

在开区域 U 内是共形映射或保角映射。在大地测

量和地图投影领域，共形映射一般称为等角投影。

定义 3：等温坐标。

对 于 二 维 黎 曼 流 形 ，若 选 取 参 数 ( μ̄，ν̄ ) 使 其

第一基本形式为：

( ds )2 = ρ2( μ̄,ν̄) éë(dμ̄) 2
+ (dν̄) 2ù

û （18）

式 中 ， ρ2( μ̄， ν̄)> 0 且 为 光 滑 函 数 ，则 称 参 数

( μ̄， ν̄ )为该二维流形的等温坐标。

式（18）表 明 ，光 滑 函 数 ρ2( μ̄， ν̄) 使 得 曲 面 上

局部区域内的线素 (ds) 2
与平面上的线素 ( dμ̄ )2 +

(dν̄) 2
成比例，且在任意一点沿各个方向的比例一

致。因此，等温坐标的意义在于确定了可定向曲

面（二维黎曼流形或一维复流形）与平面（二维欧

氏空间或一维复平面）间的共形映射。

对于地球椭球，其第一基本形式可表达为：

(ds) 2 = M 2(dB) 2 + N 2 cos2 B (dL) 2 =

N 2 cos2 B
é

ë
ê
êê
ê M 2

N 2 cos2 B
(dB) 2 + (dL) 2ù

û
úúúú=

N 2 cos2 B é
ë(dq) 2

+ (dL) 2ù
û （19）

式中，dq = MdB/( N cos B )，对其积分可得：

q = q (B)=∫
0

φ 1 - e2

( )1 - e2 sin2 B cos B
dB =

artanh (sin B)- e artanh (e sin B) （20）

在地图投影中，q 称为等量纬度。显然，等量

纬 度 q 是 等 温 坐 标 的 分 量 ，( q， L ) 构 成 了 椭 球 面

的等温坐标。

根据上述共形映射与等温坐标、等量纬度的

定义，并考虑等角投影中的中央子午线 L 0 与经差

l 之间的关系 l = L - L 0，可以按如下方式定义一

类等角投影。

定义 4：等角投影。

在椭球面或球面上的某一非空、连通的开区

域 D 内，若复变函数：

z= f (q + il )= x (q,l )+ iy (q,l ) （21）

是 双 射 全 纯 函 数 ，且 其 一 阶 导 处 处 非 零 ，则 称 该

函 数 在 开 区 域 D 内 确 定 了 椭 球 面 到 平 面 的 一 个

等角投影。

根据此定义，由式（21）定义的复变函数在开

区 域 D 内 是 等 角 投 影 的 充 分 必 要 条 件 是 该 函 数
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在开区域 D 内解析的（柯西-黎曼条件蕴含其中）、

双射的（一一对应），且其一阶导处处不为零。

进 一 步 地 ，其 长 度 比 和 子 午 线 收 敛 角 可 表

达为：

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

m =
d x2 + y 2

ds
=

|

|
|
||
||

|
|
||
| dz

ds
=

|

|

|
||
|
|
||

|

|
||
|
|
| dz/dχ

ds/dχ

tan γ = -
Im ( )dz/dχ
Re ( )dz/dχ

= ∂x/∂l
∂y/∂l

= - ∂y/∂q
∂x/∂q

 （22）

式中，χ = q + il。上述原理体现了从流形映射原

理阐述等角投影在数学逻辑上的严密性，同时说

明了柯西-黎曼条件仅是等角投影的必要条件，而

非 充 分 必 要 条 件 。 等 角 投 影 的 充 要 条 件 和 椭 球

面或球面与平面“不同胚”的原理表明，对于任何

一 个 等 角 投 影 ，都 存 在 确 定 投 影 函 数 的 定 义 域 、

奇异点个数与分布（是否满足等角条件）的问题，

这是完整认识投影性质的重要组成部分。

以 高 斯 投 影 为 例 ，根 据 上 述 原 理 ，将 子 午 线

弧长公式扩充到复数域，即可得到高斯投影的复

变函数表达：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

z= x + iy =∫
0

B ′ a ( )1 - e2

( )1 - e2 sin2 B ′
3/2 dB ′

q + il = artanh ( )sin B ′ - e artanh ( )e sin B ′

（23）

式中，B ′为复变大地纬度。

进一步地，引入复数域第一类椭圆积分：

w = u + iv =∫
0

B 1
1 - e2 sin2 B

dB （24）

即对应于椭圆函数 snw = sin B，代入式（23）则可

得高斯投影的椭圆积分与椭圆函数表达［18，26］：

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

z= f ( )w = aE ( )w - ae2 sn w cn w
dn w

=

               aE ( )K + w - aE

q + il = artanh ( )sn w - e artanh ( )e sn w

（25）

式中，K 为第一类完全椭圆积分；E ( w ) 和 E ( K +
w ) 为第二类椭圆积分；sn ( )、cn ( )、dn ( ) 以及下文

的 sn ′ ( )、cn ′ ( )、dn ′ ( ) 为 椭 圆 函 数 ，定 义 可 参 见 文

献［26］。

将式（25）的实部和虚部分离，则可得高斯投

影的实变函数表达形式［27］：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

x = aE ( )u - ae2 sn u cn u dn u
dn2 u + dn′2 v - 1

y = av - aE ′( )v + a ( 1 - e2 ) sn ′v cn ′v dn ′v
dn2 u + dn′2 v - 1

  （26）

ì
í
îïï

q = artanh ( )sn u dn ′v - e artanh ( )e sn u dn ′v

l = artanh ( )dc u sc′v - e artanh ( )e dc u sc′v

 （27）

由式（24）、式（25）第二式及式（27）的反函数

确 定 的 投 影 称 为 Thompson 投 影 ，与 高 斯 投 影 关

系密切。

根据高斯投影的椭圆积分与椭圆函数表达，

可 以 得 到 高 斯 投 影 的 长 度 比 和 子 午 线 收 敛 角

公式：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

m =
1 - e2 sin2 φ

cos φ
1 - sin2 u dn ′2 v

dn2 u + dn ′2 v - 1
tan γ = -( )1 - e2 sd u nc u sd′v cn ′v

   （28）

式（23）、式（25）、式（26）和式（7）是高斯投影

的解析函数表达，比高斯投影的描述性定义更为

严谨、准确，且高斯投影必须满足的 3 个条件蕴含

其 中 ，即 中 央 子 午 线 投 影 后 为 直 线 ，中 央 子 午 线

投影后长度不变，投影具有等角性质。

利用高斯投影的椭圆积分与椭圆函数表达进

行高斯投影计算，需要求解式（28）和式（29）反函

数，文献［18］解决了该问题，并分析了基于椭圆积

分与椭圆函数表达的高斯投影过程分为 3 步，反

映了高斯投影的本质过程，如图 5 所示（引用并修

改自文献［18］，图中字母符号不再逐一说明）。

此外，高斯投影的椭圆积分与椭圆函数表达

在 实 用 上 也 具 有 意 义 ，如 在 Mathematica、Matlab
等 数 学 软 件 中 内 置 有 椭 圆 函 数 与 椭 圆 积 分 函 数

库 ，计 算 高 斯 投 影 坐 标 时 可 直 接 调 用 ，使 用

C++ 、Python 等 程 序 设 计 语 言 的 第 三 方 库 ，如

Math Toolkit、mpmath、numpy 等 ，也 可 实 现 椭 圆

函数与椭圆积分的计算，进而可以直接实现高斯

投影的计算。

最后，根据椭球面或球面与平面“不同胚”的

原理，Thompson 投影和高斯投影都不可能无奇点

地按等角条件映射全球。根据这一原理和等角投

影的性质，笔者在文献［18］中分析了正轴墨卡托

投影、Thompson 投影和高斯投影的基本定义域，

现转录于表 1。在此基本定义域内，任何一点都满

足等角条件；若超出此基本定义域，则必然存在奇

异点（不满足等角条件或投影函数没有定义）。

综 合 分 析 图 5 和 表 1 可 以 发 现 ，在 B1 点 ，

Thompson 投影满足柯西 -黎曼条件，但其一阶导

等于 0，所以 Thompson 投影在该点不满足等角条

件 ，其 在 该 点 的 经 纬 网 不 再 正 交 。 Thompson 投

影在 B1 点的性质充分说明柯西 -黎曼条件并不是

等角投影的充要条件，而仅是必要条件。
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4　结　语

投影一词起源于几何学，最初是指透视投影。

回顾地图投影学的发展历史，地图投影也起源于

透视投影，最先发展起来的是方位投影。然而，随

着数学学科的发展，投影是微分几何、射影几何和

拓扑流形学共同的研究主题，已不仅仅局限于透

视投影。地图投影作为数学中的投影原理在地图

学中的应用，绝大多数的地图投影也是非透视的

数学变换。同时，分析表明，由于椭球面或球面的

非欧几何特性，在基于欧氏几何的地图投影理论

与实践中，在对相关投影原理的论述、投影条件与

投影性质的分析等方面已显现出很大的局限性。

基于此，本文从高斯投影和拓扑流形的渊源出发，

阐明了流形概念起源于高斯投影，并从流形映射

的角度重新审视地图投影，深化了地图投影基本

矛盾的数学内涵，拓展了地图投影基本矛盾的内

容，并基于流形映射原理探讨了全纯函数、共形映

射和等角投影的关系，分析了等角投影的充分必

要条件，以 Thompson 投影和高斯投影作为实例，

验证了相关论断的正确性，初步探讨了流形映射

原理在地图投影尤其是等角投影中的应用，对本

文提出的从欧氏几何角度研究地图投影的局限性

做出了有益的回应和探讨。

本文提出的从流形映射的角度认识、分析地

图投影，仅初步探讨了流形映射原理在诠释地图

投影基本矛盾、定义分析等角投影等方面的应用，

但也一定程度上为地图投影学的研究提供了新的

思路，期望该研究思路与途径能够进一步地在等

角投影、等积投影和等距离投影等各种地图投影

方式的定义、投影变换、投影的定义域与值域、整

体拓扑与局部投影性质分析等方面发挥作用。
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