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摘  要：迭代 Tikhonov 正则化和迭代 Landweber 正则化法是有效解决向下延拓不适定问题的两种迭代正则化算法。针

对迭代正则化法中迭代次数和正则化参数选取问题，首先提出拟最优正则化因子组概念，系统分析二者在拟最优正则化

因子组序列中的分布关系；然后提出一种迭代正则化法中最优正则化因子组的选取策略，并推导出 L 曲线法确定与迭代

次数对应最优正则化参数的公式；最后通过重力场模型的模拟实验与传统向下延拓方法进行比对，验证了所提正则化因

子组选取依据的可靠性。
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Abstract： Objectives: This paper addresses a critical limitation hindering the practical application of widely 
used iterative regularization methods, such as Tikhonov regularization and Landweber regularization. The 
lack of a clear strategy for optimally pairing iteration counts with regularization parameters. Methods: The 
concept of a quasi-optimal regularization factor set is constructed. By analyzing the distribution of iteration 
counts and regularization parameters within these sets, a strategy for selecting the best regularization factor 
group is proposed. Furthermore, a formula is presented to determine the optimal regularization parameter 
corresponding to a given iteration count using the L-curve method. Results: Analysis of the extension error 
and the variation within quasi-optimal factor sets reveals a significant correlation between optimal regular‑
ization parameters and iteration counts. When the iteration count exceeds 10, the extension solutions corre‑
sponding to different quasi-optimal factor sets become nearly identical. For sufficiently large iteration 
counts, any quasi-optimal factor set yields similar effects. Compared with the traditional Tikhonov regular‑
ization, the proposed iterative method based on the new selection strategy produces smoother extension so‑
lutions with smaller errors. However, in regions with sharp data variations, some high-frequency signals 
may be filtered out as noise, leading to no significant improvement in extension performance there. Con⁃
clusions: The proposed iterative regularization algorithm incorporates the novel selection strategy, and 
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generates smoother and more accurate extension solutions than the traditional Tikhonov method. The re‑
sults demonstrate its reliability and practical utility.
Key words： downward continuation； Tikhonov regularization； iterative regularization； L-curve

得益于全球定位系统（global positioning sys‑
tem，GPS）与现代重力测量技术的快速发展，航

空重力测量技术已日趋完善。相较于传统的陆

地、卫星观测，其核心优势在于能够突破地理环

境的限制，高效地采集大范围、高精度的重力观

测数据。因此，航空重力观测技术在提升中、短

波重力场模型精度以及弥补卫星与陆地重力观

测的不足方面，发挥着关键作用［1-4］。

航空重力扰动通常在飞行航线上采集，为满

足定量解释中数据需处于同一基准面的要求，需

将原始观测数据向下延拓至地表或大地水准面。

这一延拓过程本质上是属于典型的不适定问题，

随着延拓深度增加，原始数据中的高频干扰会被

显著放大，导致观测噪声的累积效应增强，从而

使延拓结果呈现出明显的病态性［5-7］。

为获取稳定的延拓结果，延拓方法的选择尤

为关键。传统算法包括最小二乘配置法［8-9］、等效

源法［10］、逆泊松积分法［11］等。其中，逆泊松积分

法因具有较好的普适性与计算便捷性而被广泛

应用，但其延拓解的误差会随着延拓高度和采样

点密度的增大而迅速提升［12］。基于此，文献［13］
提出 Tikhonov 正则化算法，通过在法方程中引入

正则化参数以缓解不适定问题，在一定程度上起

到了对高频噪声的压制作用，被广泛应用于向下

延拓过程中［14-17］。文献［18］对 Tikhonov 正则化

方法进行了进一步推广，文献［19］推导了迭代

Landweber 和迭代 Tikhonov 正则化算法的频率

域算子，文献［20］通过加入理想观测噪声对两种

迭代正则化法在不同参数组下的滤波特性和迭

代效果进行分析，验证了迭代正则化法的可靠

性。迭代正则化法最终解的质量与迭代次数和

正则化参数高度相关，但如何确定最优正则化因

子组仍缺乏明确准则。因此，研究其选取策略在

地球位场数据处理领域具有重要意义。

本文针对航空观测数据的正则化向下延拓

问题，分析了迭代 Tikhonov 和迭代 Landweber 正
则化延拓方法的效果。引入拟最优正则化因子

组，揭示了两种算法中拟最优正则化因子组序列

内正则化参数和迭代次数的强相关关系。结果

表明，当迭代次数较大时，各拟最优因子组所得

延拓解在误差水平上趋于一致，此时任一拟最优

正则化因子组均可视为最优正则化因子组。因

此，本文提出可通过 L 曲线法计算任一较大迭代

次数对应的最优正则化参数，从而获得稳定的延

拓解。最后，通过重力场仿真试验，验证了本文

所提正则化因子组选取策略的可靠性。

1　向下延拓理论方法

1.1　位场延拓

本文建立空间直角坐标系，其中 z 轴垂直向

上，向下延拓示意图如图 1 所示。

根据 Dirichlet 方程［21］，可得到位场数据向上

延拓［22］的计算式为：

uh ( x,y )= h
2π ∫

-∞

+∞∫
-∞

+∞ u0 ( ξ,η )

[ ]( x - ξ )2 +( y - η )2 + h2 3 2 dξdη （1）

式中，( x，y )、( ξ，η ) 分别为观测数据点、待求点；

uh ( x，y ) 为 观 测 面 位 场 数 据 ；h 为 延 拓 高 度 ；

u0 ( ξ，η )为延拓面位场数据。

对式（1）进行傅里叶变换，并通过整理推导

后，可得到位场数据在空间直角坐标系中的向下

延拓表达式［23］为：

U 0 ( u,v )= U h ( u,v ) ⋅ R-1 ( u,v )= U h ( u,v ) ⋅ e2πh u2 + v2

（2）
式中，u、v 分别为 x、y 的频域变量；U h、U 0 分别为

uh、u0 的对应频域数据；R-1 为向下延拓算子。当

u、v较大时，e2πh u2 + v2

呈指数型增大，高频噪声急剧

增强，因此直接向下延拓会使得延拓解不稳定。

图 1　向下延拓示意图

Fig.  1　Schematic Diagram of Downward Continuation
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1.2　Tikhonov正则化

针对向下延拓中的不适定问题，Tikhonov 正

则化法利用正则化参数 α 抑制对高频干扰信号的

增强现象［24-28］。为便于理论分析与求解，通常将

式（1）转化为如下的算子方程形式：

f= Ag （3）
式中，f为观测值向量；A为设计矩阵；g为未知值

向量。则 Tikhonov 正则化延拓解为：

gα = (ATA+ αI )-1
AT f （4）

式中，I为单位阵；α 为正则化参数，且 α > 0。通

过傅里叶变换可得频域式［29］：

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

U 0 ( u,v )= R-1
Tikhonov ( u,v ) ⋅ U h ( u,v )

R-1
Tikhonov ( u,v )= R ( u,v )

R2 ( u,v )+ α
（5）

式中，R-1
Tikhonov 为 Tikhonov 正则化法的向下延拓

算子。

正则化参数 α 控制延拓解的精度，可通过 L
曲线法确定。L 曲线法构建拟合误差 Agα - f和

正则解 gα 的范数并绘制二者对应曲线，该曲线形

状一般与字母 L 相似，其最大曲率所在拐点位置

对应的正则化参数被视为理论最优的正则化参

数［30］。利用一阶和二阶差分可得 L 曲线的曲率

c ( α )为：

c ( α )= ρ′θ″- ρ″θ ′

é
ë

ù
û( )ρ′

2
+ ( )θ ′

2
3
2

（6）

式中，ρ、θ 分别为Agα - f、gα 的范数。

利用 Parseval 等式将 ρ、θ 转换到频率域，两

者的计算式分别为：

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

ρ= R ( u,v ) ·R-1
Tikhonov ( u,v ) ·U h ( u,v )-U h ( u,v )

2

θ= R-1
Tikhonov ( u,v ) ·U h ( u,v )

2

（7）
当曲率 c ( α )取其最大值时，其对应的 α 即为

最优正则化参数。

1.3　迭代 Tikhonov正则化法

传统 Tikhonov 正则化方法在向下延拓中应

用广泛，但仍存在局限性，无法同时兼顾解的光

滑性和精度。基于此，文献［18］提出了迭代 Tik‑
honov 正则化方法：

ì
í
î

g 0
α = 0

( ATA+ αI ) g n
α = αg n - 1

α + AT f
（8）

经傅里叶变换和数学归纳法可得频域向下

延拓的迭代 Tikhonov 正则化算法公式：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

U n
0 ( u,v )= R-1

Tikhonov ( u,v ) ·U h ( u,v )

R-1
Tikhonov ( u,v )= R-1 ( u,v ) ·

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú1- ( )α

R2 ( u,v )+ α

n

（9）
式中，R-1

Tikhonov 为向下延拓算子，由迭代次数 n 和

正则化参数 α 两个正则化因子决定，以合理策略

确定最优正则化因子组合是保证延拓解精度的

关键。

1.4　迭代 Landweber正则化法

迭代 Landweber 正则化法通过构造迭代向量

序列收矩阵-向量乘法求解法方程［31］，本质上是一

种最速下降法，迭代形式如下［32］：

ì
í
î

ïï

ïï

g 0
α = 0
g n

α = g n - 1
α + αAT[ f- ]Ag n - 1

α

（10）

经傅里叶变换和数学归纳法可得频域向下

延拓的迭代 Landweber正则化算法公式：

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

U n
0 ( u,v )=R-1

Landweber ( u,v ) ·U h ( u,v )

R-1
Landweber ( u,v )=R-1 ( u,v ) · éë

ù
û1-( )1-αR2 ( u,v ) n

（11）
式中，R-1

Landweber 为迭代 Landweber 正则化算法向下

延拓算子。

2　数值计算与结果分析

2.1　仿真航空重力观测数据

基于 EGM08 模型的 2 190 阶次，采用 5′×5′

采样间隔，生成地理范围为 80°W~85°W，37°N~
42°N，高程分别为 0 km 和 6 km 处的重力扰动数

据作为理论真值。为模拟真实航空观测环境，

向数据中添加标准差为 2 mGal 的高斯白噪声，

并 选 用 均 方 根 误 差（root mean square error，
RMSE）作为评价指标，仿真数据的详细参数见

表 1。在后续计算中，使用不同延拓方法及参数

进行处理，并通过移去‑恢复法（选用 220 阶 EI‑
GEN‑6C4 模型）进行比较，以评估各方法的可

靠性。

2.2　Tikhonov正则化

通过绘制 L 曲线并计算其曲率，确定了最优

正则化参数，其结果如图 2 所示。由图 3 与表 2 中

延拓结果与理论真值的差异可以看出，即使是理

想化模拟观测数据，直接向下延拓所得解同样表

现出明显的病态性，噪声被显著扩大。而 Tik‑
honov 正则化算法能有效压制噪声，抑制延拓过
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程的不稳定性，得到更为可靠的解。

2.3　迭代 Tikhonov正则化法

图 4（a）为不同正则化参数下，迭代 Tikhonov
正则化算法延拓解的 RMSE 和迭代次数的关系。

由图 4（a）可以看出，在一定范围内迭代次数具有

正则化效果，但当次数超过最优值时，延拓解发

散，表现出半收敛特征。当正则化参数 α 固定时，

存在唯一迭代次数 nα 使得延拓解最优，二者构成

一个拟最优正则化因子组。因此，改变正则化参

数即可得到一系列拟最优正则化因子组序列。

图 4（b）为不同迭代次数下延拓解 RMSE 随正则

化参数的变化。由图 4（b）可以看出，当迭代次数

n 确定时，同样存在唯一正则化参数 αn 使得延拓

效果最佳，改变 n 则可得到另一组拟最优正则化

因子组序列。

图 5 为同一序列内迭代 Tikhonov 正则化参

数与迭代次数的关系，由图 5 可以看出，二者呈强

线性相关。随着迭代次数或正则化参数增大，拟

最优因子组对应的延拓效果有小幅度提升；但在

超过一定范围后，不同因子组所得结果差异极

小，此时任一组拟最优正则化因子组均可视为最

佳选择。

图 2　L 曲线及其曲率图

Fig.  2　Diagram of L-Curve and Its Curvature

表 1　仿真数据信息统计表/mGal
Table 1　Statistics of Simulated Observations/mGal

类别

地表重力扰动真值

（h=0 km）

航空重力扰动真值

（h=6 km）

2 mGal 观测噪声

仿真观测数据

（h=6 km）

最大值

61.72

36.01

7.19

38.55

最小值

−67.72

−55.79

−7.74

−58.51

平均值

−17.98

−17.84

0.00

−17.84

RMSE

25.77

23.23

1.99

23.32

表 2　两种向下延拓方法的结果与理论真值差异统计表

Table 2　Statistics of the Difference Between Downward-Continued Results and Theoretical True Values

向下延拓方法

直接求逆

Tikhonov 正则化法

正则化参数

0.082 3

最大值/mGal
39.796
17.322

最小值/mGal
−39.199
−20.304

平均值/mGal
0.010
0.016

RMSE/mGal
12.640

4.155

图 3　延拓解与理论真值差异分布图

Fig.  3　Difference Between Continued Values and True Values

图 4　延拓解 RMSE 随迭代 Tikhonov 正则化因子变化

Fig.  4　Variation Curve of Continued RMSE with 
Regularization Factors of Iterative Tikhonov 

Regularization Method

2453



武  汉  大  学  学  报   （信  息  科  学  版） 2025 年 12 月

基于上述特性，在使用迭代 Tikhonov 正则

化法对实际观测数据进行向下延拓时，可采用以

下策略得到稳定解：（1）选取一个足够大的迭代

次数 n，通常取 n 为 30 左右即可；（2）利用 L 曲线

法确定对应的正则化参数 αn；（3）将 n 与 αn 代入

式（9）进行计算。

此时，式（7）可改写为如下形式：：

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

ρ= R ( u,v ) ·R-1
Tikhonov ( u,v ) ·U h ( u,v )-U h ( u,v )

2

θ= R-1
Tikhonov ( u,v ) ·U h ( u,v )

2

（12）
图 6 为 L 曲线及对应曲率图，由图 6 可以看

出，不同迭代次数下的 L 曲线形态基本一致，所

得 4 个拟最优正则化因子组内，其迭代次数与正

则化参数也符合图 5 所示的线性关系。结合图

7 和表 3 中各因子组对应的延拓结果可知，不同

因 子 组 的 延 拓 效 果 基 本 接 近 ，RMSE 稳 定 在

3.92 mGal 左右。与传统正则化方法相比，该方

法获得的解具有更高的平滑度和精度；但在原

始重力扰动数据变化较为剧烈的右下和左中区

域，由于高频信息含量较高，部分有效信息被滤

除，导致估值偏差，因此在该类区域优化效果并

不明显。

图 5　拟最优迭代 Tikhonov 正则化因子组序列中正则化因子分布

Fig.  5　Distribution of Regularization Factors in the Quasi‑Optimal Regularization Factor Set of Iterative Tikhonov 
Regularization Method

图 6　4 组迭代 Tikhonov 正则化次数对应的 L 曲线及曲率

Fig.  6　L-Curves and Corresponding Curvature Diagrams for Four Sets of Iteration Numbers 
in Iterative Tikhonov Regularization
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2.4　迭代 Landweber正则化法

图 8（a）和图 8（b）分别展示了在不同正则化

参数或迭代次数下，采用迭代 Landweber 正则化

算法进行向下延拓所得结果的 RMSE 和另一因

子的关系。与 §2.3 相同，在正则化参数 α 或迭代

次数 n 取固定值时，存在唯一迭代次数 nα 或正则

化参数 αn，使得延拓效果最佳，由此也可得到

两个拟最优正则化因子组序列。图 9 为同一序列

内迭代 Landweber 正则化参数与迭代次数的关

系，由图 9 可以看出，序列内两个正则化因子呈现

明显反线性关系。

与 §2.3 结论相似，各拟最优正则化因子组的

延拓效果基本一致。此外，由图 8（b）可以看出，

当正则化参数大于 2 时，延拓解出现发散。因此

在实际计算时，可先将正则化参数的搜索范围限

定在［0，1］区间内。基于此，处理实际观测数据

时可采取与§2.3 类似的策略确定正则化因子组，

进而获得迭代 Landweber 正则化算法的最优延拓

解。具体实现步骤为：（1）选取一个较大的迭代

次数 n；（2）利用 L 曲线法确定相应的正则化参数

αn；（3）将 n 和 αn 代入式（11）进行计算。

此时，式（7）可改写为如下形式：

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

ρ= R ( u,v ) R-1
Landweber ( u,v )U h ( u,v )-U h ( u,v )

2

θ= R-1
Landweber ( u,v ) ·U h ( u,v )

2

（13）
图 10 为不同迭代次数下采用 Landweber 正

则化方法的 L 曲线及其对应曲率图。由图 10 可

以看出，其相似图形所得 4 个拟最优正则化因子

图 7　4 组拟 Tikhonov 正则化法拟最优因子组对应延拓解与理论真值差异分布

Fig.  7　  Distribution of Difference Between Downward-Continued Solutions and Theoretical True Values for Four 
Quasi-Optimal Regularization Parameter Sets in Iterative Tikhonov Regularization

表 3　4组 Tikhonov正则化法拟最优正则化因子组的延拓结果与理论真值差异统计表

Table 3　Statistics of Differences Between Downward-Continued Results and Theoretical True Values for Four 
Quasi-Optimal Regularization Parameter Sets in Tikhonov Regularization

向下延拓方法

迭代 Tikhonov 正则化法

迭代次数

10
20
30
40

正则化参数

2.28
4.82
7.38
9.83

最大值/mGal
18.28
18.54
18.63
18.61

最小值/mGal
−24.69
−25.08
−25.21
−25.17

平均值/mGal
0.013
0.013
0.013
0.012

RMSE/mGal
3.915
3.935
3.943
3.936
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组内，迭代次数与正则化参数仍符合图 8 所示的

反线性关系。各因子组对应的延拓结果如图 11
和表 4 所示，其结果基本一致，RMSE 稳定在约

3.94 mGal。除高频信号较丰富的区域外，整体延

拓效果均得到一定改善，进一步验证了本文所提

策略的可靠性。

3　结　语

本文对向下延拓过程中的迭代正则化延拓

方法进行了深入研究，构建了拟最优正则化因子

组，基于此提出了最优正则化因子组的确定策

略，利用重力场模型构建了模拟试验，与传统向

下延拓方法进行了对比，总结如下：

图 8　迭代 Landweber正则化法中延拓解

RMSE 随正则化因子变化

Fig.  8　Variation Curve of Continued RMSE with 
Regularization Factors of Iterative Landweber 

Regularization Method

图 9　拟最优迭代 Landweber正则化因子组序列中正则化因子分布

Fig.  9　Distribution of Regularization Factors in the Quasi‑Optimal Regularization Factor Set of Iterative Landweber 
Regularization Method 

图 10　4 组迭代 Landweber正则化次数对应的 L 曲线及曲率

Fig.  10　L-Curves and Corresponding Curvature Diagrams for Four Sets of Iteration Numbers 
in Iterative Landweber Regularization
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1）本文研究表明，迭代Tikhonov和Landweber
正则化算法中，拟最优正则化因子组序列内迭代

次数和正则化参数分别呈线性和反线性关系，存

在显著相关性。

2）迭代次数在 10 以上时，各拟最优正则化因

子组所得结果与真实值间的误差并无显著差异，

此时任一组拟最优正则化因子组均可视为最优

组合。因此在处理实际数据时，可适当确定较大

迭代次数，利用 L 曲线法得到对应正则化参数，构

建最优正则化因子组。

3）相比于传统正则化算法，迭代正则化算法

所得延拓解更为平滑，与真实值更为接近，但在

变化比较强烈区域，对高频信号的处理仍显粗

糙，延拓解并无明显优化。
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