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摘要：迭代 Tikhonov 正则化法和迭代 Landweber 正则化法是有效解决向下延拓不适定问题的两种迭代正

则化算法。针对迭代正则化法中迭代次数和正则化参数选取问题，构建拟最优正则化因子组概念，对拟最

优正则化因子组中迭代次数和正则化参数分布进行了分析，提出了迭代正则化法中迭代次数和正则化参数

最优组合的选取依据，给出了利用 L 曲线法求取与迭代次数对应最优正则化参数的公式，采用 EGM08 和

EIGEN-6C4 重力场模型设计了仿真实验，与传统 Tikhonov 正则化法进行了比较分析，验证了选取迭代正则

化法正则化因子组依据的可靠性。 

关键词：向下延拓；Tikhonov 正则化；迭代正则化算法；L 曲线法 
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Abstract: Objectives: Iterative Tikhonov regularization and iterative Landweber regularization are 

currently the two most commonly used iterative regularization algorithms, which can effectively 

solve the ill-posed problem during the continuation process. However, their optimal combination of 

iteration times and regularization parameters has not yet been determined, which limits their 

practicality. Methods: This paper constructs the concept of quasi-optimal regularization factor set 

and analyzes the distribution of iteration numbers and regularization parameters in the quasi-optimal 

regularization factor set. Based on this, a selection criterion for the optimal combination of iteration 

number and regularization parameter in iterative regularization algorithms is proposed, and a 

formula for using the L-curve method to obtain the optimal regularization parameter corresponding 

to the number of iterations is provided. Results: The study on the relationship between the extension 

error of iterative regularization algorithms and the variation of regularization factor sets shows that 

there is a significant correlation between the optimal regularization parameters and the number of 

iterations in the quasi optimal regularization factor set. When the number of iterations exceeds 10, 

the extension solutions corresponding to each quasi optimal regularization factor set are basically 

identical. When the number of iterations is large enough, any quasi optimal regularization factor set 

can be considered as the optimal regularization factor set. The iterative regularization algorithm 

based on the selected strategy in this article has a smoother extension solution and smaller error 

compared to the traditional Tikhonov regularization method. However, in areas with significant data 

changes, some high-frequency signals are filtered out as noise, and the extension effect is not 

significantly improved. Conclusions: The iterative regularization algorithm based on the selected 

strategy in this article has a smoother and smaller error extension solution compared to the 

traditional Tikhonov regularization method, which shows reliability and practicality. 

Keywords: Downward Continuation, Tikhonov Regularization, Iterative Regularization, L-curve. 

 

 

0 引言 

随着 GPS、重力测量手段等的发展，航空重力测量技术逐渐成熟，相比于传统陆地、卫

星等观测手段，航空重力观测不受区域环境影响，能有效获取大范围高精度的重力观测数据，

提高中、短波重力场精度，填补卫星重力测量和陆地重力测量的空白[1-4]。 

航空重力测量通常在航线高度处进行，由于重力数据定量解释一般要求测量数据应分布

在统一平面，因此在使用之前，实际观测数据需进行向下延拓，将其归算到地表或大地水准

面上。而向下延拓作为一个典型不适定过程，其高频干扰信号随延拓深度明显增强，观测噪

声累积放大，延拓解不稳定，呈现明显病态性[5-7]。 

因此，若想获取稳定的延拓值，需要谨慎选择延拓方法。经典的向下延拓方法主要有最

小二乘配置法[8-9]、等效源法[10]、逆泊松积分法[11]等。其中以求解第一边值问题的逆泊松积

分法应用最广，但随着延拓高度的增大和采样点间隔的减小，延拓误差迅速增大[12]。基于此，

Tikhonov 提出 Tikhonov 正则化法[13]，通过在法方程中加入正则化参数解决不适定问题，在

一定程度上起到了对高频噪声的压制作用，被广泛应用于向下延拓过程中[14-17]；T Schröter

等对 Tikhonov 正则化方法进行了推广，提出了迭代 Tikhonov 正则化方法[18]；曾小牛等推导

了迭代 Landweber 和迭代 Tikhonov 正则化算法的频率域算子[19]；Xiaogang Liu 对不同参数

控制的迭代正则化法滤波特性进行了分析，比较了两种迭代正则化法在理想观测噪声情况下

的表现，证实了迭代正则化法的可靠性[20]。迭代正则化法的迭代次数和正则化参数对延拓解



 

 

起着决定作用，但目前尚未有最优正则化因子组的确定方法，其选取依据的研究对地球位场

数据处理具有重要价值。 

本文对航空重力观测数据的正则化延拓方法进行深入研究，分析了迭代 Tikhonov 和

Landweber 正则化延拓方法，提出拟最优正则化因子组概念，发现迭代 Tikhonov 正则化法

和迭代 Landweber 正则化法中拟最优正则化因子组序列内迭代次数和正则化参数分别呈现

显著线性和反线性关系，而且当迭代次数足够大时，各拟最优正则化因子组对应的延拓解误

差相似。基于此，本文认为，当迭代次数较大时，任何一组拟最优正则化因子组都可当作最

优正则化因子组，因此可首先选取较大迭代次数，再采用 L 曲线法确定与之对应的最优正

则化参数，确立最优正则化因子组，从而获取稳定延拓解。最后，通过仿真数据模拟试验，

证实了本文选取迭代正则化法正则化因子依据的可靠性。 

1 向下延拓理论方法 

1.1 位场延拓 

建立如图 1 所示的空间直角坐标系 o-xyz，其中 z 轴垂直向上。 

 

图 1 延拓示意图 

Fig. 1 Schematic diagram of downward continuation 

图中， ( , )hu x y 表示观测面位场数据， 0 ( , )u   表示延拓面位场数据，则根据 Dirichlet

方程[21]，可得到位场数据向上延拓公式[22]： 
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式中，h 为延拓高度，点 ( , )x y 为观测数据点，点 ( , )  为代求点。式(1)经傅里叶变换

后整理得向下延拓表达式[23]： 

 
2 21 2
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h hU u v U u v R u v U u v e − += =  (2) 

其中，u、v 对应 x、y 的频域变量， hU 和 0U 为 hu 和 0u 的对应频域数据， 1R− 为向下延

拓算子。当 u、v 较大时，
2 22 h u ve  + 呈指数型增大，高频噪声急剧增强，因此直接进行向下

延拓会使得延拓解不稳定。 



 

 

1.2 Tikhonov 正则化 

正则化方法可以有效解决向下延拓过程中出现的不适定问题，其中最著名的便是

Tikhonov 正则化法，该方法通过引入正则化参数修正病态矩阵，削弱延拓过程对高频噪声

的放大作用[24-28]。 

将式(1)表示为算子形式： 

 =f Ag  (3) 

其中，f为观测值向量，A为设计矩阵，g为未知值向量。则 Tikhonov 正则化延拓解为： 
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其中，I为单位阵， >0 是正则化参数。利用傅里叶变换将其转换到频域[29]： 
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其中，
1

TikR−
为 Tikhonov 正则化法的向下延拓算子。正则化参数 控制延拓解的精度，

可通过 L 曲线法（L-curve）确定。L 曲线法构建拟合误差  −Ag f 和正则解 
g 的范数，绘

制两者随参数变化的对比曲线，该曲线一般呈现为大写字母“L”形状，存在最大曲率位置

作为其拐点，该拐点所对应的数值即为 L 曲线法确定的最优正则化参数[30]。令： 
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则L曲线曲率为： 
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利用Parseval等式，将式(6)转换到频率域： 

 

1

2

1

2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )

Tik h h

Tik h

R u v R u v U u v U u v

R u v U u v





−

−

 = −


=

 (8) 

利用一阶差分和二阶差可得到 L 曲线曲率 ( )c  随的变化情况，曲率最大值所对应的

值即为最优正则化参数。 

1.3 迭代 Tikhonov 正则化法 

传统 Tikhonov 正则化方法存在饱和效应，即不能在提高解的光滑性的同时提高解的精

度。基于此，T Schröter 对 Tikhonov 正则化方法进行了推广，提出了迭代 Tikhonov 正则化

方法，其迭代形式为： 
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经傅里叶变换和数学归纳法可得频域向下延拓的迭代 Tikhonov 正则化算法公式：  
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式中，
1

TiknR−
为迭代 Tikhonov 正则化算法向下延拓算子，包含迭代次数 n 和正则化参数

 两个正则化因子，对正则化效果起着重要的控制作用，因此如何以最优方式选择正确的

正则化因子组合是整个迭代 Tikhonov 正则化法的关键。 

1.4 迭代 Landweber 正则化法 

迭代 Landweber 正则化法通过构造迭代向量序列收矩阵-向量乘法求解法方程[31]，本质

上是一种最速下降法，迭代形式如下[32]： 
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经傅里叶变换和数学归纳法可得频域向下延拓的迭代 Landweber 正则化算法公式： 
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式中，
1

LwnR−
为迭代 Landweber 正则化算法向下延拓算子。 

2 数值计算与结果分析 

2.1 仿真航空重力观测数据 

利用 2190 阶 EGM2008 重力场模型计算[85°W-80°W，37°N-42°N]区域航空重力扰动和

地面重力扰动仿真数据作为航空和地面理论真值，格网点间距设置为 5′×5′，飞行高度设置

为 6 km。在航空理论真值中加入误差为 2mgal 的观测白噪声作为航空模拟观测值（见表 1

和图 2），利用第 2 节所述不同方法进行向下延拓，通过比对不同正则化方法和不同参数获

取的延拓解与真值差异评价其稳定性和有效性。延拓过程采用 220 阶 EIGEN-6C4 重力场模

型进行移去恢复。 

 

表 1 模拟观测值统计表/mgal 

Tab. 1 Statistics of simulated observations/mgal 

类别 最大值 最小值 平均值 均方差 

地面理论真值 61.724 -67.724 -17.975 25.774 

航空理论真值 36.010 -55.787 -17.842 23.234 

白噪声 7.190 -7.742 0.000 1.994 

航空模拟观测值 38.547 -58.506 -17.842 23.315 



 

 

 

（a）无噪声 

 

（b）加入 2mgal 白噪声 

图 2 飞行高度模拟重力扰动 

Fig. 2 Simulated airborne gravity disturbance 

2.2 Tikhonov 正则化 

图3为L曲线图，图４为对应曲率图，峰值处即为确定的正则化参数位置。不同方法对应

延拓解与真值的差异分布图和差异统计信息如图5和表2所示。即使是加入理想化噪声的模拟

观测值，直接进行向下延拓获取的延拓解同样不稳定，噪声被明显放大，而Tikhonov正则化

算法可以很好的削弱延拓过程的病态性，对噪声起到一定的压制作用。 

 

表 2 不同正则化参数延拓值与真值差异统计表/mgal 

Tab. 2 Statistics of difference between continued values and true values/mgal 

方法 正则化参数 最大值 最小值 平均值 均方差 

直接求逆  39.796 -39.199 0.010 12.64 

Tikhonov 正则化 0.082 17.322 -20.304 0.016 4.155 

 

  

图 3 L 曲线图 

Fig. 3 L-curve diagram 

图 4 L 曲线曲率图 

Fig. 4 Curvature diagram of L-curve 



 

 

 

（a）直接求逆 

 

（b）Tikhonov 正则化法 

图 5 延拓值与真实值差异图 

Fig. 5 Difference between continued values and true values 

2.3 迭代 Tikhonov 正则化法 

图 6（a）展示了当正则化参数分别为 0.5、1.0、1.5、2.0 时迭代 Tikhonov 正则化法延拓

误差随迭代次数的变化关系，当一定时，迭代次数同样起着正则化作用，当迭代次数超过

最优值时，延拓解发散，因此迭代 Tikhonov 正则化法在一定延拓阶次时截止才具有正则化

效果，这种现象同样也被称为半收敛。 

可知当正则化参数确定时，存在唯一对应最优迭代次数 n 使得延拓误差最小，将这样

一对正则化因子定义为拟最优正则化因子组，则不同正则化参数和与之对应最优迭代次数构

成一个拟最优正则化因子组序列；图 6（b）展示当迭代次数分别为 10、20、30、40 时延拓

误差随正则化参数的变化关系，可知当迭代次数 n 确定时，亦存在唯一对应最优正则化参数

n 使得延拓解误差最小，不同迭代次数和对应最优正则化参数构成另一个拟最优正则化因

子组序列。两个拟最优正则化因子组序列中迭代次数和正则化参数分布情况图 7 所示，呈现

明显的线性关系。图 7 中颜色代表延拓解的误差水平，同时对部分拟最优正则化因子组对应

的误差值进行了标注，可知同一序列内，当迭代次数或正则化参数取较大值时，不同拟最优

正则化因子组对应的延拓解误差相近，此时，所有拟最优因子组都可以当作最优正则化因子

组。又由于迭代次数在实数域的非连续性，因此可通过以下步骤获取观测噪声水平未知时迭

代正则化法最优延拓解： 

（1）选取一个较大迭代次数 n； 

（2）采用后验方法确定与之对应的最优正则化参数 n ； 

（3）将 n 和 n 代入式(10)即可获取最优延拓解。 

当观测数据噪声水平未知，可采用 2.2 节所述 L 曲线法确定与迭代次数 n 对应的最优正

则化参数 n ，此时式(8)变形为： 
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（a）随迭代次数变化 

 

（b）随正则化参数变化 

图 6 迭代 Tikhonov 正则化法延拓误差随正则化因子变化 

Fig 6. Variation curve of continued errors with regularization factors of iterative 

Tikhonov regularization method 

 

 

（a）迭代次数随正则化参数变化 

 

（b）正则化参数随迭代次数变化 

图 7 迭代 Tikhonov 正则化法拟最优正则化因子组中正则化因子分布（颜色表示延拓误

差） 

Fig. 7 Distribution of regularization factors in the quasi optimal regularization factor set 

of iterative Tikhonov regularization method(Color indicating continued errors) 

 

利用式(13)计算得到 n=10、20、30、40 时 L 曲线图，如图 8 所示，不同迭代次数对应

的曲线图呈现高度的相似性，斜率变化较传统 Tikhonov 正则化法更为平缓，难以直接通过

L 曲线确定拐点。利用一阶差分和二阶差分求出 L 曲线曲率随正则化参数变化曲线如图 9 所

示，与 L 曲线图相同，不同迭代次数对应的 L 曲线曲率图型相似，仅随轴进行了左右平

移。通过图 9 选取曲率最大值，确定四组拟最优正则化因子组，其对应延拓解和真实值的差

异分布和统计信息如图 10 和表 3 所示。不同拟正则化因子组对应延拓解高度相似，误差均

在 3.92mgal 左右，延拓效果良好。 

图 10 中，延拓误差大多集中在右下部和左中部区域，对比图 2 中航空重力扰动真值图

像可知，这两处区域重力扰动值变化较为剧烈，高频信号含量丰富，部分高频信号被当作噪

声去除，引起估值偏差。对比图 5，可以看出迭代 Tikhonov 正则化解平滑度更高，误差更

小，相比于传统 Tikhonov 正则化法提升了 5％，但在信号高频含量较高区域，延拓效果并无

明显提升。 

此外，由 L 曲线法确定的不同拟最优正则化因子组中迭代次数和正则化参数同样存在

显著的线性关系，与图 7 结论相符。 



 

 

表 3 不同正则化因子组延拓值与真值差异统计表/mgal 

Tab. 3 Statistics of difference between continued values and true values 

方法 迭代次数 正则化参数 最大值 最小值 平均值 均方差 

迭代 Tikhonov 正则化 

10 2.277 18.277 -24.695 0.013 3.915 

20 4.823 18.539 -25.083 0.013 3.935 

30 7.375 18.626 -25.215 0.013 3.943 

40 9.833 18.613 -25.170 0.012 3.936 

 

（a）n=10 

 

（b）n=20 

 

（c）n=30 

 

（d）n=40 

图 8 迭代 Tikhonov 正则化法不同迭代次数 L 曲线图  

Fig. 8 L-curve diagram of different iteration times of iterative Tikhonov regularization 

method 

 

（a）n=10 

 

（b）n=20 



 

 

 

（c）n=30 

 

（d）n=40 

图 9 迭代 Tikhonov 正则化法不同迭代次数 L 曲线曲率图 

Fig. 9 Curvature diagram of different iteration times of iterative Tikhonov regularization 

method 

 

 

（a）n=10 

 

（b）n=20 

 

（c）n=30 

 

（d）n=40 

图 10 迭代 Tikhonov 正则化法不同拟最优正则化因子组延拓值与真实值差异图 

Fig 10. Difference between continued values and true values of iterative Tikhonov 

regularization method 

 



 

 

2.4 迭代 Landweber 正则化法 

图 11（a）展示了当正则化参数分别为 0.5、1.0、1.5、2.0 时迭代 Landweber 正则化法

延拓误差随迭代次数的变化关系，与迭代 Tikhonov 正则化算法相同，当正则化参数 确定

时，存在唯一对应最优迭代次数 n 使得延拓误差最小，将这样一对正则化因子定义为拟最

优正则化因子组，则不同正则化参数和与之对应最优迭代次数构成一个拟最优正则化因子组

序列；图 11（b）展示当迭代次数分别为 10、20、30、40 时延拓误差随正则化参数的变化关

系，当正则化参数大于 2 时，延拓误差直线上升，因此实际确定最优正则化参数时应首先确

定大致范围，一般取[0，1]区间。通过图 11（b）可知当迭代次数 n 确定时，亦存在唯一对

应最优正则化参数 n 使得延拓解误差最小，不同迭代次数和对应最优正则化参数构成另一

个拟最优正则化因子组序列，其拟最优因子组序列中迭代次数和正则化参数呈反线性关系

（见图 12）。与 2.3 节相似，同一序列内，当迭代次数或正则化参数取较大值时，拟最优正

则化因子组确定的延拓解误差相近，此时任意一组拟最优正则化因子组均可视为最优正则化

因子组，因此在实际应用时可采用与迭代 Tikhonov 正则化法相同的步骤确定正则化因子组

获取观测噪声水平未知时迭代 Landweber 正则化算法最优延拓解： 

（1）选取一较大迭代次数 n； 

（2）采用 L 曲线法确定与之对应的最优正则化参数 n ； 

（3）将 n 和 n 代入式(12)即可获取最优延拓解。 

此时式(8)变形为： 
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（a）随迭代次数变化 

 

（b）随正则化参数变化 

图 11 迭代 Landweber 正则化法延拓误差随正则化因子变化  

Fig. 11 Variation curve of continued errors with regularization factors of iterative 

Landweber regularization method 

 



 

 

 

（a）迭代次数倒数随正则化参数变化 

 

（b）正则化参数倒数随迭代次数变化 

图 12 迭代 Landweber 正则化法拟最优正则化因子组中正则化因子分布（颜色表示延拓

误差） 

Fig. 12 Distribution of regularization factors in the quasi optimal regularization factor set 

of iterative Landweber regularization method(Color indicating continued errors) 

 

利用式(14)和差分法计算得到 n=10、20、30、40 时 L 曲线和 L 曲线曲率图如图 13 和图

14 所示，与迭代 Tikhonov 正则化法相同，不同迭代次数对应的 L 曲线图和曲率图型之间呈

现明显相似性。通过图 14 选取曲率最大值，确定四对拟最优正则化因子组，其对应延拓解

和真实值的差异分布和统计信息如图 15 和表 4 所示。不同正则化因子组对应延拓解高度相

似，误差均在 3.94mgal 左右，除右下部和左中部区域误差较大外，大部分区域延拓效果良

好，说明了 L 曲线法在确定迭代 Landweber 算法最优正则化因子组时的有效性。 

表 4 中，由 L 曲线法确定的不同最优正则化因子组中迭代次数和正则化参数同样存在

明显的反线性关系，与图 11 结论相符。 

表 4 不同正则化参数延拓值与真值差异统计表/mgal 

Tab. 4 Statistics of difference between continued value and true values 

方法 迭代次数 正则化参数 最大值 最小值 平均值 均方差 

迭代 Landweber 正则化  

10 0.363 19.098 -25.847 0.012 3.9671 

20 0.190 18.886 -25.534 0.012 3.9493 

30 0.129 18.828 -25.457 0.012 3.9466 

40 0.098 18.773 -25.367 0.012 3.940 

 

（a）n=10 

 

（b）n=20 



 

 

 

（c）n=30 

 

（d）n=40 

图 13 迭代 Landweber 正则化法不同迭代次数 L 曲线图  

Fig. 13 L-curve diagram of different iteration times - iterative Landweber regularization 

method 

 

（a）n=10 

 

（b）n=20 

 

（c）n=30 

 

（d）n=40 

图 14 迭代 Landweber 正则化法不同迭代次数 L 曲线曲率图 

Fig. 14 Curvature diagram of different iteration times - iterative Landweber regularization 

method 



 

 

 

（a）n=10 

 

（b）n=20 

 

（c）n=30 

 

（d）n=40 

图 15 迭代 Landweber 正则化法不同拟最优正则化因子组延拓值与真实值差异图 

Fig. 15 The difference between continued values and true values - iterative Landweber 

regularization method 

3 结 语 

本文对迭代 Tikhonov 和 Landweber 正则化延拓方法进行了深入分析，构建拟最优正则

化因子组，基于此提出了迭代正则化法中最优迭代次数和正则化参数最优组合的选取依据，

利用重力场模型构建了仿真试验，与传统 Tikhonov 进行了对比分析，总结如下： 

（1）对迭代正则化算法延拓误差随正则化因子组的变化关系研究表明，迭代 Tikhonov

正则化法中，拟最优正则化因子组序列内迭代次数和正则化参数呈线性关系；迭代

Landweber 正则化法中，拟最优正则化因子组序列内迭代次数和正则化参数呈反线性关系；

最优正则化参数和迭代次数存在显著相关性。 

（2）当迭代次数超过 10 后，各拟最优正则化因子组对应的延拓解与真实值误差相近，

当迭代次数足够大时，任意拟最优正则化因子组均可视为最优正则化因子组。因此当观测噪

声未知时，可优先选取较大迭代次数，利用 L 曲线法确定对应最优正则化参数，获取最优延

拓解。 

（3）基于本文选取策略的迭代正则化算法延拓解相比于传统 Tikhonov 正则化法更为平

滑，误差更小，但在数据变化较为明显区域，部分高频信号被当作噪声滤除，延拓效果并无

显著提升。 
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