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摘  要：在空间直角坐标转换等结构变量含误差（errors-in-variables，EIV）模型中，系数矩阵中有部分随机观测值（或其

负值）会在系数矩阵的不同位置重复出现。对于随机变量重复出现的结构 EIV 模型，重复的次数是否应纳入整体最小二

乘准则以及重复次数如何纳入，已有研究尚未形成定论。提出了一种通用结构 EIV 模型，通过引入综合权矩阵来表达不

同的平差准则并推导了通用模型的算法；然后采用线性化方法将通用 EIV 模型转换为 Gauss-Helmert 模型求解并推导了

参数的近似精度公式。从模型分析和数值模拟两方面分别验证了独立随机误差的重复次数不应计入结构整体最小二乘

准则。最终确立了结构 EIV 模型的最优平差准则，并证明了近似精度评定公式是可行有效的。
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Abstract： Objectives: In the structured errors-in-variables (EIV) model encountered in spatial coordinate 
transformation, part of the random observations (or their negative values) in the coefficient matrix appear 
repeatedly in different positions. Whether the repetitions of the random errors should be taken into account 
and how to deal with the repetitions in the adjustment principle, no consensus has been reached up to now. 
Methods: A generalized structured EIV model is proposed and a synthetic weight is introduced to describe 
different adjustment principles. The generalized EIV model is transformed to the Gauss-Helmert model 
through linear approximation. The solution and its approximate variance are derived. Results: It is verified 
that the repetitions should not be taken into consideration in the adjustment principle from the aspects of 
model analysis and numerical simulation. Conclusions: The optimal adjustment principle is confirmed and 
the approximate formula to calculate the accuracy is proved to be feasible and effective.
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在直线、平面拟合、空间直角坐标变换、自回

归模型求解中，系数矩阵和右端观测量由随机和

非随机元素组成，且同一随机元素会在不同的位

置 出 现［1-4］。 常 用 的 变 量 含 误 差（errors-in-vari‑
ables，EIV）模 型 及 相 应 的 整 体 最 小 二 乘（total 
least squares，TLS）方法假设系数阵中所有元素含

误差。因此，顾及增广误差矩阵元素的随机特性及

其相互关系的结构 EIV（structured EIV，SEIV）模

型和结构加权整体最小二乘（structured weighted 
TLS，SWTLS）方法应运而生［5-10］。文献［5］采 用

极大似然估计方法从含有误差的时间序列数据中

确定动态线性系统的参数，被认为是 SWTLS 问

题研究的开端。文献［6］定义了结构整体最小二

乘（structured TLS，STLS）这一术语，并将其转换

为非线性广义奇异值分解问题求解。文献［7］将

结构增广误差矩阵用其中的独立随机元素表示，

并命名为约束 TLS 方法。对于某些列为固定元

素 而 另 外 一 些 列 为 随 机 元 素 的 混 合 LS-TLS 问

题，文献［8］引入正交三角分解计算模型参数。对

于 误 差 为 非 等 权 相 关 的 情 形 ，文 献［9］发 展 了

WLS-WTLS 的 迭 代 算 法 。 文 献［10］将 SEIV 模

型用部分 EIV（partial EIV，PEIV）模型表达，在加

权 最 小 二 乘 准 则 下 推 导 了 参 数 估 计 的 Gauss-

Newton 型迭代算法，并进一步给出了参数的一阶

近似方差、非线性信赖域区间及偏差。文献［11］
给 出 了 PEIV 模 型 的 两 种 迭 代 算 法 ，其 计 算 效 率

与系数矩阵中随机元素的数量有关。文献［12］提

出 了 顾 及 系 数 阵 元 素 和 右 端 向 量 相 关 的 广 义

PEIV 模型。文献［13］将系数误差矩阵表示成已

知矩阵和独立误差向量的乘积，推导了附有线性

和二次约束的 STLS 问题的迭代算法。文献［14］
和文献［15］采用变量投影法将增广系数矩阵表示

成仿射结构矩阵与独立随机变量的乘积，然后将

STLS 问 题 转 换 为 非 线 性 等 式 约 束 优 化 问 题 求

解 。 文 献［16］研 究 了 含 多 个 右 端 观 测 向 量 的

STLS 问题。文献［17］提出了结构整体最小范数

（structured total least norm，STLN）方 法 ，这 一 方

法可以最小化误差向量的范数，是 STLS 问题的

重 要 拓 展［17-18］。 文 献［19-20］研 究 了 STLN 问 题

的 快 速 算 法 。 文 献［21］将 STLN 拓 展 到 系 数 阵

和 观 测 向 量 具 有 共 同 元 素 的 情 形 。 针 对 自 回 归

（auto-regression， AR）模型这一特定 STLS 问题，

文献［3-4］提出了两种新解法。

在 STLS 算法推导中，不同文献使用了不同

的平差准则，其差异在于是否考虑独立误差的重

复次数。如二维坐标转换中，源系统的纵横坐标

值在系数矩阵中出现了 2 次，而目标系统的纵横

坐标值在右端向量中只出现了 1 次。文献［1，7，

10，13-15］给出的平差准则未考虑重复次数，而文

献［3-4，17，21］均考虑了重复次数。不同的平差

准则必定会得到不同的平差结果，其参数估值在

统 计 意 义 上 孰 优 孰 劣 ，目 前 尚 未 给 出 明 确 结 果 。

本文从函数模型和数值模拟两方面入手，证明了

不 考 虑 独 立 误 差 元 素 重 复 次 数 的 平 差 准 则 能 够

得到统计意义下更优的解。

1　STLS平差模型及平差准则

EIV 模型的函数表达式为［1］：

y+ ey = (A+ EA ) x （1a）
式中 ，y和 ey 分别表示 n 维观测向量及其误差 ；A

和 EA 分别表示 n × m 维系数矩阵及其误差矩阵；

x为 m 维参数向量。误差向量的随机模型为：

e= é
ë
êêêê ù

û
úúúúeA

ey

~ (éëêêêê ù
û
úúúú0

0
,σ 2

0Q e)= (éëêêêê ù
û
úúúú0

0
,σ 2

0
é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

QAA QAy

Q yA Q yy

 )
（1b）

式 中 ，eA = vec (EA )，vec ( ∙) 表 示 矩 阵 向 量 化 算

子，即将 n × m 维矩阵的每一列从左至右叠加成

一个 nm 维列向量；σ 2
0 是单位权方差；QAA 和Qyy 分

别 是 eA 和 ey 的 对 称 正 定 协 因 数 矩 阵 ；QyA = QT
Ay

表示两者的协因数矩阵。当向量 e的协因数矩阵

Qe 可逆时，采用 WTLS 准则求参数的最优估值：

Φ (e)= eT Pee （2）

式 中 ，Pe = Q-1
e 为 e的 权 矩 阵 。 当 系 数 矩 阵 具 有

某种结构时，Qe 为秩亏矩阵无凯利逆。许多学者

将 EIV 函数模型进行改化，一般是从结构误差矩

阵或增广误差矩阵中提取独立误差向量，进一步

构 造 目 标 函 数 求 解 。 常 用 的 几 种 EIV 模 型 修 正

方法如下：

1） PEIV 模型及其平差准则。PEIV 模型选

取系数阵中独立随机量的真值 ā作为待求量，其

函数模型为［10］：

y= ( xT ⊗ In) (h+Mā)+ ey （3a）
a= ā+ ea （3b）

式中，a是系数矩阵中随机元素所构成的 t 维列向

量；ā和 ea 分别是相应的真值和误差向量；In 表示

n 维单位矩阵；h是已知的 nm 维常数向量，其元素

包含系数阵中的非随机元素；M是 nm × t 维常数

矩阵，其形式由系数矩阵中非随机元素的个数及

元 素 间 的 相 关 性 确 定 。 若 a和 y相 互 独 立［10］，即
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cov ( ea，ey )= 0，且 两 者 的 方 差 矩 阵 为 D ( ea )=
σ 2

0 ω-1，D ( ey )= σ 2
0W-1，其中 ω和W分别为 ea 和 ey

的权矩阵。相应的平差准则为：

Φ ( ā,x )= eT
a ωea + eT

yWey （4）

可见 PEIV 的平差准则中没有考虑独立随机

误 差 的 重 复 次 数 。 如 果 将 ea 和 ey 组 合 成 独 立 随

机 误 差 向 量 γ= [ eT
a eT

y ]
T
，权 矩 阵 P γ =

diag (ω，W )= ( diag (ω-1，W-1 ) )-1，则 平 差 准 则

式（4）可以写为：

Φ ( ā,x )= γT P γγ （5）

因此 PEIV 模型的 SWTLS 解是令独立随机

误 差 的 加 权 平 方 和 最 小 的 参 数 估 值 。 文 献［12］

中的 GPEIV 模型、文献［13］中约束结构 SWTLS
方法和文献［14-15］中的变量投影法，其本质上都

是采用式（5）所示的平差准则。

2） STLN 模型及其平差准则。STLN 方法

是定义一个与参数 x相关的矩阵 X，提取系数矩

阵中的独立随机误差 ea，使下式成立［17］：

Xea = EA x （6）

联立式（1a）和式（6），将观测值残差 r表达成

系数阵独立误差 ea 和参数 x的函数：

r ( ea,x )= -ey = y- Ax- Xea （7）

将式（7）在 ea 和 x的近似值处线性化，舍去二

次项后得到线性模型，然后采用下列平差准则［17］：

Φ (ea,x )= 0.5eT
y ey + 0.5eT

a D 2
a （8）

式 中 ，D a = diag (d 1，d 2，⋯，dt)，di（i = 1，2，⋯，t）

表示 ea 中的第 i 个元素在误差矩阵 EA 中重复出现

的次数。尽管 STLN 方法没有考虑误差的权值，

但可以很方便地将观测误差的权纳入平差准则。

仍 令 γ= [ eT
a eT

y ]
T
，定 义 D s = diag (D a，In)，由 于

式（8）中常数项对求极值无影响，则平差准则式（8）
等价于：

Φ ( x )= γTD 2
s γ （9）

可见，STLN 方法考虑了独立误差 ea 的重复

次数，且以重复次数的平方将独立误差纳入平差

模型。

3） 虚拟误差模型及其平差准则。文献［3］以

AR 模 型 参 数 估 计 为 背 景 ，将 式（1a）所 示 的 EIV
模 型 在 观 测 值 的 近 似 值 处 线 性 化 。 设 系 数 阵 真

值 A͂的近似值为 A 0，改正数为 ∆A，参数 x的近似

值为 x 0，改正数为 ∆x，则线性化方程为：

v= A 0 x 0 + A 0 ∆x+ ∆Ax 0 - y （10）

式中，v表示 y对应的改正数。然后通过矩阵等价

变换得到 ∆Ax 0 = [A 10 A 20 ] é
ë
êêêê ù

û
úúúúxB

v
，A 10 和A 20 表示

由 x 0 按照一定规则构造的近似矩阵；xB 表示设计

矩 阵 中 独 立 观 测 值 对 应 的 改 正 数 向 量 。 将 式

（10）化为：

v= ( In - A 20)-1
A 0 ∆x+ ( In - A 20)-1

A 10 xB -

( In - A 20)-1 ( y- A 0 x 0) （11）

组成虚拟观测值误差方程为：

vB = xB （12）

联立式（11）和式（12）得到：

vg = B g x g - lg （13）

式 中 ，vg 为 所 有 随 机 观 测 值 改 正 数 向 量 ；B g 为 等

效设计矩阵；xg 为所有待估参数和虚拟参数的改

正 数 ；lg 表 示 y- A 0 x 0 的 线 性 变 换［3］。 采 用 如 下

平差准则：

Φ ( x )= vT
g P gvg （14）

式 中 ，vg 实 际 上 是 (EA |ey) 中 的 独 立 误 差 向 量 γ；

Pg=DgP 由 两 部 分 组 成 ， 其 中 D g =
diag (d 1，d 2，⋯，dt + n)，di（i = 1，2，⋯，t + n，且 t+
n 为 独 立 误 差 的 个 数）表 示 vg 中 的 第 i 个 元 素 在

( EA |ey ) 中的重复次数，P为观测值向量的权矩阵。

可 见 ，虚 拟 误 差 模 型 解 AR 模 型 这 一 典 型

SWTLS 问题考虑了重复次数。与 STLN 方法的

差 异 在 于 ，它 采 用 的 是 重 复 次 数 本 身 ，而 不 是

STLN 中重复次数的平方。

上述 3 种典型的 STLS 方法采用了不同的平

差准则，不同的平差准则一定会得到不同的平差

结果。为了比较不同准则下的平差结果，下面将

上述 3 种典型的平差准则下的解纳入到一个统一

的平差模型中。

2　STLS模型的通用表达式及算法

推导

EIV 模型（式（1a））又可以表示为［1］：

y- Ax- Be= 0 （15）

式 中 ，B= [ xT ⊗ In -In ]为 n × (nm + n)矩 阵 ，

其 中 ⊗ 为 Kronecker 积 符 号 ，定 义 为 G⊗ H=
[ gij ∙H ]，其中 G= [ gij ]，且H为任意矩阵。设 γ为

(EA |ey)中的 t 个独立随机误差向量，则 eA 和 ey 可

以分别表示为：

eA = H 1γ （16a）
ey = H 2γ （16b）

式 中 ，H 1 和 H 2 分 别 为 nm × t 和 n × t 矩 阵 ，其 元

素均为常数。联立式（16a）和式（16b）：
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e= é
ë
êêêê ù

û
úúúúeA

ey
= é
ë
êêêê ù

û
úúúúH 1

H 2
γ= Hγ （17）

将式（17）代入式（15），并令 G= BH，则 EIV
模型可以写为：

y- Ax- Gγ= 0 （18）

独立随机误差的随机模型为：

E (γ)= 0, D (γ)= σ 2
0Qγ = σ 2

0 P-1
γ （19）

式中，Qγ 表示 γ的协因数矩阵；Pγ 表示其权矩阵。

令 γ= [ ]γ1 γ2 ⋯ γt

T
，且 γi 出 现 的 次 数 为 di（i =

1，2，⋯，t）。 定 义 D= diag (k1，k2，⋯，kt)，组 成 综

合权矩阵：

P sγ = DPγ （20）

相应的平差准则为：

ψ (γ)= γT P sγγ= min （21）

易 知 ，当 ki = 1 时 ，式（21）等 价 于 以 PEIV 模

型为代表的准则式（5）；当 ki = d 2
i 时，式（21）等价

于 以 STLN 模 型 为 代 表 的 准 则 式（9）；当 ki = di

时，式（21）等价于以虚拟误差模型为代表的准则

式（14）。以结构化函数模型（18）为基础，基于平

差准则式（21），构造如下 Lagrange 目标函数：

φ ( x,γ,λ)= γT P sγγ- 2λT ( y- Ax- Gγ)  （22）

式 中 ，λ为 n 维 Lagrange 乘 子 向 量 。 令 目 标 函 数

式（22）对各待定量 x、γ、λ的偏导数为 0，可得：

|

|

|
||
|
|
|1

2
∂φ ( )x,γ,λ

∂x
x̂,γ̂,λ̂

= (A+ ÊA ) T
λ̂= 0   （23a）

|

|

|
||
|
|
|1

2
∂φ ( )x,γ,λ

∂γ
x̂,γ̂,λ̂

= P sγ γ̂+ G T λ̂= 0   （23b）

|

|

|
||
|
|
|1

2
∂φ ( )x,γ,λ

∂λ
x̂,γ̂,λ̂

= y- Ax̂- Gγ̂= 0   （23c）

由式（23b）得到独立误差向量 γ的估值为：

γ̂= -P-1
sγ G T λ̂= -Q sγG T λ̂ （24）

式中，Q sγ = P-1
sγ ，表示综合权矩阵的逆 ；x̂、γ̂、λ̂分

别 为 x、γ、λ的 估 值 。 将 式（24）代 入 式（23c）并 移

项可得：

λ̂= -(GQ sγG T)-1 ( y- Ax̂ ) （25）

将式（25）代入式（23a）可以得到法方程：

( A+ ÊA )T (GQ sγG T )-1Ax̂=
( A+ ÊA )T (GQ sγG T )-1 y （26）

则参数的估值为：

x̂=[( A+ ÊA )T (GQ sγG T )-1A ]-1 ( A+
ÊA )T (GQ sγG T )-1 y （27）

由于式（26）法方程矩阵不对称，若在式（26）

两 端 加 上 (A+ ÊA ) T (GQ sγG T)-1
ÊA x̂，那 么 x̂ 可

由下式估计：

x̂=[( A+ ÊA )T (GQ sγG T )-1 ( A+ ÊA ) ]-1 ( A+
ÊA )T (GQ sγG T )-1 ( y+ ÊA x̂ ) （28）

根据上述推导过程，可以得出通用模型计算

SWTLS 问题的迭代步骤为：

1） 给 定 A、y、Qγ，根 据 γ的 重 复 次 数 和 不 同

平 差 准 则 的 计 入 方 式 确 定 对 角 阵 D，根 据

( EA |ey ) 的 结 构 确 定 H 1 和 H 2。 采 用 式（20）计 算

综 合 权 阵 P sγ 和 对 应 的 协 因 数 矩 阵 Q sγ = P-1
sγ 。

计 算 Qyy = H 2Qγ H T
2 和 参 数 的 初 值 x̂ ( )0 = x̂LS =

(ATQ-1
yy A)-1

ATQ-1
yy y；

2） 根 据 初 值 x̂ ( )0 计 算 矩 阵 B 和 G。 采 用 式

（25）和式（24）分别计算 λ̂和 γ̂，然后由式（16a）计

算 êA 的值，从而有 ÊA = ivec ( êA )，ivec ( ∙)是 vec ( ∙)
的 逆 运 算 ，表 示 将 nm维 向 量 恢 复 成 n × m 维

矩阵；

3） 将 G、Q sγ、ÊA、x̂ ( )0 分 别 代 入 式（27）或 式

（28），计算参数估值 x̂；

4） 如 果 最 后 两 次 的 估 值 x̂足 够 接 近 于 给 定

的阈值，终止迭代。否则，转向步骤 2）。

3　STLS模型平差准则的优化选取

尽管由式（18）和式（19）组成的 SWTLS 一般

模 型 能 通 过 选 取 不 同 的 D矩 阵 获 得 不 同 准 则 下

的迭代最优解，但无法获得参数的方差或均方误

差（mean square error，MSE）等精度评定指标，只

能在模拟实验中检验参数精度。由文献［22-23］

可 知 ，WTLS 并 不 是 一 种 新 的 平 差 方 法 ，仅 仅 是

LS 框架下的另外一种平差模型，且经典平差理论

中 的 Gauss-Helmert（GH）模 型（附 有 参 数 的 条 件

平差模型）是 EIV 模型的一个特例。因此 WTLS
问题的解可由非线性 GH 模型导出。若给定 x的

近似值 x 0 和 γ的近似值 γ 0，式（18）可线性化为：

f ( x,γ)= y- Ax- Gγ= y- Ax 0 - G 0γ0 +
|

|

|
||
|
|
|∂f ( )x,γ

∂x
x0,γ0

∆x+
|

|

|
||
|
|
|∂f ( )x,γ

∂γ
x0,γ0

∆γ （29）

式中，Δx= x- x 0；Δγ= γ- γ 0；G 0 和 E 0
A 为近似

值 x 0 和 γ 0 处的G和 EA 的值。且有：

|

|

|
||
|
|
|∂f ( )x,γ

∂x
x0,γ0

= -( A+ E 0
A )= -( A+

ivec( H 1γ0 ) ) （30）
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|

|

|
||
|
|
|∂f ( )x,γ

∂γ
x0,γ0

= -G 0 = -[ x T
0 ⊗ In - In ] H  （31）

将 式（30）和 式（31）代 入 式（29）并 作 适 当 变

换可以得到：

(A+ E 0
A ) x+ G 0γ- ( y+ E 0

A x 0)= 0     （32）

可见 SEIV 模型的线性化形式（式（32））是一

个标准 GH 模型，该模型不再体现 γ的重复次数，

实 际 上 重 复 次 数 已 经 由 投 影 矩 阵 H表 达 了 。 重

复次数体现了 EIV 模型的结构性，而投影矩阵 H

正 是 描 述 上 述 结 构 性 的 量 。 根 据 经 典 LS 理 论 ，

其平差准则应为：

Φ (γ,x )= γT Pγγ （33）

因此 ，从 SWTLS 问题的线性化形式证明了

其 平 差 准 则 应 满 足 式（33）。 由 线 性 化 模 型 式

（32）得到的最小二乘解是在给定 x 0 和 γ 0 情形下

的 一 个 近 似 解 ，为 了 得 到 更 严 密 的 解 ，将 式（32）

进一步表达为：

l= (A+ E 0
A ) ∆x+ G 0 ∆γ+ G 0γ0 （34）

式 中 ，l= y- Ax 0。 为 了 与 §2 中 符 号 一 致 ，记

P sγ = It Pγ = Pγ（It 为 t 维单位矩阵）。根据式（34）
及平差准则式（33），构造如下 Lagrange 乘子函数：

min:φ (∆x,∆γ,λ)= (γ0 + ∆γ) T
P sγ (γ0 + ∆γ)+

2λT ( l- (A+ E 0
A ) ∆x- G 0 ∆γ- G 0γ0)  （35）

分别求 φ (∆x，∆γ)对 ∆x、、∆γ和 λ的偏导数，

并令其值为 0，可得：

1
2

∂φ ( )∆x,∆γ
∂∆x = -(A+ E 0

A ) T
λ= 0 （36）

1
2

∂φ ( )∆x,∆γ
∂∆γ = P sγ (γ0 + ∆γ)- G T

0 λ= 0  （37）

1
2

∂φ ( )∆x,∆γ
∂λ = l- (A+ E 0

A ) ∆x-

G 0 ∆γ- G 0γ0 = 0 （38）

由式（37）可得：

∆γ= Q sγG T
0 λ- γ 0 （39）

将式（39）代入式（38）得：

l- (A+ E 0
A ) ∆x- G 0Q sγG T

0 λ= 0 （40）

由式（40）可得 Lagrange 乘子向量为：

λ= (G 0Q sγG T
0 )-1 ( l- (A+ E 0

A ) ∆x ) （41）

式（40）两 边 同 乘 以 (A+ E 0
A ) T

并 顾 及 式

（36），则有：

∆x=[( A+ E 0
A )T (G 0Q sγG T

0 )-1 ( A+
E 0
A ) ]-1 ( A+ E 0

A )T (G 0Q sγG T
0 )-1 ( y- Ax 0 )  （42）

x= x 0 + Δx=[( A+ E 0
A )T (G 0Q sγG T

0 )-1 ( A+
E 0
A ) ]-1 ( A+ E 0

A )T (G 0Q sγG T
0 )-1 ( y+ E 0

A x 0 )
 （43）

由 GH 模型推导得到的参数估计（式（43））与

§2 中 通 用 模 型 得 到 的 解（式（28））具 有 完 全 相 同

的形式。GH 模型的算法流程如下：

1） 给 定 A、y、Q γ，根 据 ( EA |ey ) 的 结 构 确 定

H 1、H 2。 计 算 Qyy = H 2Qγ H T
2 和 参 数 的 初 值

x̂ ( )0 = x̂LS = (ATQ-1
yy A)-1

ATQ-1
yy y，使 用 上 标（i）

( i = 0，1，2，⋯，N，N为迭代次数 ) 对 不 同 迭 代 次

数下的各参数进行区分，则 γ和 EA 的初值分别为

γ( )0 = 0 和 E ( )0
A = ivec (H 1γ( )0 )= 0；

2） 将 x̂ ( )i 代 入 式（31）计 算 B( )i 和 G ( )i ，由 式

（41）计 算 λ( )i ，由 式（39）计 算 ∆γ( )i 并 更 新 γ( )i =
γ( )i - 1 + ∆γ( )i ，由式（30）计算 E ( )i

A ；

3） 由式（42）计算 Δx ( )i - 1 ；

4） 如果 Δx小于给定的阈值，则终止迭代；否

则，更新 x ( )i = Δx ( )i - 1 + x ( )i - 1 ，转向步骤 2）。

注意，若不限定式（35）中 P sγ = Pγ，那么采用

线性化的 GH 模型，在准则式（21）下，即可选取不

同类型 D矩阵的条件下，可以得到和§2 中通用模

型完全一致的解。采用 GH 模型进行算法推导有

3 个方面的意义：（1）证明了 SEIV 模型的平差准

则 中 不 应 该 再 考 虑 重 复 矩 阵 。（2）证 明 了 由 通 用

模型（式（18））和线性化 GH 模型作为条件，在相

同 的 平 差 准 则 下 得 到 的 参 数 估 值 是 一 致 的 。（3）

将 SEIV 模 型 线 性 化 后 ，便 于 采 用 协 方 差 传 播 定

律计算参数估值的近似精度。

4　STLS模型参数估值的近似方差

根据§2、§3 的算法得到 SWTLS 解以后，可计

算独立误差向量的估值 γ̂，单位权方差计算式为：

σ̂ 2
0 = γ̂T P sγ γ̂

n - m
（44）

SWTLS 解的近似协因数矩阵可以根据线性

化 GH 模型的解（式（42））求解。虚拟观测值 l可

以写成：

l= y- Ax 0 = [-x T
0 ⊗ In In ]

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
úvec ( )A

y
=

-B 0Hη= -G 0η （45）

式中，η为 ( A |y ) 中的 t 个独立随机观测向量。根

据协因数传播律，向量 l的协因数矩阵为：

Qll = G 0Q sγG T
0 （46）

实际计算中近似值 x 0 可以用 SWTLS 估值 x̂
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代 替 ，相 应 的 残 差 矩 阵 近 似 值 E 0
A 用 对 应 的 估 值

E͂A 代替。如果忽略式（42）中 A͂= A+ E 0
A 这一项

中 A 的 随 机 性 ，那 么 可 由 协 因 数 传 播 律 得 到

SWTLS 解的近似协因数矩阵为：

Qx̂x̂ = QΔxΔx =

( A͂TQ-1
ll A͂)-1

A͂TQ-1
ll QllQ-1

ll A͂ ( A͂TQ-1
ll A͂)-1

=

( A͂TQ-1
ll A͂)-1

（47）

从而得到 SWTLS 解的近似方差为：

Dx̂x̂ = σ̂ 2
0 ( A͂TQ-1

ll A͂)-1
（48）

5　数值实验

首 先 采 用 二 维 仿 射 变 换 实 例 验 证 算 法 的 正

确性和可行性。设第 i 个公共点 Pi 在源坐标系和

目 标 坐 标 系 中 的 坐 标 分 别 为 ( xi，yi) 和 (X i，Y i)，
仿 射 变 换 模 型 为 Xi = a0 + a1 xi + a2 yi，Y i =
b0 + b1 xi + b2 yi，其中 a0 和 b0 为两个坐标系的平

移量，a1、a2、b1、b2 分别表示两个坐标系之间的旋

转 和 尺 度 变 换 参 数 。 假 设 有 3 个 或 以 上 的 公 共

点，仿射变换模型可以用 EIV 模型（式（1））表示，

且有：

A=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
1 x1 y1 0 0 0
0 0 0 1 x1 y1

1 x2 y2 0 0 0
0 0 0 1 x2 y2

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
1 xn yn 0 0 0
0 0 0 1 xn yn

，x=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

úa0

a1

a2

b0

b1

b2

  （49）

给 定 12 个 公 共 点 在 源 坐 标 系 中 的 坐 标 分 别

为（−1，1）、（1.2，−3.0）、（−2.6，3.0）、（3.0，1.5）、

（− 4.8，− 1.0）、（5.2，0.2）、（6.0，5.5）、（− 7.2，2.2）、

（7.8，− 2.0）、（8.5 ，2.2）、（− 9.5，− 5.0）、（10.0 ，

−0.8），参数的真值为 x͂=［10  4  −2  −10  1  3］T，

根 据 仿 射 变 换 模 型 计 算 出 12 个 点 在 目 标 系中的

真实坐标分别为（4，− 8）、（20.8，− 17.8）、（− 6.4，

− 3.6）、（19.0，− 2.5）、（− 7.2，− 17.8）、（30.4，

− 4.2）、（23.0，12.5）、（− 23.2，− 10.6）、（45.2，

−8.2）、（39.6，5.1）、（−18.0，−34.5）、（51.6，−2.4）。

对所有坐标值添加方差为 D 48 = σ 2
0 I48 = I48（I48 为

48 × 48 的单位矩阵）的随机误差。首先，不考虑

系数矩阵中源坐标重复 2 次而目标坐标重复 1 次

的差异，取重复矩阵 D= D 1 = I48 时，分别采用本

文方法、PEIV 模型［10］和变量投影法［14］进行求解，

得到的参数估计结果如表 1 所示。

当 取 D= D 2 = diag ( 4，⋯，4，1，⋯，1 )（4 和 1
的 个 数 都 为 24）时 ，采 用 本 文 方 法 和 STLN 方

法［17］进 行 求 解 ，得 到 的 参 数 估 计 结 果 如 表 2
所示。

从表 1 可以看出，由于 PEIV 模型［10］、变量投

影法［14］均未考虑源系统中坐标的重复次数，两者

的 平 差 准 则 等 价 于 本 文 提 出 的 通 用 模 型 中 重 复

矩阵取单位矩阵时的准则（式（21）），尽管三者对

结构误差的处理采用了不同的函数模型，但在相

同的准则下都得到了完全一致的平差结果，说明

本文提出的通用平差算法是可行有效的。由表 2
可以看出，STLN 方法［17］顾及了系数阵中随机观

测值的重复次数，并且是将观测重复数的平方纳

入平差模型，和本文通用模型在同样的平差准则

下也得到了一致的平差结果，进一步证明了本文

算法的可行性和有效性。

为了验证不同平差准则下 SWTLS 解的统计

性质，模拟系数阵元素和右端项含有公共元素的

SEIV 模 型 ，系 数 阵 和 右 端 项 的 真 值 及 误 差 的 结

构分别为：

表 2　不同平差方法的 SWTLS解（D= D 2）

Tab.  2　SWTLS Solutions with Different Adjustment Methods （D= D 2）

平差方法

STLN 方法 [17]

本文方法

â0

10.418 681
10.418 681

â1

4.056 913
4.056 913

â2

−2.101 082
−2.101 082

b̂0

−9.639 440
−9.639 440

b̂1

1.118 336
1.118 336

b̂2

2.855 364
2.855 364

表 1　不同平差方法的 SWTLS解（D= D 1）

Tab.  1　SWTLS Solutions with Different Adjustment Methods （D= D 1） 

平差方法

PEIV 模型 [10]

变量投影法 [14]

本文方法

â0

10.412 055
10.412 055
10.412 055

â1

4.065 602
4.065 602
4.065 602

â2

−2.136 739
−2.136 739
−2.136 739

b̂0

−9.641 747
−9.641 747
−9.641 747

b̂1

1.116 170
1.116 170
1.116 170

b̂2

2.912 190
2.912 190
2.912 190
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3.62
-1.03

0.75
4.05
0.75

-4.59
-4.16

1.25
2.75
2.50

-38.88
1.55

-18.89
-4.50

5.45
5.28
8.25

-10.85
4.55

-16.70
1.55
3.20
3.17
7.95
6.00

1.25
2.50
0.20

-1.72
-3.21

0.85
0.21
0.55
0.48

-3.00
8.42
0.85

17.50
1.55

-6.18
2.19

-8.01
4.55

-2.21
0.12
0
1.32
0.28
4.85

-8.72

6.75
-5.36

2.50
2.90
6.75
1.42
1.98
5.50

-1.80
15.00

3.07
7.20

-7.93
2.50
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0.45
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23.37
0.75
6.75
1.25

-1.80
2.50
0.85

15.00
1.55

17.50
9.36

20.20
52.75

8.25
4.55

24.35
3.20

12.80
6.00

32.60
7.95

14.78
5.87

10.90
27.60
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待估参数的真值为 x͂=[ 1 5 2 ]T，独立误

差向量 γ=[ γ1 γ2 ⋯ γ25 ]T 是零均值独立同分布的

随机变量，其方差为Dγ = σ 2
0 I25，其中 I25 表示 25×

25 阶 单 位 矩 阵 ，γi（i = 1，2，⋯，25）的 重 复 次 数

di 可以 由 (EA |ey) 的 结 构 获 得 。 分 别 采 用 3 种 平

差准则计算参数的估值，准则式（21）中对应的 D

矩 阵 分 别 取 D 1 = I25，D 2 = diag ( d 1，d 2，⋯，d 25 )=
diag ( 1，3，1，3，⋯，1，3，1 )，D3=diag（d 2

1 ，d 2
2 ，⋯，

d 2
25）=diag（1，9，1，9，⋯，1，9，1）。根据式（44）和

式（48）计算单位权方差和参数估值的方差。由于

参 数 真 值 已 知 ，可 以 计 算 均 方 误 差 MSE ( x̂ )=
( x̂- x͂ ) T ( x̂- x͂ )，以此来检核 3 种平差准则下估

值的精度，并与近似方差对照。分别取误差水平

σ 2
0 = 0.25 和 σ 2

0 = 1 进 行 计 算 。 为 了 体 现 结 果 的

统 计 性 ，将 不 同 误 差 水 平 的 实 验 各 进 行 10 000
次，将每次运算的结果取平均值，结果分别见表 3
和表 4。

从表 3 可以看出 ，不考虑重复次数的平差准

则（采用 D 1）获得的参数估值更接近于真值。参

数 各 分 量 的 MSE 最 小 ，从 数 值 上 验 证 了 不 考 虑

系数阵误差重复系数的平差准则是最优的。单位

权方差的估值略小于真值，是由于式（43）没有考

虑非线性模型线性化引入的偏差项。同理，各参

数分量的方差均小于对应的 MSE，原因是 SEIV
模型的非线性特性会引入估计偏差，方差加上偏

差 的 平 方 和 等 于 MSE。 但 是 ，对 比 方 差 和 MSE
的差异可知，参数 3 个分量的方差估值和 MSE 之

间的差异（| ( σ̂ 2
xi

- m̂ 2
xi

) /m̂ 2
xi |）分别为 3.38%、3.86%

表 3　不同平差准则下的 SWTLS结果（σ 2
0 = 0.25）

Tab.  3　SWTLS Results Under Different Adjustment 
Principles （σ 2

0 = 0. 25）

统计项

估计参数值

单位权方差

参数方差估值

MSE

统计量

x̂1

x̂2

x̂3

σ̂ 2
0

σ̂ 2
x1

σ̂ 2
x2

σ̂ 2
x3

σ̂ 2
Σ

m̂ 2
x1

m̂ 2
x2

m̂ 2
x3

m̂ 2
Σ

D= D 1

0.999 998
5.002 389
1.999 596
0.239 737

9.43×10−6

5.23×10−4

8.28×10−6

5.40×10−4

9.76×10−6

5.44×10−4

8.50×10−6

5.63×10−4

D= D 2

1.000 281
5.007 359
1.999 320
0.537 349

1.72×10−5

9.14×10−4

1.60×10−5

9.47×10−4

1.10×10−5

6.21×10−4

9.39×10−6

6.41×10−4

D= D 3

0.999 975
5.009 953
1.998 190
1.463 591

5.76×10−5

3.19×10−3

5.05×10−5

3.30×10−3

1.63×10−5

9.40×10−4

1.42×10−5

9.71×10−4
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和 2.59%，说 明 当 误 差 较 小 时 ，参 数 方 差 估 值 和

MSE 的差异很小，可以作为精度评定的指标。因

此 ，本 文 不 再 采 用 非 线 性 最 小 二 乘 偏 差 修 正 或

Monte Carlo 模拟的思想求解偏差值［10，24］。

从 上 述 理 论 分 析 可 知 ，将 SEIV 模 型 线 性 化

后，其平差准则不应顾及误差重复次数。式（44）

和 式（48）只 适 用 于 D为 单 位 阵 的 情 形 。 从 后 面

两列可以看出，当平差准则中计入误差重复的次

数时，单位权方差估值与真值以及参数分量的方

差估值与 MSE 均有较大的差异。当 D= D 3 时，

单位权方差估值约为真值的 6 倍，方差估值约为

对应 MSE 的 3.5 倍，这是由于单位权方差公式中

重复计算残差平方和所致，由此进一步证明不能

采 用 这 两 种 平 差 准 则 用 线 性 近 似 方 法 求 单 位 权

中误差及方差。

由表 4 可知，增大观测误差的方差，能够得到

与表 3 一致的结论，进一步验证了最优平差准则

应 该 选 择 重 复 矩 阵 D为 单 位 阵 。 由 式（48）给 出

的 方 差 估 值 与 MSE 在 3 个 分 量 上 的 偏 差 分 别 为

5.97%、5.43%、5.95%，进一步证明了本文的近似

精 度 评 定 方 法 在 误 差 较 小 的 情 况 下 是 可 行 有

效的。

6　结　语

结 构 EIV 模 型 系 数 矩 阵 中 的 随 机 元 素 重 复

出 现 的 次 数 是 否 应 计 入 平 差 准 则 以 及 如 何 计 入

平差准则，目前尚未形成定论。本文从模型分析

和数值验证两方面入手，证明重复次数不应计入

平差准则。主要贡献如下：

1）总结了已有的 3 种处理 SEIV 模型的平差准

则，指出不同的平差准则会得到不同的平差结果。

提出了一种通用的 SWTLS 平差模型，通过选取不

同的综合权矩阵 P sγ 得到的目标函数等价于上述 3
种不同准则下的目标函数。采用 Lagrange 乘子法

推导了通用模型的解并给出了计算步骤。

2）迭代方法无法给出参数的统计性质，本文

将通用模型线性化得到 GH 模型，从理论上分析

了 误 差 重 复 次 数 不 应 计 入 平 差 准 则 的 原 因 。 推

导了 GH 模型的算法，证明其与通用模型得到的

结 果 是 一 致 的 。 根 据 误 差 传 播 律 得 到 了 参 数 的

近似方差估值。

3）通过实例验证了本文提出的算法与已有方

法结果一致，证明了本文方法可行有效。通过模

拟计算证明了不考虑误差重复次数的平差准则得

到的解在 MSE 意义下最优，且参数的近似方差是

MSE 的良好近似，可以作为精度评定的指标。
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