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高精度三维跟踪抛物运动的重力垂直梯度测量方法
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摘要 

目的：重力垂直梯度是探究地球重力场的关键信息，在大地测量学、地球物

理学和地球动力学等领域中的应用越来越广泛，因此，快速、准确地获取高精度

的重力垂直梯度信息愈发迫切。方法：本文提出了一种基于三维跟踪测量和抛物

运动的重力垂直梯度测量方法，在真空环境中，利用三维跟踪技术动态追踪抛物

运动下落的靶球，获得靶球运动的三维坐标时间序列，建立轨迹观测方程，并利

用最小二乘法提取出重力垂直梯度信息。结果：对本文提出的测量方法设计了仿

真实验并进行精度验证，实验结果表明，当落体测量精度达到微米级时，此测量

方法的主要误差源是三维跟踪测量误差和时间测量误差，其中时间测量误差对重

力垂直梯度测量精度的影响较小。对抛物运动坐标时间序列同时加入标准差为

10μm的三维跟踪测量随机误差和标准差为10ns时间测量随机误差后统计重力垂

直梯度的测量误差，测量误差的 RMS 约为 1.31E。结论：该方法在测量重力垂

直梯度时是有效的并且具有较好的稳定性。 

关键词：重力垂直梯度；抛物运动；三维跟踪技术 
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Abstract 

Objectives: The vertical gravity gradient plays an important role in the 

exploration of the Earth's gravity field. It is more and more widely used in the fields 

of geodesy, geophysics and geodynamics. Therefore, it is urgent to obtain the vertical 

gravity gradient with high accuracy quickly and accurately.  

Method: A new method to determine vertical gravity gradients by 3D tracking 

parabolic motion is proposed. In a vacuum environment, firstly, the 3D tracking 

technology is used to dynamically track the parabolic falling target to obtain the 3D 

coordinate time series of the target movement, establish the trajectory observation 

equation, and extract the gravity vertical gradient using the least square method.  

Result: When the measurement accuracy of falling target reaches micron level, 

the main error sources of this measurement method are 3D tracking measurement 

error and time measurement error, of which the time measurement error has a small 

impact on the measurement accuracy of vertical gravity gradient. After adding the 3D 

tracking measurement random error with the STD is 10μm and the time measurement 

random error with the STD is 10ns to the parabolic motion coordinate time series, the 

RMS of the measurement error of vertical gravity gradient is about 1.31E.  

Conclusion: The proposed method of vertical gravity gradient measurement is 

effective and has good stability. 

 

Keyword: vertical gravity gradient; parabolic motion; 3D tracking technology 

 

重力垂直梯度是指重力沿其铅垂方向的导数，它表示的是地球重力场强度在

垂直方向上的变化率，比重力具有更高的空间分辨率，是重力测量学和地球物理

学中的重要地球物理量[1]。重力垂直梯度对近地表的密度变化以及地球内部的质

量运动有较为敏锐的探测能力[2]，与重力相比，重力垂直梯度在探测埋藏较浅的

密度异常体时反应更为敏锐，表现的特征更丰富全面[3]。因此研究重力垂直梯度

及其时变特征，可以获取地球表层及其内部物质的空间分布、运动和变化[4]。在

地球物理探测领域，为满足油气勘探的需要，重力垂直梯度测量开始得到重视和

应用[5]，随着重力垂直梯度测量精度的提高，重力垂直梯度测量技术已成为资源

探测和地质勘探的关键技术之一[6,7]。在物理大地测量学中，利用重力垂直梯度

可以进行精化似大地水准面的研究[8,9]。在地球动力学中，重力垂直梯度数据已

应用于断层活动、冰后回弹和震源研究[10]，使人们对这些动力学事件以及灾害

预测有了进一步认识[11]。综上所述，重力垂直梯度测量数据可以为大地测量学、
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地球物理学和地球动力学等研究领域提供丰富的信息，对地球科学和空间科学的

发展有着重要的意义[5]。 

地面上的传统重力垂直梯度测量方法主要有三种：利用高精度相对重力仪测

定重力垂直梯度，利用绝对重力仪的重力观测数据确定重力垂直梯度以及利用重

力梯度仪直接测得重力垂直梯度。 

利用相对重力仪测量重力垂直梯度时，通常将两台高精度相对重力测量仪器

置于位置高低不同处同时观测，然后交换两台仪器反复观测，获取两点间的重力

差值以求得重力垂直梯度值。这种测量方法成本较高，操作复杂，测量效率较低，

测量仪器不易便携，测量环境复杂时仪器稳定性较差，因此不利于广泛应用于重

力垂直梯度测量领域。 

与相对重力仪获取重力垂直梯度不同，绝对重力仪首先采集自由落体运动或

上抛运动下落的距离-时间序列[12]，然后在时间序列中获取重力垂直梯度信息
[13,14]。绝对重力仪观测时存在的误差源较为复杂[15,16,17]，观测数据中存在的有色

噪声难以消除，测量方法适用性不强[12]。 

除此之外，重力梯度仪也是测量重力垂直梯度的重要工具之一，经过一个多

世纪的发展，重力梯度仪经历了扭力测量、旋转加速度计测量、超导测量、量子

技术测量等。其中扭秤式重力梯度仪操作繁琐，需要测得不同方向上的独立偏转

角后才能确定重力梯度分量，测量周期较长；旋转加速度计式重力梯度仪是通过

测量两点间的加速度差获取重力梯度分量信息，作为目前实际生产应用较为广泛

的重力梯度仪，其测量精度优于 10E[18,19]，但其对加速度计的测量精度要求较高，

而加速度计复杂的降噪过程限制了其发展；超导重力梯度仪作为一种相对测量仪

器，通过磁力弹簧振子和位移检测两部分实现重力信号的测量[20]，设备结构复

杂，体积大，不易搬运；量子重力梯度仪利用原子云落下时引力场拉力的细微变

化探测微重力的变化，造价较高且易受磁场和热场的干扰[21]。因此，克服现有

重力垂直梯度测量方法的缺点，高效获取高精度的重力垂直梯度信息仍然是当前

面临的挑战[22]。 

三维跟踪测量系统结合了激光干涉测距技术、光电探测技术、计算机及控制

技术、现代数值计算理论等，能对空间运动目标进行跟踪并实时测量目标的空间

三维坐标[23]。它采用极坐标测量原理，具有高精度、高效率、实时跟踪等特点，

测量时可达亚微米级精度，数据输出速率高达 2000Hz[24]，测量时不易受周围环

境的影响且操作简单。三维跟踪测量技术目前已较广泛的应用于精密工程测量、

机器人研发等领域[25,26,27]。 

基于此，为方便测量不同地区的重力垂直梯度信息，简化重力垂直梯度测量

的复杂性，本文提出了一种三维跟踪抛物运动的重力垂直梯度测量方法。 

1. 重力垂直梯度的测量原理与方法 

本文中重力垂直梯度的测量原理示意图如图 1 所示，在真空环境中，利用三

维跟踪技术与时间采集器来同步追踪抛物运动的靶球，获取靶球运动的三维坐标

时间序列。 
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图 1 测量原理示意图 

Figure 1 Sketch of Vertical Gravity Gradient Measurement.  

基于上述测量系统，在真空环境中，获取抛物运动靶球的三维坐标时间序列

后，采用 3 倍中误差法对测量序列进行粗差剔除，利用附有限制条件的间接平差

法从三维坐标时间序列中提取重力垂直梯度信息。 

设起始时刻 0t 处抛物运动的靶球坐标为 0 0 0X Y Z、 、 ，第 i 时刻 it 处抛物运动

靶球的坐标为 ( 1,2, )i i ix y z i n、 、 ；在 X 轴、Y 轴、Z 轴三个方向上，抛物运动

靶球的初速度分别为 x y zv v v、 、 ；测点处重力加速度值大小为 g ，重力垂直梯度

值大小为 K ；重力加速度 g 与 X 轴、Y 轴、Z 轴的夹角分别为  、 、 ，在真空

环境中，落体仅受重力作用，可认为重力加速度的方向不发生改变，  、 、 为

固定量；0t 时刻至 it 时刻抛物运动靶球下落的距离为 s ；则根据抛物运动的原理，

it 时刻的观测方程为： 

 

2

0 0 0

2

0 0 0

2

0 0 0

( ) 0.5( 0.5 )( ) cos

( ) 0.5( 0.5 )( ) cos

( ) 0.5( 0.5 )( ) cos

i x i i

i y i i

i z i i
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      
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     

 (1) 

约束方程为： 

 2 2 2cos cos cos 1      (2) 

公式(1)中的 i i ix y z、 、 和 it 均为观测值，其余值均作为未知参数求解，误差方

程可以用矩阵表达为： 

 ˆ V = Ax l  (3) 

限制条件方程用矩阵表达为： 



5 

 

 ˆ 0 xCx W =  (4) 

式中，V 表示改正数， A表示误差方程的系数， x̂表示未知参数、 l 表示误差方

程的自由项、C 表示限制条件方程的系数、 xW 表示限制条件方程的自由项，对

式(3)及式(4)中各项参数单独求导： 
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 
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 0 0 0 0 0 0 0 2sin cos 2sin cos 2sin cos 0 0        C  

 
2 0 2 0 2 01 cos cos cos     

x
W  

则法方程可以表示为： 

 

T Tˆ 0

ˆ 0

bb s

x

   


 

N x C K A Pl

Cx W
 (5) 

其中， T

bb
N = A PA ， sK 、P 分别表示对应于限制条件方程的联系数向量和权阵，

1 T 1 1 T( ) ( )s bb bb x

   K CN C CN Α Pl W ，此处 P 设为单位阵。 

对公式(5)加入阻尼因子  ： 

 

T Tˆ ˆ( ) 0

ˆ 0

bb s

x

      


 

N I x C K A Pl x

Cx W
 (6) 

其中， 为常数，I 表示单位阵。加入阻尼因子后可以避免方程在解算过程中出

现病态性的问题并能提高迭代算法中数值的稳定性，在保证成功率的前提下加速

收敛过程。若不加入阻尼因子可能会出现病态方程，导致方程无解或使得迭代过
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程发散。 

考虑到方程中含有较多的未知参数并且未知参数的值不能直接获取，需先对未知

参数设置初值，而在初值设置时可能存在误差，因此采用迭代的方法求解未知参

数。将公式(6)整理为迭代方程： 

  1 1 T 1 1( ) ( ( ) ( ) )k k k

bb cc bb x             x N I C N C N I W Ix W W x  (7) 

其中， TW A Pl ， 1 T( )cc bb   N C N I C 。 

对公式(7)进行迭代求解， k
x 为第 k 次的求解结果： 

 
T

0 0 0 0
ˆ ˆˆˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ

x y zx y z v v v t g K   
 

x  (8) 

解出 x̂后，代入公式(3)可求得V ，最后即可求出： 

 ˆ  L L V  (9) 

 0ˆ ˆ X X x  (10) 

综上所述，获取重力垂直梯度信息的具体过程如下： 

（1） 利用激光跟踪仪获取抛物运动的三维坐标时间序列； 

（2） 对获取的三维坐标时间序列进行粗差剔除； 

（3） 输入粗差剔除后的三维坐标时间序列： it 、 ix
、 iy

、 iz ； 

（4） 设定公式(1)中各参数的初值；  

（5） 建立误差方程和限制条件方程表达式，根据各参数初值及抛物运动

的三维坐标时间序列确定公式(3)和公式(4)中的系数矩阵： A 、 l 、C 、 xW ； 

（6） 建立法方程，确定公式(5)中的法方程系数 bbN 、联系数向量 sK 、权

阵 P 以及公式(6)中的阻尼系数  ； 

（7） 迭代求解，由公式(7)得到迭代方程后设置迭代过程的收敛条件：

1ˆ ˆk kK K   ，当重力垂直梯度值第 k 次的迭代结果满足收敛条件时，输出解算

结果，得到重力垂直梯度信息，不满足条件时重复过程(4)~(7)。 

2. 仿真实验 

2.1 理论精度分析 

本文提出的重力垂直梯度测量方法中，主要误差源是三维跟踪测量误差和时

间测量误差。三维跟踪技术和时间采集器动态追踪抛物运动的靶球时，三维跟踪

测量误差和时间测量误差会在三维坐标时间序列中引入随机误差，影响重力垂直
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梯度的测量精度。 

为了验证本文中重力垂直梯度测量方法的有效性，在保证落体测量精度为微

米级的前提下，根据实验原理进行仿真实验。在三维坐标时间序列中分别加入三

维跟踪测量随机误差和时间测量随机误差，设三维跟踪测量的实时操作系统跟踪

测量频率为 2000Hz，下落距离为 1m。 

首先设定式(1)中各未知参数的初值，其中 0 1mx  ， 0 1my  ，
0 1mz  ，

0.012m/sxv  ， 0.01m/syv  ， 0.01m/szv  ，0 0t  ， 89.4  ， 89.2  ， 1  ，

29.79876m/sg  ， 3086EK  ；根据式(1)和式(2)仿真出不含测量随机误差的抛物

运动三维坐标时间序列；然后在不含有任何测量随机误差的三维坐标时间序列中

引入三维跟踪测量随机误差和时间测量随机误差，生成含有测量随机误差的三维

坐标时间序列；最终对序列进行迭代求解后得到重力垂直梯度信息，其中迭代过

程的收敛条件中 41 10   E。 

根据上述仿真实验流程，考虑到三维跟踪测量系统的测量精度[28]，当落体

测量精度达到微米级时，对抛物运动坐标时间序列同时加入均值为 0μm，标准差

为 10μm 的三维跟踪测量随机误差和均值为 0ns，标准差为 10ns 的时间测量随机

误差，30 次测量结果取其平均值作为一次观测值，并重复实验 1000 次，统计重

力垂直梯度的解算结果与实验时重力垂直梯度初值 3086E 之间的差值，统计结

果如表 1 所示，抛物运动测量重力垂直梯度的理论精度如图 2 所示。 

 

表 1 抛物运动测量重力垂直梯度误差统计(E) 

Table 1 Error Statistics of Vertical Gravity Gradient Measured by Parabolic Motion(E). 

测量随机误差 MAX MIN MEAN STD RMS 

10μm+10ns 10.77 -8.97 0.06 1.31 1.31 

 

图 2 抛物运动测量重力垂直梯度的理论精度 
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Figure 2 Theoretical Accuracy of Measuring Vertical Gravity Gradient by Parabolic Motion. 

如表 1 和图 2 所示，落体测量精度达到微米级时，基于三维跟踪抛物运动的

重力垂直梯度测量方法稳定性较好，同时加入激光跟踪测量误差和时间测量误差

后，重力垂直梯度的测量误差整体在-8.97~10.77E 之间，MEAN 为 0.06E，，RMS

为 1.31E，整体在较小范围内波动。 

2.2 三维跟踪测量误差分析 

为了分析三维跟踪测量误差对重力垂直梯度测量的影响，假设时间测量误差

为 0 且落体测量精度达到微米级，对无误差的三维坐标时间序列分别加入均值为

0μm，标准差为 1μm、5μm、10μm 的三维跟踪测量随机误差，将这些测量随机

误差平均分配于三维坐标序列的 x、y、z 三个方向上，30 次测量结果取其平均值

作为一次观测值，并重复实验 1000 次，生成含有三维跟踪测量随机误差的三维

坐标时间序列后进行迭代求解，统计解算结果与实验时重力垂直梯度初值

（3086E）之间的差值，统计结果如表 2 所示，三维跟踪测量误差对重力垂直梯

度测量的影响如图 3 所示。 

表 2 三维跟踪测量误差对抛物运动测量重力垂直梯度的影响统计(E) 

Table2 Statistics of the Influence of 3D Tracking Measurement Error on Vertical Gravity 

Gradient by Parabolic Motion(E). 

三维跟踪测量

随机误差 

MAX MIN MEAN STD RMS 

1μm 1.12 -0.95 0.01 0.33 0.35 

5μm 7.09 -5.02 0.05 0.65 0.65 

10μm 10.06 -12.30 -0.02 1.30 1.31 

图 3 三维跟踪测量误差对抛物运动测量重力垂直梯度的影响 

Figure 3 The Influence of 3D Tracking Measurement Error on Vertical Gravity Gradient by 

Parabolic Motion. 

从表 2 和图 3 中可以看出，落体测量精度为微米级时，对三维坐标时间序列
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中引入的三维跟踪测量误差越大，重力垂直梯度的测量精度越低，MEAN 均接

近于 0，且三维跟踪随机测量误差增大时重力垂直梯度测量误差的 STD 逐渐增

大，分别为 0.33E,、0.65E、1.30E，测量方法的稳定性随之降低。加入 1μm 的激

光跟踪测量误差时，重力垂直梯度的测量误差在-0.95~1.12E 之间；加入 5μm 的

激光跟踪测量误差时，重力垂直梯度测量误差在-5.02~7.09E 之间；加入 10μm 的

激光跟踪测量误差时，激光跟踪测量误差对测量重力垂直梯度的影响达到最大，

测量误差在-12.30~10.06E 之间。 

2.3 时间测量误差分析 

分析时间测量误差对重力垂直梯度测量的影响时，假设其余各项误差均不影

响重力垂直梯度的测量和解算且三维跟踪测量落体精度达到微米级，分别将均值

为 0ns，标准差为 1ns、5ns、10ns 的时间测量随机误差加入无误差的三维坐标时

间序列，30 次测量结果取其平均值作为一次观测值，并重复实验 1000 次，生成

含有时间测量随机误差的三维坐标时间坐标序列后进行迭代求解，统计解算结果

与实验时重力垂直梯度初值（3086E）的差值，统计结果如表 3 所示，时间测量

随机误差对重力垂直梯度测量的影响如图 6 所示。 

表 3 时间测量误差对抛物运动测量重力垂直梯度的影响统计(E) 

Table 3 Statistics of the Influence of Time Measurement Error on Vertical Gravity Gradient by 

Parabolic Motion (E). 

时间测量

随机误差 

MAX MIN MEAN STD RMS 

1ns 0.01 0.00 0.00 0.00 0.00 

5ns 0.03 -0.03 0.00 0.01 0.01 

10ns 0.06 -0.06 0.00 0.02 0.02 

 

图 4 时间测量误差对抛物运动测量重力垂直梯度的影响 

Figure 4 Influence of Time Measurement Error on Vertical Gravity Gradient by Parabolic 

Motion. 
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从表 3 和图 4 中可以看出，落体测量精度达到微米级时，加入的时间测量随

机误差越大，对重力垂直梯度测量的影响越大，时间测量随机误差为 10ns 时，

重力垂直梯度测量误差达到最大，在±0.06E 之间，STD 和 RMS 均为 0.2E。总

体来说，时间测量随机误差对重力垂直梯度测量的影响较小，加入时间测量随机

误差后，重力垂直梯度测量误差整体控制在较小范围内，测量方法仍具有较好的

稳定性。 

3. 结论 

本文提出了一种高精度三维跟踪抛物运动的重力垂直梯度测量方法，并通过

仿真实验验证了该方法的有效性。这种新型测量方法使用三维激光测量技术动态

追踪抛物运动，结合时间采集器获取抛物运动目标的三维坐标时间序列，然后通

过最小二乘迭代法解算出重力垂直梯度信息。 

基于三维跟踪测量技术的重力垂直梯度测量方法主要有两个误差来源：三维

跟踪测量误差和时间测量误差。采用控制变量的方法分别讨论了每个误差源对抛

物运动测量重力垂直梯度的影响。实验结果表明，落体测量精度达到微米级时，

三维跟踪测量误差是影响本文重力垂直梯度测量方法的主要误差，时间测量误差

对重力垂直梯度测量的影响较小，且引入时间测量随机误差后测量该方法仍具有

较好的稳定性,重力垂直梯度测量误差的 RMS 约为 1.31E，。 
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