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菱形三十面体格网系统构建的等积投影方法研究 

王  蕊 1   贲  进 1*   梁晓宇 1   梁启爽 1   涂祖瑞 1 

1 战略支援部队信息工程大学地理空间信息学院,河南 郑州，450001 

 

摘 要：全球离散格网系统（discrete global grid systems，DGGS）是一类新兴的数字地球参考框架，在大尺度多源地理空间

数据集的组织、集成与分析方面具有天然优势。现有全球离散格网系统构建方法中，基于多面体投影方法生成的格网系统具

有更加优异的几何性质，因而被广泛研究。基础多面体及投影方法是格网系统设计选项中影响格网单元几何性质的主要因素。

为构建更加均匀、高效的格网系统，本文选择菱形三十面体作为基础多面体，推导菱形三十面体与地球球体等积投影的正反

算解析公式，并将其应用于三种不同单元形状等积全球离散格网的生成。对比实验结果表明，与二十面体 Snyder 等积投影

相比，本文提出方法的角度变形减小约 51%，且克服了 Snyder 逆投影迭代求解导致格网生成效率较低的不足，为全球离散

格网系统的相关应用提供了优选解决方案。 

关键词：菱形三十面体；格网系统构建；等积投影方法 

Research on the Equal-Area Projection for the Construction of the Rhombic 

Triacontahedron Grid Systems 

 

WANG Rui1  BEN Jin1*  LIANG Xiaoyu1  LIANG Qishuang1  TU Zurui1 

1 Institute of Geospatial Information, PLA Strategic Support Information Engineering University, Zhengzhou 450001, China 

 

Abstract: Objectives: Discrete global grid systems (DGGS) are new reference frameworks for the Digital Earth，and are suitable for 

organization, integration and analysis of multi-source big geospatial datasets. Among the existing construction methods of DGGS, 

using polyhedron projection to the sphere can generate DGGS with superior geometric properties and has been widely used at present. 

Basic polyhedrons and projection methods are main factors of DGGS design choices with respect to grid cell geometrics. Most 

existing DGGS schemes choose the platonic solids to approximate the Earth, where the icosahedron achieves the smallest distortion 

due to the most faces but still has difference with spherical surface. To break through the thinking of platonic solids and constructs 

more uniform and efficient grid systems, this paper chooses a new basic polyhedron, the rhombic triacontahedron, and researches its 

equal-area projection methods. Methods: The "Slice-and-Dice" approach provides the equal-area mapping between the spherical 

triangles and the planar triangles for the polyhedral projections, which has different implementations according to the partitioning 

strategies, and in this paper the vertex-oriented great circle projection is chosen to realize the equal-area mapping between the surface 

of the rhombic triacontahedron and the sphere because of more uniform angular distortion compared with the Snyder equal-area 

polyhedral projection. Each diamond face of the rhombic triacontahedron is divided into two triangles along the short diagonal as the 

basic planar triangles for projection. First, according to the equal surface area of the rhombic triacontahedron and the sphere, we 

calculate the edge and angle parameters of the rhombic triacontahedron and its corresponding spherical polyhedron. Then, the 

forward and inverse projection formulas are derived based on the equal-area conditions of the vertex-oriented great circle projection. 

网络首发时间：2023-04-14 14:19:07
网络首发地址：https://kns.cnki.net/kcms/detail/42.1676.TN.20230413.2102.002.html
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All procedures are closed form without iterations like the inverse Snyder equal-area polyhedral projection. Results: Three 

experiments are realized and the results show that: (1) compared with the icosahedron using Snyder equal-area polyhedral projection, 

the angular distortion caused by the proposed method is reduced by 51%. The mean of angular distortion declines from 0.166 radians 

to 0.082 radians, and the standard deviation declines from 0.055 to 0.023; (2) the proposed scheme is used to generate three types of 

global grids with different cell shapes—triangles, quadrilaterals and the hexagons, which verifies the validity of the proposed scheme; 

(3) the efficiency of grid generation using the proposed inverse projection of the rhombic triacontahedron is about four times that of 

the icosahedron grids based on the inverse Snyder equal-area projection, which needs iterations. Conclusions: A new DGGS scheme 

is proposed by introducing the rhombic triacontahedron, which provides a new idea for the development and application of DGGS. 

The new scheme has more angular distortion, which helps generate more uniform grids and improve the accuracy of subsequent data 

processing and representation, and can be applied to different cell shapes. The next step is to research data modeling, spatial analysis 

algorithms and the combination of DGS and high-performance computing based on this scheme, so as to provide better solutions for 

the organization, processing and analysis of big data on the Earth. 

Keywords: rhombic triacontahedron; construction of grid systems; equal-area projection method 

 

随着传感器及探测技术的迅猛发展，地球空间

信息的获取、处理和应用已步入“大数据”时代[1]。

对地观测数据海量、广域、多源、异构、多尺度等

特点使得“地球大数据”的表征、汇聚和处理愈加

困难。“全球离散格网系统”（discrete global grid 

systems，DGGS）是对整个地球空间进行递归剖分

形成的多分辨率离散地球参考模型[2]，有助于建立

以空间位置为主键的数据关联新模式，有望成为支

持地球大数据融合分析的优选方案[3,4]。 

基于多面体投影是构建 DGGS 的有效方法。直

接在球面进行规则格网剖分较为困难，采用特定方

法递归剖分理想多面体表面，再映射至地球表面，

即可得到较为规则的球面格网。多面体投影能在满

足等积或等角性质的情况下，另一性质的变形较小，

使构建格网的几何性质较为优异；此外，多面体格

网与球面格网具有相同的拓扑关系，原本在球面的

部分运算操作可转换至多面体表面，有效提高了计

算效率。 

DGGS 的构建主要涉及基础多面体、投影方法、

多面体定位、剖分方案与编码 5 个设计选项[5]，其

中基础多面体与投影方法是影响格网系统单元形

变的主要因素。在基础多面体方面，由于柏拉图多

面体规则的几何结构，现有绝大部分 DGGS 采用该

类多面体来拟合地球[6-9]。White 等系统性地统计分

析了不同柏拉图多面体与投影方法对格网变形性

质的影响，发现面数最多的正二十面体带来的畸变

最小[10]。目前正二十面体已成为构建 DGGS 的主要

方案[8,11-13]，但其仍然存在与球面差异过大、格网

单元分布不均匀的问题。为突破柏拉图多面体的束

缚，Hall 等尝试采用卡特兰多面体中的 120 面体构

建 DGGS[14]，相比正二十面体该方案的角度变形大

大减小，但其单个面均为不规则三角形，仅适于构

造三角形格网系统，且计算较复杂。 

在投影方面，单元等积性被认为是较为理想的

格网特性，它能有效提高数据表达精度并减少数据

冗余[15]，适于统计分析计算。多面体等积投影相关

研究较少，现有柏拉图多面体 DGGS 主要采用

Snyder 等积多面体投影[16]，该投影解决了相邻投影

面公共边经纬线断裂的问题，然而在投影边界处的

角度变形较大，且逆投影需迭代求解，有损精度并

影响效率。Van Leeuwen 和 Strebe 提出了“Slice and 

Dice”多面体等积投影[17]，简称 Leeuwen 投影，相

比 Snyder 投影角度变形更均匀，但仅用于柏拉图多

面体，且未给出多面体到球面的逆投影公式。DGGS

格网生成、数据分析与可视化等方面需频繁使用逆

投影，研究表明其运算效率已成为限制 DGGS 应用

效率的瓶颈之一[18]，因此有必要研究更高效的多面

体逆投影运算。 

综上，选择合适的多面体并设计高效的投影方

法可以构建更加规则、均匀，且性能优异的 DGGS。

本文选择菱形三十面体（rhombic triacontahedron）

作为基础多面体[19]，虽然面数少于 120 面体，但其

结构在 DGGS 应用中存在以下优势：（1）面数多于

正二十面体，与地球拟合程度更高，且相邻两个面

沿公共边镜像对称符合多面体投影基本要求;（2）

每个面为大小相同的菱形，适合各种规则单元的剖

分。尽管八面体或正二十面体可利用两个三角面组

成“菱形”作为剖分及编码的基本结构[7,8]，但其仅
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是一种逻辑菱形结构，两个三角面不位于同一平面，

增加了单元位置描述及格网相关运算的复杂度；（3）

菱形面上的一组邻边是天然的二维坐标系，易于描

述单元位置。结合上述结构特点，依据 Leeuwen 投

影原理，本文推导了菱形三十面体正逆投影的解析

表达式，并通过对比实验验证了该方案在格网变形

与计算效率上的优势。 

1  基本原理 

Leeuwen 投影是实现球面三角形到多面体三角

面等积映射的一类方法[17]，其基本原理是：在某种

分割策略下，球面三角形上任意无限小的单元均以

相等的面积投影至平面上一无限小单元，该投影即

满足等积性质。根据分割策略的不同，Leeuwen 等

积投影有不同实现方法，本文采用的是指向多面体

顶点的大圆弧等积投影，该投影的分割策略为：从

顶点出发分割球面三角形的大圆弧投影到平面三

角形为过对应顶点的一条直线，其中顶点指的是多

面体及其球面多面体的顶点。图 1（a）和（b）分

别为球面三角形 和多面体表面平面三角形 ，顶

点 为多面体的顶点，顶点 为对应球面多面体的

顶点。基于上述分割策略，根据Leeuwen投影原理，

可推导出该投影的等积条件，推导过程见文献[17]，

本文不再赘述。 

如图 1（a）所示， 为球面三角形上任意一点，

为穿过顶点 且经过点 的大圆弧，与球面三角

形的边 交于点 并将 分为区域 与 ，

点 将大圆弧 分割为两部分，令弧长 ，

；如图 1（b）所示， 为多面体表面上的

投影三角面， 为 在 上投影点， 为过平面三

角形顶点 与 的一条直线， 与边 交于点

并 将 分 割 为 区 域 与 ， 线 段

， ，点 将直线 分割为线

段 和 ，定义为线段长度 ，

。指向多面体顶点的大圆弧等积投影条件

如下： 

（1）球面三角形 的面积 与平面三角形

的面积 相等，即 

  (1) 

（2）球面三角形上区域 与 的面积比等于平

面三角形上区域 与 的面积比，即 

  (2) 

（3）在大圆弧 与其投影直线 上，点 投影

点 的位置满足 

  (3) 

上述 3 个条件中，条件（1）和（2）适用于所

有基于 Leeuwen 投影原理的等积投影，条件（3）

是根据具体的分割策略推导等积微分条件而得。 

  
（a）球面三角形  （b）平面三角形  

图 1  面向顶点的大圆弧投影示意图 

Fig.1  Diagram of the Vertex-oriented Great Circle Projection 

2  菱形三十面体等积投影 

菱形三十面体由三十个全等菱形组成（图 2 左），

共有 32 个顶点、60 条边，每个面均为黄金菱形，

即两条对角线的长度比为黄金比例。Leeuwen 投影

实现了球面三角形到平面三角形的等积映射，为将

该方法推广至菱形三十面体，本文将三十面体的各

个菱形面沿短对角线分为两个相等的等腰三角形

作为菱形三十面体的基本投影面。考虑到菱形三十

面体的对称特性，下文仅针对一个等腰三角形面进

行投影算法的推导。 

 

图 2  菱形三十面体正逆投影示意图 

Fig.2  Diagram of the Forward and Inverse Projections 

between the Rhombic Triacontahedron and the Sphere 

2.1  投影基本参数 

多面体投影需先确定球面三角形与平面三角

形的顶点坐标、边长等作为投影运算的基本参数。

为计算菱形三十面体基本投影面，即等腰三角形的

有关参数，将等积条件（1）推广到整个多面体，

等效于菱形三十面体表面积需等于球面面积，由此
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可计算与单位球等表面积的菱形三十面体菱形面

棱长 、长对角线 、短对角线 为： 

 (4) 

为方便平面坐标运算，在图 1（b）所示平面三

角形 上构建二维平面直角坐标系：以 为 轴，

中点为原点， 位于 轴正方向上，易得三个

顶 点 坐 标 分 别 为 ， ，

。 

为计算球面菱形三十面体（图 2 右）上顶点坐

标、边的弧长与内角等参数，需先定义菱形三十面

体与地球球体的位置关系。球面菱形三十面体共 32

个顶点，以数字 0～31 对其索引，在展开面上的具

体标识如图 3 所示。 

本文采取一种简单、易理解的定位方法：将 0

号顶点放置在北极，31 号顶点放置于南极，1 号顶

点经度为 36°E，可计算得菱形三十面体 32 个顶点

的地理坐标：1～5、6～10、11～15 顶点纬度分别

为 52.622631859°N 、 26.565051177°N 、

10.812316964°N，同纬度相邻顶点经度间隔 72 度，

根据对称性，可得其他顶点地理坐标。该定位方法

使得投影后经度为东经（或西经）0°、36°、72°、

108°、154°、180°的 10 条经线均与菱形面的对角线

或棱长重合，且关于赤道对称。在格网构建时，能

使离散化的球面格网单元与地理特性建立关联，利

于地球科学相关研究。在实际情况中也可根据应用

需求，选择其他定位参数，并计算相应的顶点地理

坐标。 

基于顶点坐标，利用球面几何可计算得球面三

角形 T 的相关参数： ，

，

。 

 

图 3  菱形三十面体顶点索引 

Fig.3  Vertex Indices of the Rhombic Triacontahedron 

2.2 正投影公式 

给定球面三角形上一点地理坐标，解算其在平

面三角形上投影坐标的过程为正投影或投影正算。

根据等积投影条件，推导菱形三十面体等积投影正

算的解析表达式。 

步骤一：根据等积条件（2）确定投影点 所

在投影直线 在平面三角形 上位置。 

依据单位球上球面三角形的面积公式可得

；设大圆弧 与 、 的

夹角分别为 和 ，则可得球面三角形 对应区

域 的面积为

。因此，可以推导在菱形三十面体等积投影

中投影条件（2） 的具体表达式 

  (5) 

式(5)中，由于点 P 的经纬度已知，利用叉乘公

式可解算 ；然后在球面三角形 内根据球面余

弦公式计算 ： 
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  (6) 

将 与 代入式(5)可得 ，易计算直线

与 的交点 坐标 ： 

  (7) 

步骤二：根据等积条件（3）确定投影直线 上

投影点 的位置。 

已知点 、 地理坐标，计算两点间弧长 ；

在球面三角形 内，借助余弦公式计算

： 

  (8) 

然后根据式(3)等积条件，可得 。最后，计

算投影点 坐标 ，公式如下 

  (9) 

2.3 逆投影公式 

给定平面三角形上一点的平面坐标，解算其在

球面三角形上投影点地理坐标的过程为逆投影或

投影反算。同样根据等积投影条件，推导菱形三十

面体等积投影反算的解析表达式。 

步骤一：求解球面上过投影点的大圆弧与球面

三角形交点 的坐标。 

对于逆投影，点 的平面坐标已知，易计算等

积投影条件式(2)的比例系数 ，然后根据式(5)

计算 。 

为解算 与 ，根据球面三角形 ABD 内余弦公

式 ， 令

，上式左侧用 替换 ，展开得 

 (10) 

两边除 得 

  (11) 

即可解算出球面三角形 内角 与 ，再根据余

弦公式可求出 。 

由于 已知，根据四元数的球面线性插

值公式（spherical linear interpolation，SLERP），点

的坐标计算公式如下： 

  (12) 

其中， 、 、 为球面三角形对应点的四元数坐

标。由于投影坐标求解无需旋转参数，因此只用点

、 的三维坐标即可计算出点 的三维坐标。 

步骤二：求解大圆弧 上投影点 的坐标。

再次利用 SLERP 插值方法，大圆弧 上有 

  (13) 

如图 1 所示， ， ， 。

为求解点 坐标，需计算上述弧长。根据投影基本

参数，易得点 、 三维坐标，然后计算 ；

对于 ，已知平面三角形内点坐标，计算 与 ，

然后根据式(3)，即可解算 。 

将 、 与 代入式(13)计算 ，即为投影

点 坐标。可发现，上述运算过程均为解析表达式，

无需 Snyder 逆投影的迭代过程。 

3  实验与分析 

为了验证本文所提方案的优势，设计以下实验：

（1）投影角度变形对比实验，比较 Leeuwen 投影

与 Snyder 投影应用于菱形三十面体与正二十面体

的角度畸变；（2）格网生成实验，分别生成三角形、

四边形和六边形三类规则单元格网系统；（3）格网

生成效率对比实验，比较本文推导的逆投影与

Snyder 等积多面体逆投影对格网生成效率的影响。 

3.1 等积投影角度变形对比实验 

由于地图投影无法同时满足等积和等角性质，

因此等积投影必然存在角度变形。为证明本文方案

的优势，比较其与目前使用广泛且面数最多的正二

十面体 Snyder 等积投影的角度变形。实验采用角度

变形程度的通用衡量指标—Tissot 椭圆[20]，来计算

角度变形值，其原理为：球面上任意无限小的圆投

影至多面体表面为一椭圆。定义投影椭圆的长轴和

短轴分别为 a 和 b，角度变形值 d 由如下公式解算： 
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  (14) 

具体实验方法为：在球面三角形上，选择均匀

分布的若干小圆（图 4），每个小圆上等间隔取若干

离散点，投影至平面三角形，计算小圆上投影点与

小圆中心投影点的距离，取距离中的最大值与最小

值分别作为此小圆投影椭圆的长轴和短轴，然后利

用式(14)解算小圆的角度变形 d，最后统计所有小圆

角度变形均值与标准差。 

经过实验统计，各投影角度变形的均值与标准

差如表 1 所示。为更直观展示角度变形程度，将角

度变形值可视化，按照 1°间隔，将 0°到 20°的角度

变形值渐变映射为白色至品红色，其中 20°是由实

测角度变形最大弧度值—正二十面体 Snyder 投影

的 0.31 确定。可视化结果如图 5 所示，颜色越浅代

表角度变形的程度越小，颜色越深代表角度变形的

程度越大。 

 
图 4  Tissot 椭圆球面小圆采样示意图 

Fig.4  Illustration of Sampled Small Circles of Tissot Ellipse 

on the Sphere 

表 1  等积投影角度变形均值与标准差 

Tab.1  Average and Standard Deviation of the Angular Distortion for Different Equal-area Projections 

投影类型 均值（弧度） 标准差 

正二十面体 Snyder 0.166 0.055 

菱形三十面体 Leeuwen 0.082 0.023 

 

（a）正二十面体 Snyder 

 

（b）菱形三十面体 Leeuwen 

图 5  等积投影角度变形可视化结果 

Fig.5  Visualization of the Angular Distortion for Different Equal-area Projections

分析实验结果，可发现： 

（1）菱形三十面 Leeuwen 投影的整体角度变

形与二十面体 Snyder 投影相比明显减小，且分布更

加均匀；相比二十面体 Snyder 投影，菱形三十面体

Leeuwen 投影的平均角度变形减小约 51%，标准差

减小约 58%，原因主要在于相比正二十面体，菱形

三十面体的面数更多，与球体的近似程度更高，因

此变形更小； 

（2）由于投影策略不同，两种投影的变形分

布也不同；Snyder 投影是以三角面中心作为投影点，

角度变形从三角面中心向外辐射，可以直观地看出，

三角面内部 3 条投影边界处的变形非常大，角度变
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形接近 20 度；菱形三十面 Leeuwen 投影以菱形面

的顶点为投影中心，每个面上角度变形从投影中心

向外呈辐射状散发，离投影中心越远变形越小，面

中心处几乎无角度变形。 

该实验结果证明了本文设计方案在基础多面

体与投影方法上的优势。 

3.2 菱形三十面体格网生成实验 

菱形三十面体的 30 个面为全等的菱形，其优

势在于菱形面适合多种规则图形的剖分，包括三角

形、菱形和六边形。基于本文菱形三十面体等积投

影方法构建全球等积格网的基本流程如图 6 所示。 

确定多面体及与地球定位关系后，格网系统构

建的下一步是确定单元类型及初始剖分单元。根据

菱形三十面体结构，本文定义如下三类格网系统的

初始单元，即第 0 层单元：30 个菱形面为菱形格网

系统第 0 层单元；每个菱形面沿对角线分为两个三

角形，共 60 个三角面作为三角形格网系统第 0 层

单元；由 60 个三角面组成的 12 个五边形作为六边

形格网系统的第 0 层单元，五边形分别以图 3 中索

引为 0、6～10、21～25 与 31 的 12 个顶点为中心。 
 

图 6  菱形三十面体等积全球离散格网系统构建流程图 

Fig.6  The flow chart of constructing the rhombic 

triacontahedron equal-area grid systems 

较特别的是六边形格网，以格网剖分孔径 4 为

例，即上下两层单元面积之比为 4，六边形格网第

1 层单元分布如图 7 所示，共 30 个六边形和 12 个

五边形。需要注意的是，六边形格网系统每层都是

由六边形和 12 个五边形组成，五边形的面积为六

边形的 5/6。图 8（a）、（b）、（c）分别展示了算法

生成的菱形三十面体三角形、菱形、六边形球面等

积格网的第三层，该结果验证了本文提出的等积投

影算法，能够很好地适用于三类规则单元格网系统

构建。

 
图 7  孔径为 4 菱形三十面体六边形格网系统第 1 层单元 

Fig.7  The first level of the aperture 4 hexagonal grid system based on the rhombic triacontahedron 



8 
 

   
（a）三角形格网 （b）菱形格网 （c）六边形格网 

图 8  三类规则单元的菱形三十面体等积格网第三层示例 

Fig.8  Examples of three different types of equal-area grids based on the rhombic triacontahedron at level 3

3.3 格网生成效率对比实验 

在格网生成过程中，逆投影运算需频繁使用三

角函数运算，是制约格网生成效率的主要因素。为

进一步验证本文提出逆投影算法的效率优势，作者

采用 Visual C++ 2012 开发工具分别实现了基于二

十面体 Snyder 逆投影与本文提出菱形三十面体等

积逆投影的格网生成算法。 

为获取均匀分布的待投影单元集合，分别构建

二十面体和菱形三十面体三角形格网，相邻两层单

元的面积比均为 4，计算三角形单元的顶点坐标作

为待投影点，并投影至球面计算地理坐标。全部程

序编译为 Release 版本，并在一台兼容机（配置：

Windows 7×64 旗舰版+SP1；硬件配置：Intel Core 

i5-6500 CPU@3.20GHZ，8G RAM，KingSton 120GB 

SSD）上进行测试。统计各算法在格网 7～10 层的

运算时间，运算效率为单位时间内生成的三角形单

元个数，每层测试 10 次取平均值，结果见表 2。 

分析以上实验结果： 

（1）本文算法生成菱形三十面体等积格网的

效率约为基于二十面体 Snyder 等积投影生成格网

效率的 4 倍。根据图 6，除逆投影算法外，两者生

成过程中的其他运算基本一致，均为整数或简单的

浮点数运算，可见本文逆投影算法对格网生成效率

的提升。主要原因在于本文算法求解过程均为解析

表达，而 Snyder 逆投影涉及迭代运算，且需良好的

初值，大大影响了运算效率； 

（2）影响格网生成效率的主要因素是逆投影

算法的三角函数运算，由于两种算法均涉及难以避

免的球面三角形参数解算，因此效率提升存在瓶颈。 

表 2  格网生成实验效率统计结果 

Tab.2  Efficiency of the global grid generation for icosahedron snyder grids and the proposed grids 

层次 

本文方案 二十面体 Snyder  

效率比 
单元数量 

运行时间 

（毫秒） 

效率 

（个/毫秒） 
单元数量 

运行时间 

（毫秒） 

效率 

（个/毫秒） 

7 983,040 760 1293.47 327,680 997 328.67 3.94 

8 3,932,160 3003 1309.41 1,310,720 4021 325.97 4.02 

9 15,728,640 12047 1305.61 5,242,880 15901 329.72 3.96 

10 62,914,560 47840 1315.10 20,971,520 62718 334.38 3.93 

4 总结展望 

本文引入菱形三十面体提出了一种新型等积

全球离散格网系统构建方法。根据等积投影条件，

推导了菱形三十面体正逆等积投影的解析表达式，

并利用逆投影算法构建了三类不同形状的等积全

球格网。与现有方案相比，该方案构建的 DGGS 单

元角度变形更小，有利于提高后续数据处理与表达

的精度，且解决了现有多面体等积逆投影迭代导致

格网构建效率低的问题。本文方案摆脱了当前利用

柏拉图多面体构建 DGGS 的思维定势，为全球离散

格网系统的发展及相关应用提供了新的思路。下一

步需基于该方案继续研究数据建模、空间分析算法

及 DGGS 与高性能计算的结合，为地球大数据的组
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织、处理与分析提供更优的解决方案。 
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