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摘  要：为解决海面换能器位置误差对海底大地控制点定位精度的影响，将海面浮标和海底应答器均作为未知点，并把

海面浮标间的基线信息作为约束条件，提出了附加浮标基线约束的 GNSS/A（global navigation satellite system/acoustic）
定位联合平差方法。首先，利用海面浮标间基线信息构建互测距方程，把海面换能器位置作为虚拟观测，与水下声学测

距共同组成联合函数模型进行解算；然后，基于方差分量验后估计理论，对海面浮标位置、声学测距和浮标基线 3 类观测

值进行准确的权重配比；最后，采用模拟数据进行验证。实验结果表明，所提方法的定位精度比传统定位方法提高了

17.5%~46.3%，比联合平差方法提高了 16.5%~45.8%。
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A Joint Adjustment Method with Between-Buoy Baseline Constraint 
for GNSS/A Underwater Precise Positioning
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Abstract： Objectives: To mitigate the impact of acoustic transducers 􀆳 coordinate errors on the positioning 
accuracy of undersea geodetic control points, an improved joint adjustment method incorporating between-
buoy baseline constraints is proposed for global navigation satellite system/acoustic （GNSS/A) underwater 
precise positioning system integrated with a moored buoy observation system. This method treats both the 
surface buoy and the seafloor transponder as unknown points, using the mutual ranging information be‐
tween GNSS buoys as constraints. Methods: First, the mutual ranging equation is formulated based on the 
baseline information between buoys, and the positions of the acoustic transducers provided by GNSS posi‐
tioning are introduced as virtual observations. These are combined with underwater acoustic ranging data to 
form a joint functional model for solving the equations. Then, to balance the covariance matrices of buoy 
positions, baseline observations, and acoustic observations, variance component estimation is applied to 
improved joint adjustment process. This step accurately determines the weight matrices for the three types 
of observations. Finally, the proposed method is verified using simulation data. Results: Experimental re‐
sults indicate that the proposed method significantly enhances the positioning accuracy of seafloor transpon‐
ders. The positioning accuracy is improved by 17.5% to 46.3% compared with the conventional positioning 
method, and by 16.5% to 45.8% compared with the joint adjustment method. Conclusions: The simula‐
tion results further demonstrate that the proposed method outperforms the other two methods, showcasing 
its superior performance in undersea geodetic control point positioning.
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海底大地控制网是海洋定位与导航技术的基

础 设 施 ，主 要 采 用 GNSS/A（global navigation 
satellite system /acoustic）定位技术，借助 GNSS 浮

标平台实施水下声呐测距，来实现海底大地控制点

的精确标定［1-3］。由于复杂的海洋环境和水声声呐

测距技术的限制，现有的数据处理方法尚不能够满

足精确标定海底大地控制点的需求［4-5］。2019 年国

际大地测量协会正式设立了海洋大地测量工作组，

以推动海洋空间基准与水下定位技术的发展，提高

海底大地控制点的定位精度。

近年来，学者们先后发展了航迹优化、差分定

位和深度约束等技术手段，来提高海底大地控制点

的定位精度。航迹优化提高了海底大地控制点的

平面精度，但高程方向的定位精度仍有待提升［6-7］。

对声呐观测值进行差分能够削弱观测值间的共模

误差，提高海底大地控制点的定位精度［8-11］。基于

压力计提供的深度值，提出了附加深度约束的水下

定位方法，提高了海底大地控制点的垂直方向的定

位精度［12-15］。但是，上述方法在估计海底大地控制

点的位置时，均忽略了海面换能器的位置误差［16］。

海面换能器位置主要由 GNSS 定位技术确定，在不

同历元具有不同的定位精度，这表明海面换能器位

置不可避免地存在定位误差。若忽略海面换能器

的位置误差，在平差过程中会将海面浮标位置的不

确定信息传递到海底，降低海底大地控制点的定位

精度。将海面换能器和海底应答器都当作未知参

数，提出了顾及海面位置误差的水下联合平差方法［16］，

减弱了海面换能器位置误差对水下定位的影响。

但该方法没有考虑海面浮标间高精度的基线信息［17］。

因此，应将浮标间高精度的基线信息作为约束纳入

到观测方程，发展附加浮标基线约束的水下联合平

差方法，来进一步提高海底大地控制点的定位精度。

1　传统 GNSS/A定位方法

GNSS/A 水 下 定 位 技 术 借 助 GNSS 浮 标 平

台 实 施 水 下 声 呐 测 距 来 精 确 标 定 海 底 大 地 控 制

点 的 位 置 。 如 图 1 所 示 ，假 设 海 平 面 布 设 了

n ( n ≥ 4 ) 个 GNSS 浮标 ，可通过精密单点定位或

者 后 处 理 差 分 定 位 技 术 进 行 定 位 。 根 据 GNSS
浮标和声学换能器的几何关系，可以计算声学换

能器的位置。声学换能器向海底应答器发射询问

信号并接收应答信息，记录声信号的单向传播时间，

借助声速剖面数据，计算声学换能器至海底应答器

的传播距离。若忽略海面换能器的位置误差，声学

测距线性化观测方程的向量表达式为：

L = Bdx q + ε （1）

式中，L 为声学测距观测值与测距计算值的差值；

B 为对应海底应答器的设计矩阵；dx q 为海底应答

器坐标的改正数；ε 为观测误差。根据最小二乘平

差法，则可计算海底应答器的坐标改正量为：

dx̂ q = ( BT P hq B )-1 BT P hq L （2）

式中，P hq 为声学观测值的权矩阵。海底应答器的

坐标为：

x̂ q = x q + dx̂ q （3）

式中，x q =[ xq，yq，zq ]T 为海底应答器的坐标。

传统 GNSS/A 定位方法认为海面换能器的位

置是没有误差的已知值，但是由 GNSS 定位提供的

海面换能器不可避免地存在定位误差，各个历元的

定位精度也不相同。若忽略海面换能器的位置误

差，在平差过程中会将海面浮标位置的不确定信息

传递到海底，降低海底应答器的定位精度。为消除

声学换能器位置误差对水下定位的影响，文献［16］
提出了顾及海面位置误差的水下联合平差模型，提

高了海底应答器的定位精度，但该方法没有考虑高

精度的浮标基线观测信息。根据精密单点定位技

术定位海面换能器的位置精度为 15~20 cm，但由

相对定位提供的浮标基线观测信息精度为厘米级，

甚至可以达到毫米级。将高精度的浮标基线信息

作为约束条件纳入到观测方程中，可进一步提高海

底应答器的定位精度。

2　基于浮标基线约束的联合平差估计

方法

2.1　附加浮标基线约束的联合平差函数模型

将 海 面 浮 标 和 海 底 应 答 器 的 位 置 均 视 为 未

知参数，则线性化后的观测方程为：

L = Adx h + Bdx q + ε （4）

图 1　基于海面浮标的 GNSS/A 定位示意图

Fig. 1　Sketch Map of GNSS/A Underwater Positioning 
Based on Surface Buoy
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式中，A 为对应海面浮标的设计矩阵；dx h 为浮标

坐标改正数。

将 GNSS 声 学 定 位 提 供 的 海 面 浮 标 位 置 作

为虚拟观测，则观测方程为：

Lx h = F̄dx h + εx h （5）

式中，Lx h 为虚拟观测值；F̄ 是块对角矩阵，即 F̄ =
blkdiag ( F，F，…，F )，F 为单位阵；εx h 为虚拟观测

值的误差向量。

假设海面共布设了 n 个 GNSS 浮标，则浮标间

可观测到的基线数为 n ( n - 1 ) /2，且所有观测基线

都是不重复的。选择 n - 1 条独立基线，将其作为

约束条件纳入观测方程中来优化定位模型，相应的

线性化后的浮标间互测距观测方程为：

L h = Hdx h + εh （6）

式中，L h 为浮标间的互测距观测值与计算值的差

值；H 为浮标互测距方程的设计矩阵；εh 为浮标互

测 距 的 观 测 误 差 ；联 合 式（4）、式（5）和 式（6），则

可 构 建 附 加 海 面 浮 标 基 线 约 束 的 联 合 平 差 函 数

模型：
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根据最小二乘原理可得：
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BT P hq L
（8）

式 中 ，Px 是 虚 拟 观 测 权 重 ，可 根 据 GNSS 定 位 的

先验方差-协方差信息定权；P h 是海面浮标间基线

观测权矩阵。

2.2　附加浮标基线约束的联合平差随机模型

海面 GNSS 浮标位置虚拟观测、海面基线观测

值和声学测距观测值属于不同类型观测值，利用验

前方差估计观测值的权矩阵不能完全反映各类观

测值的实际精度，不精确的随机模型会降低参数估

计解的精度［18-20］。本文采用 Helmert 方差分量验后

估计方法，对 GNSS 浮标位置虚拟观测值、浮标基

线观测值和声呐测距值进行定权，削弱了随机模型

不准确对水下定位的影响。由式（4）、式（5）、式（6）
可得海面 GNSS 浮标位置虚拟观测、海面 GNSS 浮

标基线和声学测距的误差方程为：

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

V x h = F̄dx h - Lx h

V h = Hdx h - L h

V = Adx h + Bdx q - L

（9）

式中，V x h 为海面浮标位置的改正数向量；V h 为海面

基线的改正数向量；V 为声学测距的改正数向量。

根 据 Helmert 方 差 分 量 估 计 ，附 加 海 面 基 线

约束的联合平差随机模型验后估计式为：

é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

úS 11 S 12 S 13

S 21 S 22 S 23

S 31 S 32 S 33

é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

úσ̂ 2
1

σ̂ 2
2

σ̂ 2
3

=
é

ë

ê

ê
êêê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úV T
xh P xV xh

V T
h P hV h

V T P hqV

（10）

式中：

S 11 = n1 - 2 tr ( N -1 N 1 )+ tr ( N -1 N 1 )2

S 12 = S 21 = tr ( N -1 N 1 N -1 N 2 )
S 13 = S 31 = tr ( N -1 N 1 N -1 N 3 )

S 22 = n2 - 2 tr ( N -1 N 2 )+ tr ( N -1 N 2 )2

S 32 = S 23 = tr ( N -1 N 2 N -1 N 3 )
S 33 = n3 - 2 tr ( N -1 N 3 )+ tr ( N -1 N 3 )2

N 1 = é
ë
êêêê

ù
û
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0 0

N 2 = é
ë
êêêê ù

û
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û
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其中，n1 为海面浮标位置虚拟观测数；n2 为海面基线

观测数；n3 为声学测距观测数；σ̂ 2
1 为海面浮标位置虚

拟观测量的单位权方差；σ̂ 2
2 为海面基线观测量的单

位权方差；σ̂ 2
3 为声学测距观测量的单位权方差。

本 文 设 计 的 附 加 浮 标 基 线 约 束 的 联 合 平 差

随机模型验后估计的计算过程如下：

1）将观测值分为海面浮标位置虚拟观测值、

海 面 浮 标 间 基 线 值 和 海 面 换 能 器 到 海 底 应 答 器

的声学测距值 3 类独立观测值，分别对其进行验

前权估计，求得 3 类观测值的初始权 Px、P h 与 P hq。

2）对海面浮标位置虚拟观测量、浮标基线观

测 量 和 海 面 换 能 器 到 海 底 应 答 器 的 声 学 测 距 观

测量进行第一次平差，得到 3 类观测值的改正数

V x h、V h 及 V。

3）根 据 附 加 浮 标 基 线 约 束 的 联 合 平 差 随 机

模型验后估计所采用的 Helmert 方差分量估计公

式，求得 3 类观测值单位权方差的第一次估值 σ̂ 2
1 、

σ̂ 2
2 与 σ̂ 2

3 ，再 根 据 P k + 1
i = P k + 1

i ⋅ C/σ̂ 2
i（i=1，2，3；C

为系数矩阵）重新定权。

4）反 复 进 行 步 骤 2）和 步 骤 3），直 至 σ̂ 2
1 、σ̂ 2

2 与

σ̂ 2
3 的 比 值 符 合 设 定 的 阈 值 ，得 到 相 对 应 的 权 ，将

权代入式（8）中进行参数的求解。

2.3　附加浮标基线约束的联合平差方法的优越性

根据方差-协方差传播定律［21］，传统 GNSS/A
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定 位 方 法 计 算 的 海 底 应 答 器 的 方 差 -协 方 差 矩

阵 D LS 为：

D LS = σ 2
0 ( BT P hq B )-1 （11）

式 中 ，σ 2
0 为 单 位 权 方 差 ；下 标 LS（least aquare）为

最小二乘。

由 文 献［16］可 知 ，根 据 方 差 -协 方 差 传 播 定

律 ，联 合 平 差（joint adjustment， JA）计 算 海 底 应

答器的方差-协方差矩阵 D JA 为：

D JA = σ 2
0 (BT P hq B - BT P hq A( P x +

AT P hq A )-1 AT P hq B)-1
（12）

根 据 式（7），附 加 浮 标 基 线 约 束 的 GNSS/A
联合平差的函数模型可表达为：

S = Gdx h + Kdx q + εl = [G K ] é
ë
êêêê ù

û
úúúúdx h

dx q + ε l （13）

式 中 ，S 为 观 测 值 向 量 ，S = [Lx h
T LT L h

T ] T
；

G、K 均 为 设 计 矩 阵 ，G = [ F̄ T AT H T ]T
，K =

[ 0 BT 0 ] T
；ε l为误差向量，ε l =[ εxh

T εT εh
T ] T

。

根 据 LS 原 理 ，由 式（13）可 得 附 加 浮 标 基 线

约束的 GNSS/A 联合平差的法方程为：
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式 中 ，U 11 = G T PG；U 12 = G T PK；U 21 = K T PG；

U 22 = K T PK； W 1 = G T PS； W 2 = K T PS， P =
blkdiag ( Pxs

，P hq，P h )，为 ( 5n - 1 )×( 5n - 1 ) 的 块

对角矩阵。将式（14）进行等价变换可得：
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式 中 ，C = é
ë
êêêê ù

û
úúúú-Z E 3

0 E 3
，E 3 是 3 × 3 的 单 位 阵 ；Z =

U 21U -1
11 ；U 1 = K T P ( E 5n - 1 - GU -1

11 G T P ) K ，其

中 E 5n - 1 是 ( 5n - 1 )×( 5n - 1 ) 的 单 位 阵 ；R 1 =
K T P ( E 5n - 1 - GU -1

11 G T P ) S。

解算式（16）可得：

K T P (E 5n - 1 - GU -1
11 G T P ) Kdx q =

K T P ( E 5n - 1 - GU -1
11 G T P ) S （17）

令：

J = GU -1
11 G T P （18）

则有：

( E 5n - 1 - J )2 = E 5n - 1 - J （19）

( E 5n - 1 - J )T P = P ( E 5n - 1 - J ) （20）

式中，矩阵 E 5n - 1 - J 是幂等矩阵；( E 5n - 1 - J )T P

是对称矩阵。

根据式（18）~式（20），式（17）可改写为：

K T (E 5n - 1 - J ) T
P (E 5n - 1 - J ) Kdx q =

K T (E 5n - 1 - J ) T
PS （21）

令 Y = ( E 5n - 1 - J ) K，根据式（21）可得海底

应答器的坐标改正数为：

dx q = (Y T PY )-1Y T PS （22）

采用方差-协方差传播定理，则附加基线约束

的 GNSS/A 水 下 联 合 平 差 方 法 计 算 得 到 的 海 底

应答器的方差-协方差阵 D IJA 计算式为：

D IJA = σ 2
0 (Y T PY )-1 = σ 2

0 (BT P hq B -
BT P hq A( P x + AT P hq A +

H T P h H )-1 AT P hq B)-1
（23）

由 于 Px + AT P hq A + H T P h H 为 正 定 矩 阵 ，

则满足：

tr ( P x + AT P hq A + H T P h H )-1 < tr ( P x +
AT P hq A )-1 （24）

将式（24）代入式（23）并求迹可得：

tr (D IJA )= σ 2
0 tr ( BT P hq B - BT P hq A ( P x +

AT P hq A + H T P h H )-1 AT P hq B )-1 <
σ 2

0 tr ( BT P hq B - BT P hq A ( P x +
AT P hq A )-1 AT P hq B )-1 = tr (D JA ) （25）

经 证 明 联 合 平 差 方 法 优 于 传 统 GNSS/A 定

位方法［16］，联合式（25），则 3 种方法求得的海底应

答器的方差-协方差阵求迹后的大小关系为：

tr (D IJA )< tr (D JA )< tr (D LS) （26）

由 以 上 证 明 可 知 ，附 加 浮 标 基 线 约 束 的

GNSS/A 水下联合平差方法的方差 -协方差的迹

最小，表明本文方法能够提高传统 GNSS/A 定位

方法和联合平差的定位精度，获取更加可靠稳定

的水下定位参数估计解。

3　实验及分析

采用仿真数据来验证本文方法的有效性。如

图 2（a）所示，GNSS/A 水下定位系统主要由海面

GNSS 浮标和海底应答器组成。在海面布设 6 个

GNSS 浮标，形状为正六边形，共可以形成 15 条基

线，选择 5 条独立基线进行约束。海底应答器仿真

深度分别为 300 m、500 m 和 1 000 m。图 2（b）给

出了声速剖面，采用声线跟踪方法模拟海面换能

器和海底应答器之间的传播时间。考虑到时间和

声速的随机误差，忽略了声波的短期影响和潮汐

的长期影响，声学测距误差设置为换能器和海底

应答器之间距离的 1/10 000 倍，并且在实验中加

入了系统误差。为了更加符合实际海洋环境，表
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面波模拟为 2 m 的余弦波，且海面浮标位置随着时

间的推移在不断的变化，水平方向速度为 5 cm/s
左 右（浮 标 的 动 态 图 如 图 2（a）左 上 角 所 示）。

GNSS 精密单点定位精度约为 20 cm，GNSS 浮标

之间的基线观测误差约为 5 cm。模拟 100 个历元

的基线观测数据和声学测距数据，分别采用传统

GNSS/A 方法、顾及海面位置误差的联合平差方

法（简 称 联 合 平 差）和 本 文 附 加 浮 标 基 线 约 束 的

GNSS/A 水下联合平差方法（简称附加基线约束

的联合平差）3 种方法计算海底应答器的位置。

图 3 给 出 了 3 种 方 法 在 不 同 水 深 情 况 下 ，海

底应答器的 E、N、U 3 个方向偏差的均方根（root 
mean square，RMS）定 位 误 差 。 由 图 3 可 知 ，3 种

方法在 E、N、U 3 个方向的定位误差随着水深的

增加而增大。由于声学换能器位置误差的影响，

传 统 GNSS/A 水 下 定 位 方 法 的 平 差 定 位 精 度 最

低 。 联 合 平 差 方 法 通 过 降 低 声 学 换 能 器 位 置 误

差的影响，一定程度上提高了海底应答器的定位

精度，但该方法没有考虑海面浮标间的基线观测

信 息 。 附 加 基 线 约 束 的 联 合 平 差 方 法 将 海 面 基

线观测信息作为约束信息纳入到联合平差中，提

高了海底应答器的定位精度。由图 3 可知，附加

基 线 约 束 的 联 合 平 差 方 法 能 够 获 取 更 可 靠 的 定

位结果。

表 1 给出了 3 种方法在不同深度的二维（2D）

和三维（3D）定位误差的 RMS 值，以此来评估海底

应答器的定位精度。从表 1 中可以看出，通过附加

基线约束的联合平差方法计算的海底应答器定位

精度最高。在水深 300 m、500 m、1 000 m 时，与联

合平差方法相比，海底大地控制点的 2D 平面精度

分别提高了 0.150 2 m、0.131 0 m、0.065 1 m；相比

于传统 GNSS/A 方法，海底应答器的精度分别提

高了 0.153 5 m、0.134 2 m、0.068 9 m。在 3 种不同

水深情况下，附加基线约束的联合平差方法的 3D

精度分别为 0.160 0 m、0.193 4 m、0.283 1 m，与联

图 2　浮标与应答器位置布局及声速剖面图

Fig.  2　Position Layout Diagram and Sound Velocity Profile of Buoy and Transponder

图 3　3 种定位方法在不同水深情况下定位误差

Fig. 3　Statistics of Positioning Errors in Three Directions for Three Methods

表 1　3种定位方法在不同水深精度统计/m
Table 1　Accuracy Statistics of Three Positioning Methods 

Under Different Water Depths/m

方法

传统

GNSS/A
联合平差

本文方法

水深 300 m
2D

0.233 5

0.230 2
0.080 0

3D

0.298 2

0.295 0
0.160 0

水深 500 m
2D

0.255 1

0.251 9
0.120 9

3D

0.319 1

0.316 2
0.193 4

水深 1 000 m
2D

0.281 5

0.277 7
0.212 6

3D

0.343 0

0.339 2
0.283 1
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合平差方法相比，海底应答器的精度分别提高了

45.8%、38.8%、16.5%，相 比 于 传 统 GNSS/A 方

法 ，精 度 分 别 提 高 了 46.3%、39.4%、17.5%。 综

上，本文提出的附加浮标间基线约束的联合平差

方法的定位精度优于其他两种方法。

以第一个浮标为例，3 种方法在不同水深情况

下，海面 GNSS 浮标到海底应答器的声学测距残差

直方图见图 4（其余类似）。由图 4 可知，3 种定位方

法在不同深度下的声学测距残差概率密度都服从

正态分布。由于声学换能器位置误差的影响，传统

GNSS/A 方法的密集度最低。通过降低换能器位

置误差的影响，联合平差方法一定程度上提高了残

差的拟合度。而附加基线约束的联合平差方法的

密集度最高，明显优于联合平差和传统 GNSS/A 方

法，这表明无论是在解算精度还是模型拟合度上，

本文方法具有更好的解算效果和可信度。

4　结　语

为了提高海底应答器的定位精度，本文将海面

GNSS 浮标与海底应答器的位置都作为未知数，海

面换能器的位置当成虚拟观测纳入观测方程中，并

顾及海面高精度的浮标基线信息，提出了附加浮标

基线约束的水下联合平差方法。顾及海面浮标位

置虚拟观测值、浮标基线观测值与海面换能器到海

底应答器的声学测距观测值属于不同类观测值，以

方差分量估计方法为基础，合理地估计 3 类观测值

的权矩阵。通过仿真实验进行验证，结果表明，本

文方法能够获得较稳定的残差值。在水深 300 m、

500 m、1 000 m 的情况下，本文方法海底应答器的

定 位 精 度 比 传 统 GNSS/A 定 位 方 法 分 别 提 高 了

46.3%、39.4%、17.5%，比联合平差方法分别提高了

45.8%、38.8%、16.5%。
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