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摘  要：泰勒级数展开是实施位场向下延拓解算的主要方法之一。该方法的有效性主要取决于位场延拓参量各阶垂向

（或径向）偏导数的求取精度及其可靠性。为了避免使用封闭解析核函数在球边界面出现奇异性带来的不确定性问题，

依据各类重力观测经滤波处理后均表现为一类有限频谱带宽信号的特点，提出将地球外部重力异常泊松积分式的核函

数表示为球谐级数展开式，并将其截断为与重力观测值频谱范围相一致的带限求和式，进而通过直接求导方法，推导得

到一组与带限核函数相对应的重力异常高阶径向导数带限计算公式，同时对该组公式进行了实用性改化，并将其应用于

重力异常向下延拓泰勒级数展开式计算。使用超高阶地球位模型 EGM2008 设计两个阶段的数值计算检验方案，分别对

重力异常高阶径向偏导数带限模型及其泰勒级数展开向下延拓模型的计算精度进行了检核评估，表明新模型具有良好

的可靠性和有效性，在解算稳定性和计算精度两个方面都优于其他同类模型。
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Abstract： Objectives: Taylor series expansion is often used in the downward continuation of potential 
field, and its performance depends on the accuracy and reliability of vertical partial derivatives or radial par‐
tial derivatives (RPDs) of potential field parameters. Methods: In order to avoid the singularity on spherical 
boundary and the uncertainty to the computational results by using the closed analytic kernel function to 
solve the partial derivative, first, this paper considers the fact that all kinds of gravity observations behave 
as a type of limited spectrum bandwidth signal after being filtered, and proposes to express the kernel func‐
tion of the Poisson integral for the external gravity anomaly by a spherical harmonic series expansion, 
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which is truncated into a band-limited summation with the same spectrum range as the gravity observation. 
Then, we derive a set of band-limited formulas to calculate the high-order RPDs, which are modified and 
applied to the downward continuation of the gravity anomaly by Taylor series expansion. Results and Con⁃

clusions: The formulas are validated using the ultra-high-degree geopotential model EGM2008 by a two-
stage procedure. The numerical tests of the band-limited formulas and the Taylor series expansion down‐
ward continuation model show that the proposed band-limited formulas have good reliability and validity, 
and are superior to other models in terms of stability and accuracy.
Key words： downward continuation of gravity； highly-order radial derivatives； band-limited model； 
closed analytical kernel function； truncated series expansion of spherical harmonic function； Taylor series 
expansion

重力向下延拓主要有三个方面的重要应用：

一是卫星和航空重力测量数据向地面基准面的归

算，用于建立统一的重力场数值模型［1-4］；二是地面

观测数据向地球内部靠近位场源体的归算，以增强

地球内部浅层质量分布异常的映射强度，提高位场

数据解释推断的可靠性［5-6］；三是地面观测数据向

大 地 水 准 面 的 归 算 ，以 求 解 大 地 测 量 边 值 问

题［1，7-10］。因位场向下延拓在数学上属于典型的不

适定反问题，其延拓算子对高频噪声有明显的放大

作用，故其解算结果很容易受到观测噪声的干扰而

偏离正确的问题解［5，8］。

针对此问题，学者们提出了许多富有成效的

处理方法，主要归纳为三种类型［11-12］：第一类是直

接求逆法，通过迭代、非迭代、快速傅里叶变换

（fast Fourier transform，FFT）等计算方法，求取逆

泊松积分方程的数值解。因求逆过程必定会引起

数值解算不稳定性问题，此类方法必须通过采用不

同形式的正则化算法来提高数值解算的稳定

性［2，13-14］；第二类是间接求逆法，包括最小二乘配置

法［1］、等效源方法［15-16］、多尺度边缘分解法［17］和矩谐

分析法［18］等，此类方法虽然避开了直接求逆泊松积

分方程的困难，但仍涉及矩阵求逆过程，因此也不

可避免地存在不稳定性问题；第三类统称为非求逆

法，包括联合使用超高阶位模型和地形信息确定向

下延拓改正数的差分补偿法［19-20］、基于位场观测数

据有限频谱带宽的直接积分法［9，21-22］、基于重力观

测数据随机特性的谱组合法［23］以及基于泰勒级数

展开的解析延拓法［1，24］。精确求取位场各阶垂向偏

导数是运用泰勒级数展开延拓法的关键，文献［1］
基于物理大地测量理论推出了重力异常高阶径向

偏导数的递推计算式；文献［5］提出了基于组合二

阶垂向偏导数的泰勒级数延拓模型；文献［25］提出

了在频率域通过迭代计算确定垂向偏导数的方法；

文献［26］将该迭代计算法推广到空间域；文献［27-

28］基于中值定理数值解公式，推导出不同形式的

泰勒级数延拓计算模型；文献［12］提出了基于向上

延拓信息的泰勒级数向下延拓方法；文献［29］依据

同样的原理建立了位场向下与向上延拓值的关系

式。从已有研究成果可以看出，泰勒级数延拓模型

在计算稳定性和计算精度两个方面都显示出一定

的优越性，但通过迭代方法计算高阶垂向偏导数同

样存在一定的不确定性［5，29］，利用向上延拓计算值

推算垂向偏导数或直接计算向下延拓值的做法，在

抑制观测噪声的同时，也可能同时剔除了有用的位

场观测高频信息［12］，如何平衡两者之间的关系，是

值得进一步探讨的问题。文献［30］依据外部调和

函数满足泊松积分关系式，推出重力异常从一阶至

九阶的径向偏导数积分计算式，通过仿真计算发现

计算值与比对基准值存在较大偏差，因此该组公式

的理论严密性和实用有效性有待进一步论证。相

比封闭解析核函数，以球谐级数展开表达的核函数

不仅在重力场频谱特性分析中有独特优势［7］，在局

部重力场逼近计算中也发挥着特殊的作用［9，21-22］。

本文将地球外部重力异常泊松积分计算式中

的解析核函数替换为球谐级数展开表达式，并以此

为基础，通过更直观的直接求导方法，推导得到一

组新的重力异常高阶径向偏导数积分计算式。同

时考虑到各类重力观测经滤波处理后均表现为一

类有限频谱带宽的信号，进一步将核函数的球谐级

数展开式截断为与重力观测值频谱范围相一致的

带限求和式，最终推得实用化的重力异常高阶径向

导数带限计算模型。通过仿真计算，验证了新模型

的准确性和可靠性，同时通过一系列的数值计算检

验和对比分析，评估了该组公式应用于泰勒级数展

开模型的重力向下延拓计算效果。

1　计算模型

1.1　重力异常高阶导数的封闭计算式及分析

根据重力场解析延拓理论［1］，如果已知某一
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高度面 h 的观测重力异常 Δgob，可依照泰勒级数

展开式求得零高度面上的重力异常 Δg con
［5，12］，计

算式为：

Δg con = Δgob - h
∂Δg
∂h

+ 1
2! h2 ∂2 Δg

∂h2 - ⋯ =

                          Δgob - ∑
n = 1

∞ (-1 )n - 1

n! hn ∂n Δg
∂hn

（1）

式中，∂n Δg/∂hn 代表地球外部重力异常 Δg 在观测

高度面上的 n 阶垂向偏导数。

由式（1）可知，实现重力异常向下延拓计算的

关键是准确获取重力异常沿垂线方向的各阶偏导

数。在实际应用中，各阶偏导数的观测值很难直

接获得，一般只能依靠位场的观测量来计算同一

观测面上的各阶偏导数［5，12，27-29］。文献［7］基于泊

松积分公式，推出了重力异常一阶径向偏导数的

积分计算式；文献［1］利用向上和向下延拓算子与

微分算子之间的关联性，推出了重力异常高阶径

向偏导数的递推计算式。考虑到该组递推公式计

算过程过于复杂，随着偏导数阶数的升高，递推过

程不仅会导致数据需求范围加大、计算效率降低，

同时可能引起计算结果的不稳定性等问题，文献

［30］依照文献［7］推导一阶径向偏导数时采用的

研究思路，推出了重力异常更高阶径向偏导数的

直接积分封闭计算式（以下简称 Wei（2014）公式）。

依据 Wei（2014）公式，使用观测面上的重力

异常即可直接计算得到观测面上的各阶径向偏导

数，计算高阶偏导数时不需要低阶偏导数的计算

值。从形式上看，相较于文献［1］提出的传统递推

方法，Wei（2014）公式具有比较明显的优势，它不

仅可以一次性计算得到所需要的各阶径向偏导

数，同时还降低了对观测数据覆盖范围的要求。

因此，若能证实 Wei（2014）公式是可靠有效的，那

么，使用该组模型计算得到的径向偏导数替代垂

向偏导数，即可快速完成由式（1）定义的重力异常

向下延拓计算。但通过仿真计算发现，该组模型

从二阶偏导数开始，都无法实现数值上的精准闭

环，也就是仿真计算结果回不到理论上的真值，两

者偏差远大于预期。这说明该组公式的有效性还

有待进一步的检核。考虑到本文提出的新模型是

对文献［30］研究成果的改进和拓展，这里简要介

绍 Wei（2014）公式的直接求导法推导过程和结果。

由文献［7］可知，使用地面观测重力异常计

算地球外部重力异常 Δg 的泊松积分计算式为：

Δg = 1
4π ∬

σ

( ΔgR - Δgp ) K ( r,ψ ) dσ + R2

r 2 Δgp （2）

K ( r,ψ )= R2 ( r 2 - R 2 )
rl 3 （3）

式中，ΔgR 表示球面上的重力异常；Δgp 表示球面

外计算点在球面投影点处的重力异常；r 为计算

点地心向径；R 为地球椭球平均半径；l 表示计算

点 至 积 分 流 动 点 之 间 的 空 间 距 离 ，l =
r 2 + R2 - 2rR cos ψ ；ψ 为计算点至流动点之间

的球面角距；K ( r，ψ )为积分核函数。

直接对式（2）求偏导数，可得到球外部重力

异常不同阶次的径向偏导数积分计算式：

∂ i Δg
∂r i

= 1
4π ∬

σ

( ΔgR - Δgp ) ∂ i K ( r,ψ )
∂r i

dσ +

R2 Δgp

∂ i ( r-2 )
∂r i

（4）

依据式（3），可推得：

∂K ( r,ψ )
∂r

= - 3R2 ( r 2 - R2 ) ( 2r - 2R cos ψ )
2rl 5 + 2R2

l 3 - R2 ( r 2 - R2 )
r 2 l 3 =

                                               R2

r 2 l 5 ( - 2r 4 + 5r 2 R2 + R4 + rR cos ψ ( r 2 - 5R2 ))
（5）

R2 Δgp

∂ ( r-2 )
∂r

= - 2R2

r 3 Δgp （6）

在式（5）和式（6）中，令 r = R，可推得球面上

的偏导数计算式为：

|

|

|
||
|∂K ( r,ψ )

∂r
r = R

= 2R2

l 3
0

（7）

R2 Δgp

|

|

|
||
|∂ ( r-2 )

∂r
r = R

= - 2
R

Δgp （8）

式中，l0 = 2R sin ( ψ/2 )。将式（7）和式（8）代入式

（4），可得到重力异常在球面上的一阶径向偏导

数计算式：

∂Δg
∂r

= R2

2π ∬
σ

ΔgR - Δgp

l 3
0

dσ - 2
R

Δgp （9）

依据同样的推导过程，可推得二阶及更高阶

的径向偏导数积分表达式，为了节省篇幅，这里

只列出二阶和三阶偏导数计算式如下：

∂2 Δg
∂r 2 = - 2R

π ∬
σ

ΔgR - Δgp

l 3
0

dσ + 6
R2 Δgp  （10）

∂3 Δg
∂r 3 = 9

4π ∬
σ
( 25

6 - 2R2

l 2
0 ) ΔgR - Δgp

l 3
0

dσ -

24
R3 Δgp （11）

对比上述推导结果与 Wei（2014）公式［30］，
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发现两组积分计算式是完全一致的。这说明本

文使用的直接求导法与文献［30］采用调和函数

径向导数作为过渡量的间接求导法不存在本质

性的区别，不必做过多的讨论。但需要特别指

出的是，经数值计算检验发现，文献［30］给出的

重力异常径向偏导数计算公式，除了一阶导数

外，其他高阶导数计算式均无法给出有效可靠

的结果（见下文算例）。其原因可能与推导该组

公式所依据的泊松积分公式的适用条件有关，

因为依据文献［7］，泊松积分公式是球外狄利克

雷问题的直接球面解，其适用条件为 r > R。当

r = R 时，积分核函数在计算点处将出现分子分

母同时为零的不定式情形，即存在奇异点，说明

积分核函数在球边界面不满足连续可微条件，

也就不满足求导与积分运算交换次序的基本条

件，故不能直接通过对泊松积分公式进行求导

来获取球面上的重力异常径向偏导数计算公

式。此外，对比式（9）和式（10）可以看出，一阶

和二阶偏导数两个核函数的变化形态完全一

致，只在变化幅值大小上存在差异，这在理论上

显然不成立，也从另一个侧面说明 Wei（2014）
公式存在理论缺陷。

为了解决核函数奇异性问题，文献［7］采用

了一种基于积分恒等式的数值置换方法，即将积

分式内每一个已知的位场观测量都减去计算点

处的观测量，然后在积分式外恢复计算点观测量

的影响。但正如文献［7］所述，数值置换方法只

是在一定程度上中和了核函数的奇异性，而非完

全消除了奇异性，因为数值置换方法所依据的积

分恒等式在边界面（r = R）上并不成立。也许正

是由于核函数的奇异性得到了一定程度的中和，

泊松积分式的一阶偏导数才得以在边界面上逼

近稳定的解析解。依据文献［1］、文献［10］和文

献［31］，尽管式（9）是一个强奇异积分，但当重力

异常观测量足够平滑时，比如存在有界的二阶导

数时，式（9）存在 Cauchy 主值意义下的积分解。

而对于阶数大于 1 的更高阶导数，由于其核函数

的奇异性变得更强，基于初始泊松积分核的数值

置换方法不再适用，故导致由此导出的高阶偏导

数计算式最终失效。虽然采用文献［1］提出的由

（k−1）阶偏导数推算 k 阶偏导数方法，可以从理

论上解决高阶偏导数的计算稳定性问题，但递推

过程不仅会导致计算结果的有效范围逐步缩小，

降低观测数据的使用效率，同时随着递推阶数的

增大，低阶导数的计算误差通过累积也可能引起

高阶导数计算结果的不稳定性。

1.2　高阶径向导数带限计算模型及分析

从上述分析可知，Wei（2014）公式的问题主

要在于积分核函数在球边界面上存在跳点，不满

足连续可微以及求导与积分运算交换次序条件。

为解决此问题，本文提出将泊松积分式中的封闭

解析核函数替换为球谐级数展开表达式，并以此

为基础，通过直接求导方法推导出形式更简单的

重力异常高阶径向偏导数积分计算公式。

原始的地球外部重力异常积分计算式为［7］：

Δg = R2 ( r 2 - R2 )
4πr ∬

σ

ΔgR

l 3 dσ    =

1
4π ∬

σ

ΔgR K ( r,ψ ) dσ （12）

因由式（3）表示的封闭解析核函数 K ( r，ψ )
在球边界面不满足连续可微条件，故不能直接对

式（12）进行求导。为了避开核函数奇异性问题，

将核函数表示为球谐函数展开式［7］：

K ( r,ψ )= R2 ( r 2 - R 2 )
rl 3 =

∑
n = 0

∞

( 2n + 1 ) ( R
r ) n + 2

Pn ( cos ψ ) （13）

式中，Pn ( cos ψ )为 n 阶勒让德函数。由球谐函数

展开理论可知，当 r > R 时，由式（13）表示的积分

核函数是收敛的；而当 r = R 时，式（13）转变为发

散级数，此时，同样无法直接对式（12）求导数来

完成重力异常高阶径向偏导数的计算。为了解

决级数发散问题，可以采用球谐函数的有限线性

组合对积分核函数进行一致逼近。实际上，根据

文献［1］，将球谐函数展开式进行截断，就可以很

方便地得到合适的线性组合，且这个有限线性组

合表达式一定是收敛的。据此，可将由式（13）表

示的勒让德函数展开项统一截断到 N 阶：

KN ( r,ψ )= ∑
n = 0

N

( 2n + 1 ) ( R
r ) n + 2

Pn ( cos ψ )  （14）

并使用 KN ( r，ψ ) 来一致逼近 K ( r，ψ )。也就是可

以使用式（14）代替式（13），再代入到式（12），即

可得到由有限求和核函数表示的地球外部重力

异常积分计算式：

Δg = 1
4π ∬

σ

ΔgR KN ( r,ψ ) dσ （15）

此时，由于 KN ( r，ψ ) 是收敛的，在球边界面

及其外部均连续可微，故满足求导与积分运算交

换次序条件。此时，对应于式（15）的径向偏导数

积分计算式可表示为：
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∂ i Δg
∂r i

= 1
4π ∬

σ

ΔgR

∂ i KN ( r,ψ )
∂r i

dσ （16）

依次对式（14）求一阶至三阶径向偏导数，将

其代入式（16），并令 r = R，可得到由勒让德函数

有限展开项表达的球面重力异常径向偏导数积

分计算式：

∂Δg
∂r

= - 1
4πR ∬

σ

ΔgR ⋅

∑
n = 0

N

( 2n + 1 )( n + 2 ) Pn ( cos ψ ) dσ （17）

∂2 Δg
∂r 2 = 1

4πR2 ∬
σ

ΔgR ⋅

∑
n = 0

N

( 2n + 1 )( n + 2 )( n + 3 ) Pn ( cos ψ ) dσ  （18）

∂3 Δg
∂r 3 = - 1

4πR3 ∬
σ

ΔgR ⋅

∑
n = 0

N

(2n + 1)( n + 2)( n + 3)( n + 4 ) Pn ( cos ψ ) dσ （19）

实际上，还可以从另一个角度来分析讨论使

用截断球谐函数展开式一致逼近积分核函数，进

而完成重力异常高阶径向偏导数计算的合理性。

以一阶偏导数计算式为例，将式（17）改写为：

∂Δg
∂r

= - 1
4πR

⋅

∑
n = 0

N

(2n + 1)( n + 2) ∬
σ

ΔgR (θ',λ') Pn ( cos ψ ) dσ  （20）

式中，θ '、λ'分别为球面流动点的地心余纬和经度。

由文献［1］可知，重力异常 n 阶拉普拉斯面球谐函

数可依据球面观测值展开为：

Δgn ( θ,λ )= 2n + 1
4π ∬

σ

ΔgR ( θ ',λ') Pn ( cos ψ ) dσ

 （21）
将式（21）代入式（20）可得：

∂Δg
∂r

= - 1
R ∑

n = 0

N

( n + 2 ) Δgn ( θ,λ ) （22）

由式（22）可以看出，使用由截断阶次为 N 的

球谐函数展开式（14）表示的积分核函数进行重

力异常径向偏导数计算，实质上是将球面重力异

常观测量展开为 N 阶次的拉普拉斯面球谐函数

级数。实际上，式（22）同时等价于将球面重力异

常的球谐函数无穷级数展开式截断为与积分核

函数展开式相同阶数的有限求和级数，因为由文

献［1］得知，地球外部空间重力异常的球谐函数

展开式可表示为：

Δg ( r,θ,λ )= GM
R2 ∑

n = 0

∞ ( R
r ) n + 2

( n - 1 ) ∑
m = 0

n

( )C̄ ∗
nm cos ( mλ )+ S̄nm sin ( mλ ) P̄ nm ( cosθ )= ∑

n = 0

∞ ( )R
r

n + 2

Δgn ( θ,λ )   

（23）

Δgn ( θ,λ )= GM
R2 ( n - 1 ) ∑

m = 0

n

(C̄ ∗
nm cos ( mλ )+

S̄nm sin ( mλ )) P̄ nm ( cosθ ) （24）

式中，GM 为地球引力常数；P̄ nm ( cosθ ) 为完全规

格化缔合勒让德函数；C̄ ∗
nm 和 S̄nm 为完全规格化地

球位系数。对式（23）求径向偏导数，取最高求和

阶次为 N，并令 r = R，即可得到与式（22）完全相

同的有限求和计算式。

根据同样的思路，可推证二阶及以上高阶偏

导数计算式也有与一阶导数相类似的对等关系。

这种对频谱做截断处理的方式在实用上是非常有

意义也是符合实际情况的。根据位场信息频谱分

布特点，虽然重力场各类参量在理论上包含从低

频到中频、高频全频谱信息，不同参量在各频段具

有不同的谱能量占比，但总体而言，各参量的谱能

量占比一般都随频段的升高而降低，因此由人为

截断高频段信息带来的逼近误差影响是有限且可

控的。此外，现实中的各类重力观测量（包括航空

重力测量）都是一些离散化的点值，其观测过程不

可避免受各类干扰因素的影响，原始观测值中必

然包含不可忽略的观测噪声，要想分离出所需的

重力信息，必须对原始观测值作低通滤波处理。

这说明正常获取的重力观测成果实际上都是经过

滤波处理，也就是经过高频截断后的一类有限频

谱带宽信号，因此在数值积分计算式中，将核函数

的球谐级数展开式截断为与此类重力观测值频谱

带宽相一致（比如 N 阶）的有限求和，是一种技术

合理且符合实际的处理方法。因此，式（22）（或式

（20））结合式（23）和式（24）的作用效果相当于依

据地面重力异常观测数据，将现有的地球重力位

模型扩展至与观测数据分辨率相一致的阶次。这

一研究思路与文献［9］和文献［21-23］将带限计算

模型应用于大地水准面精化的做法相吻合。

1.3　计算模型改化

由前述得知，式（1）联合式（17）~式（19）共同

组成本文实施重力向下延拓计算的基础模型。

在投入实际应用之前，还需要根据数据保障条件

对这些基础模型进行必要的改化处理。

在实际应用中，由于重力观测数据无法覆盖

全球，故一般只能将全球积分区域划分为近区和

远区两部分进行差异化分区处理。近区是指以
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计算点为中心、ψ 0 为半径的球冠区域 σ0，近区积分

直接由观测数据按离散求和方法进行计算；远区

是球面上的剩余部分（σ - σ0），其影响一般可以

忽略不计，也可由高阶地球位模型进行补偿计

算。为了尽可能减弱远区效应对计算结果的影

响，通常采用移去-恢复方法对理论计算模型进行

改化处理。该方法的实质是，通过引入阶次为 L
的地球位模型作为参考场，发挥替代积分远区观

测数据的作用，同时降低对近区观测数据覆盖范

围的要求。具体实施步骤是：首先从重力异常观

测值中移去位模型计算值 Δg ref，得到剩余重力异

常，然后由剩余重力异常计算得到剩余径向偏导

数，最后将剩余径向偏导数加上（恢复）相对应的

径向偏导数位模型计算值 g ref
p ，就得到最终的径向

偏导数值。以一阶偏导数计算模型为例，对应于

式（17）的改化计算式可表示为：

∂Δg
∂r

= g ref
1p + 1

4π ∬
σ0

( ΔgR - Δg ref
R ) K 1N ( R,ψ ) dσ

（25）

g ref
1p = - GM

R3 ∑
n = 0

L

( n + 2 )( n - 1 )⋅

∑
m = 0

n

( )C̄ ∗
nm cos ( mλ )+ S̄nm sin ( mλ ) P̄ nm ( cosθ )  （26）

Δg ref
R = GM

R2 ∑
n = 0

L

( n - 1 )⋅

∑
m = 0

n

( )C̄ ∗
nm cos ( mλ )+ S̄nm sin ( mλ ) P̄ nm ( cosθ )  （27）

K 1N ( R,ψ )= - 1
R ∑

n = 0

N

( 2n + 1 )( n + 2 ) Pn ( cos ψ )

（28）
式中，g ref

1p 代表由参考场位模型计算得到的在球面

计算点处的重力异常一阶径向偏导数；Δg ref
R 代表

由参考场位模型计算得到的球面流动点重力异

常；K 1N ( R，ψ )为球面一阶径向导数对应的积分核

函数。引入移去-恢复处理模式后，还需要对积分

核函数作相应的改化处理，以满足积分核函数与

观测重力异常信息之间的频谱匹配要求。已有研

究结果表明，对核函数作简单化的截断处理，即由

原核函数减去与参考场位模型阶次 L 相同的勒让

德函数展开式，就能达到预期的改化效果［32-34］。

截断后的核函数等效于一个高通数字滤波器的作

用，可显著减弱观测数据长波误差对计算结果的

影响。本文使用 Wong-Gore方法（简称 WG）［32］对

重力异常径向偏导数计算模型进行核函数改化。

以上文讨论过的一阶偏导数改化模型为例，可将

对应于式（28）的截断核函数再次截断为：

K WG
1N ( R,ψ )= K 1N ( R,ψ )- é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú- 1

R ∑
n = 0

L

( 2n + 1 )( n + 2 ) Pn ( cos ψ ) = - 1
R ∑

n = L + 1

N

( 2n + 1 )( n + 2 ) Pn ( cos ψ )

（29）
式中，K WG

1N ( R，ψ )代表对应于一阶偏导数计算模

型的双截断核函数。改化公式（25）应改写为：

∂Δg
∂r

= g ref
1p + 1

4π ∬
σ0

( ΔgR - Δg ref
R ) K WG

1N ( R,ψ ) dσ

（30）
通过引入地球重力位模型作为参考场，对原

始积分模型进行移去-恢复和核函数改化计算，虽

然在一定程度上减弱了积分远区缺少观测数据

的影响，但远区截断误差的存在仍是不可避免

的［7］，其大小取决于积分半径 ψ 0 的取值和计算区

域重力场变化的激烈程度。当采用的参考场位

模型阶数（L=360）远低于当前广泛使用的超高

阶位模型阶数（Lmax=2 160）时，还可以使用超高

阶位模型来进一步减弱远区截断误差的影响。

以一阶偏导数为例，对应于改化计算式（30）的远

区截断误差补偿公式可表示为：

g1( σ - σ0 ) =
1
2 ∑

n = L + 1

Lmax

Q 1n ( ψ 0 ) Δgn ( θ,λ ) （31）

Q 1n ( ψ 0 )= - 1
R ∑

m = L + 1

Lmax

( 2m + 1 )( m + 2 ) Rnm ( )ψ 0

（32）

Rnm ( ψ 0 )=∫
ψ0

π

Pn ( cos ψ ) Pm ( cos ψ ) sin ψdψ  （33）

式中，g1( σ - σ0 ) 代表一阶偏导数计算模型远区截断

误差的补偿量；Q 1n ( ψ 0 )为远区截断系数。改化公

式（30）应进一步改写为：

∂Δg
∂r

= g ref
1p + 1

4π ∬
σ0

( ΔgR - Δg ref
R ) K WG

1N ( R,ψ ) dσ +

               g1( σ - σ0 ) （34）
式（34）即为重力异常一阶径向偏导数积分计算

模型的最终改化公式。同理，可推得相类似的二

阶及更高阶径向偏导数计算模型的改化公式，为

了节省篇幅，这里不再列出。

2　数值计算检验与分析

2.1　数值检验使用的数据及区域

为了分析检验上文推导的重力异常高阶径向
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偏导数带限计算模型及其在向下延拓计算应用中

的恢复能力，本文采用超高阶位模型 EGM2008 作

为数值计算检验的仿真标准场，用于模拟产生不

同高度面 1′×1′网格重力异常及不同阶数径向

偏导数的“真值”。由地球位模型计算不同高度

重力异常及其径向偏导数的公式均可由式（23）
推演得到。为了体现检验结果的代表性，特选取

重力场变化比较剧烈的马里亚纳海沟作为试验

区，具体覆盖范围为：143°E~146°E，11°N~14°N。

首先选取截断到 360 阶次的位模型 EGM2008 作

为参考场，即取 L=360，然后选取 361~2 160 阶

次的位模型 EGM2008 作为计算检验的标准场，

由其产生的模拟观测量分辨率为 5′×5′，故可取

N=2 160，Lmax = N=2 160；然后选取 r = R + h，
R =6 371 km，由 EGM2008 模型（361~2 160 阶

次）分别计算 7 组高度面 hi 上的 1′×1′网格剩余

重 力 异 常“ 真 值 ”Δg t
i，其 中 hi = 2 ×( i - 1 ) km

（i =1，2，…，7），每组对应 180×180 个网格点数

据；同时计算 3 组分别对应于 h1 =0 km、h4 =6 
km、h6 =10 km 高度面上的剩余重力异常一阶至

五阶径向偏导数“真值”g t
1j、g t

4j、g t
6j（j =1，2，…，5）。

3 组不同高度面 1′×1′网格剩余重力异常“真值”

和一阶至五阶垂向偏导数“真值”的统计结果分

别见表 1、表 2。

2.2　数值检验方法及结果分析

本文将数值计算检验方案设计为两个阶段。

第一阶段检验流程为：以上文选定的 3 组高度面

（0 km、6 km、10 km）上的位模型剩余重力异常 Δg t
i

作为观测量，分别依据相对应的改化公式计算前

述 3 个高度面上的 1′×1′网格一阶至五阶径向偏

导数（g c
1j、g c

4j、g c
6j），将其与相对应的“真值”（g t

1j、g t
4j、

g t
6j）作比较，可获得不同高度面、不同阶次偏导数

计算模型的精度评估信息，具体结果见表 3。积分

半径统一取为 ψ 0 =0.5°，故计算区域外围 0.5°范围

内的比对结果不参加精度评估统计计算（下同）。

为了对比分析径向偏导数积分模型改化前后的计

算效果，本文给出了采用原始积分模型完成相同

参量计算获得的精度评估结果，具体见表 4。

从表 3可以看出，依据本文推导的经改化后的

带限积分模型计算重力异常一阶至五阶径向偏导

数均可获得比较满意的闭环符合精度。从表 3 与

表 2 可以看出，改化计算模型的绝对精度（互差均

表 1　3组高度面重力异常统计结果/mGal
Tab. 1　Anomalies on Three Altitude Surfaces /mGal

高度面/km
0
6

10

最小值

−78.48
−41.18
−30.45

最大值

132.75
74.21
52.29

平均值

−0.05
−0.04
−0.04

均方根值

26.36
16.22
12.00

表 2　3组高度面重力异常径向偏导数统计结果

Tab. 2　Radial Partial Derivatives of Anomalies on Three Altitude Surfaces

高度面/km

0

6

10

统计参量

平均值

均方根值

平均值

均方根值

平均值

均方根值

一阶导数/(10−3 
mGal⋅km−1)

−32.93
2 933.26

−25.14
1 515.01

−20.19
1 045.19

二阶导数/(10−3 
mGal⋅km−2)

1.12
412.72

1.31
158.85

1.15
97.43

三阶导数/(10−3 
mGal⋅km−3)

0.14
83.84

−0.03
23.15

−0.05
11.79

四阶导数/(10−3 
mGal⋅km−4)

−0.06
21.00

−0.01
4.59

−0.00
1.93

五阶导数/(10−3 
mGal⋅km−5)

0.02
5.82

0.00
1.10

0.00
0.41

表 3　利用改化模型计算 3组高度面重力异常径向偏导数精度检核

Tab.3　Accuracy of Radial Partial Derivatives Obtained by the Modified Model on Three Altitude Surfaces

高度面/km

0

6

10

统计参量

平均差值

均方根值

平均差值

均方根值

平均差值

均方根值

一阶导数/(10−3 
mGal⋅km−1)

−1.69
61.95

−1.07
38.65

−0.79
28.70

二阶导数/(10−3 
mGal⋅km−2)

0.52
19.00

0.33
11.84

0.24
8.79

三阶导数/(10−3 
mGal⋅km−3)

−0.16
5.97

−0.10
3.72

−0.08
2.76

四阶导数/(10−3 
mGal⋅km−4)

0.05
1.86

0.03
1.16

0.02
0.86

五阶导数/(10−3 
mGal⋅km−5)

−0.02
0.57

−0.01
0.36

−0.01
0.26
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方根值）随计算高度面的增高和偏导数阶数的增

大而提升，其相对精度（互差均方根值/偏导数均

方根值）的变化趋势则正好相反，均随计算高度面

的增高和偏导数阶数的增大而降低，计算高度面

越高，其相对精度的降低幅度越明显。这个结果

显然与高度面越高、高阶偏导数的绝对量值越小

有关，同时与偏导数阶数越高、积分模型离散化误

差的影响越大有关，符合理论分析预期。进一步

对比表 3和表 4可以看出，如果直接采用原始带限

积分模型进行重力异常径向偏导数计算，那么其

计算精度将显著降低，下降幅度最大可达一个数

量级。以一阶和二阶偏导数计算结果为例，在 3组

高度面上，改化带限模型的相对计算精度分别优

于 3% 和 10%，而原始带限模型的相对计算精度

则最高不超过 6% 和 30%，说明本文对原始带限

模型进行改化处理是必要且有效的。

第二阶段数值计算检验流程设计为：利用第

一阶段经模型改化计算得到的 h4 =6 km 高度面上

的剩余重力异常一阶至五阶径向偏导数，分别依

据式（1）向下和向上延拓解算 3组高度面 hi 上 1′×
1′网格剩余重力异常 Δg dc

i 和 Δg uc
i ，其中，hi = 2 ×

( i - 1 ) km，向下延拓时 i =3，2，1；向上延拓时

i =5，6，7，将 Δg dc
i 和 Δg uc

i 分别与直接由位模型计

算得到的相对应“真值”Δg t
i 作比较，可获得延拓计

算模型整体精度的评估信息，具体结果见表 5和表

6。为了对比分析不同阶数偏导数对延拓解算结

果的影响，表 5和表 6均列出了使用不同截断阶次

泰勒级数展开式（1）进行延拓计算获得的比对

结果。

从表 5 可以看出，利用泰勒级数展开式进行

重力向下延拓计算，其计算精度随展开式截断阶

数增大而提高，随延拓高度差增大而降低，完全

符合理论上的分析预期。从具体数值变化幅度

看，如果以 0.5 mGal 作为模型计算精度指标（误

差均方根值）的阈值，那么从 h4 =6 km 高度面向

下延拓到 4 km 高度面（高度差为 2 km）和 2 km 高

度面（高度差为 4 km），展开式截断阶数取 n=2
即可满足要求。而当延拓到 0 km 高度面（高度差

为 6 km）时，即使将截断阶数提高至 n=5 也无法

满足指标要求。可见，使用泰勒级数展开模型向

表 4　利用原始模型计算 3组高度面重力异常径向偏导数精度检核

Tab.4　Accuracy of Radial Partial Derivatives Obtained by the Original Model on Three Altitude Surfaces

高度面/km

0

6

10

统计参量

平均差值

均方根值

平均差值

均方根值

平均差值

均方根值

一阶导数/(10−3 
mGal⋅km−1)

7.23
233.70

4.41
103.94

3.22
67.78

二阶导数/(10−3 
mGal⋅km−2)

−5.02
136.56

−3.15
80.77

−2.32
59.83

三阶导数/(10−3 
mGal⋅km−3)

1.89
51.40

1.19
30.97

0.88
23.06

四阶导数/(10−3 
mGal⋅km−4)

−0.67
18.23

−0.42
11.03

−0.31
8.22

五阶导数/(10−3 
mGal⋅km−5)

0.24
6.39

0.15
3.87

0.11
2.88

表 5　从 6 km 向下延拓至不同高度面重力异常的

精度检核  
Tab.5　Accuracy of Downward Continuation of Gravity 

Anomaly on Different Altitude Surfaces from 6 km

高度面

/km

4

2

0

统计参量

平均差值

均方根值

平均差值

均方根值

平均差值

均方根值

不同截断阶数 n 对应的 Δg dc
i −Δg t

i /mGal

n=1
0.00
0.41

0.01
1.65

0.03
4.05

n=2
0.00
0.12

0.01
0.46

0.01
1.39

n=3
0.00
0.11

0.01
0.31

0.02
0.73

n=4
0.00
0.11

0.01
0.30

0.02
0.66

n=5
0.00
0.11

0.01
0.30

0.02
0.67

表 6　从 6 km 向上延拓至不同高度面重力异常的

精度检核

Tab.6　Accuracy of Upward Continuation of Gravity 
Anomaly on Different Altitude Surfaces from 6 km

高度面

/km

8

10

12

统计参量

平均差值

均方根值

平均差值

均方根值

平均差值

均方根值

不同截断阶数 n 对应的 Δg uc
i −Δg t

i /mGal

n=1

0.00

0.24

0.01

0.97

0.02

2.08

n=2

0.00

0.07

0.00

0.24

0.00

0.66

n=3

0.00

0.06

0.00

0.10

0.00

0.21

n=4

0.00

0.06

0.00

0.09

0.00

0.11

n=5

0.00

0.06

0.00

0.09

0.00

0.11
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下延拓时，其解算精度不仅取决于展开式截断阶

数的选择，还取决于延拓高度差的大小、重力异

常高阶偏导数的计算精度水平及计算区域重力

场变化的剧烈程度。从理论上讲，增加高阶项应当

更有利于提高向下延拓模型的计算精度，但增加高

阶项越多，对数据观测质量的要求也越高。就本文

试验数据源而言，尽管形式上使用 1′×1′网格数

据，但由于 EGM2008 模型的最高阶次为 2 160
阶，对应的数据分辨率只有 5′×5′，故本文试验

数据源包含的有限的高频成分可能不足以精确

分离出更高阶项信息。此外，在向下延拓模型中

还隐含一个与计算区域重力场变化特征相关的

代表误差因素的影响，因为泰勒级数展开式是以

展开点处的各阶偏导数为基础建立起来的，计算

点在径向上距离展开点越远，重力场变化特征越

显著，各阶偏导数的代表误差就越大，展开式的

计算误差也就越大。这可能是从 6 km 向下延拓

至 0 km 高度面时，计算比对精度出现明显下降的

主要原因，从表 2 可以看出，6 km 和 0 km 高度面

的各阶偏导数在量值上存在较大差异。

对比表 5 和表 6 可以看出，利用径向偏导数

计算作向上延拓的解算精度要明显高于向下延

拓的解算精度，且高阶项对解算结果的作用更加

减弱。从理论上也不难理解，因为向上延拓是利

用相对高频段信息推算低频段信息的过程，向下

延拓则是一个相反的过程。也就是说，前者通常

是沿着重力场强度衰减的方向进行延拓计算，后

者则相反，因此前者更容易获得较高的推算精

度，同时实现较大高度差的延拓解算。

2.3　其他模型解算结果及分析

如引言所述，采用泰勒级数展开式作为位场

向下延拓模型的关键是精确求取位场延拓参量

的各阶垂向偏导数。目前已有学者提出了不同

形式的推求重力异常高阶径向导数的方法，如文

献［12］和文献［29］都是以向上延拓信息作为过

渡量，文献［30］则是直接采用地面观测重力异常

作为输入量。为分析比较不同计算模型的解算

效果，本文进一步采用上述 3 个文献提出的 3 组

计算模型，在同一个试验区域对 3 组高度面上的

重力异常一阶至五阶径向偏导数进行数值解算。

考虑到不同方法之间的条件对等性，本文事先依

照前面的流程对 3 组计算模型进行统一的改化处

理，即做位模型参考场移去 -恢复、核函数截断和

远区效应补偿等三步处理。同样，将 3 组模型计

算结果分别与相对应的位模型计算基准值作比

较，可获得不同计算模型在不同高度面上的精度

评估信息，具体结果见表 7（这里只列出计算值与

基准值互差的均方根）。

从表 7 和表 2 可以看出，对于文献［30］方法

（即 Wei（2014）公式），只有一阶偏导数的解算结

果是有效可用的，其相对精度优于 3%，其他高阶

次偏导数的解算结果都明显偏离了相应的基准

值，且变化没有规律性，说明其解算模型确实存

在理论上的缺陷，无法推广使用。对于文献［12］
和文献［29］方法，尽管两者都是基于向上延拓信

息进行重力异常径向偏导数解算，但由于文献

［12］使用基于多余观测的最小二乘平差法，而文

献［29］使用观测数与未知数等量的线性方程组

直接解法，因此文献［12］在抑制观测噪声（向上

延拓计算误差）方面具有明显优势，表 7 结果正是

这种优势的具体体现。在有效性方面，文献［29］
方法只有一阶偏导数的解算结果勉强可用，文献

［12］方法解算结果的可用阶数提升到了二阶。

这个结果同时说明，尽管使用向上延拓信息作为

过渡量进行重力异常径向偏导数解算可以获得比

较稳定的数值解，但由于向上延拓计算过程一方

表 7　其他模型计算不同高度面重力异常径向偏导数精度检核

Tab.7　Accuracies of RPDs of Gravity Anomalies Obtained by Three Methods on Three Altitudes

计算模型

文献[12]

文献[29]

文献[30]

高度面/km

0
6

10
0
6

10
0
6

10

一阶导数/(10−3 
mGal⋅km−1)

228.73
67.02
33.85

562.31
339.03
244.70

67.78
36.65
32.03

二阶导数/(10−3 
mGal⋅km−2)

206.88
61.61
32.30

1 130.43
683.65
494.69

1 149.76
477.64
292.40

三阶导数/(10−3 
mGal⋅km−3)

86.13
24.25
12.55

1 554.67
940.73
681.01

2 068.47
869.06
536.49

四阶导数/(10−3 
mGal⋅km−4)

20.50
4.37
1.79

1 484.47
898.37
650.41

44.23
10.81

4.61

五阶导数/(10−3 
mGal⋅km−5)

5.98
1.17
0.45

891.23
539.40
390.53

8 751.60
3 693.60
2 283.28
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面相当于一种低通滤波器，对重力异常高频信息

和观测噪声（指起算高度面上的数据误差）有一定

的抑制作用，另一方面又不可避免产生附加的计

算误差，两方面共同作用的结果必然会使得高阶

偏导数的解算结果越来越偏离其基准值，这可能

正是文献［12］方法无法取得满意的更高阶偏导数

解算结果的原因，尽管该方法具备上文已经论述

过的二次抑制观测噪声功效。对比表 7 和表 3 可

以看出，无论是解算稳定性还是计算精度，本文推

出的重力异常高阶径向导数带限计算模型都一致

优于其他方法，显示出了比较明显的优势。

3　结　语

为了提高重力异常高阶径向导数计算模型的

稳定性，本文依据重力观测成果数据固有的带限

频谱特性，提出将泊松积分核函数的球谐级数展

开式截断为与重力观测值频谱带宽相一致的有限

求和，并通过直接求导方法推导得到一组与截断

核函数相对应的重力异常高阶径向导数带限计算

公式，同时对该组公式进行了实用性改化，将其应

用于重力异常向下延拓泰勒级数展开计算。所提

方法的优越性一方面避免了使用封闭解析核函数

在球边界面出现奇异性带来的不确定性问题；另

一方面，使用截断球谐函数展开式表示的核函数

可有效抑制重力观测噪声的干扰，同时可依据观

测重力异常的分辨率和精度水平灵活确定相匹配

的核函数截断阶数，从而提高高阶导数解算过程

的稳定性和延拓计算模型的解算精度。两个阶段

的数值计算检验结果表明，本文推导的重力异常

径向导数带限计算模型具有良好的可靠性和有效

性，在解算稳定性和计算精度两个方面都优于其

他同类模型。在实际应用中，针对特定的计算精

度指标要求，应综合考虑向下延拓高度差大小、计

算区域重力场变化的剧烈程度和观测数据的分辨

率及噪声水平等各种因素影响，选择一个适中的

泰勒级数展开最高阶数来实施重力异常向下延拓

计算。通常情况下，选取最高阶数 n=3 的延拓模

型，就能取得比较稳定可靠的解算结果。
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