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摘  要：为了精确高效地求解全球导航卫星系统（global navigation satellite system，GNSS）坐标时间序列噪声分量，结合

等价条件平差模型以及最小范数二次无偏估计法，提出等价条件闭合差最小范数分量估计方法。首先，采用等价条件闭

合差构造二次型方差估计公式，结合不变性、无偏性、最小范数准则等条件，导出基于等价条件闭合差的方差-协方差分

量最小范数估计公式 ;然后，采用最小二乘方差分量估计（least-squares variance component estimation，LS-VCE）法、最小

范数二次无偏估计法（minimum norm quadratic unbiased estimate，MINQUE）验证所提方法的正确性及有效性。通过模

拟时间序列和北美 GNSS 站坐标时间序列的噪声估计结果发现，所提方法与 LS-VCE 法和 MINQUE 法的估计效果一

致，但计算时间相较于 LS-VCE 法减少了 70% 以上。
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Abstract： Objectives: In order to solve the problem of the accuracy and efficiency of the noise component 
of the global navigation satellite system (GNSS) coordinate time series, combined with the equivalent    
conditional adjustment model and the minimum norm quadratic unbiased estimation method, an equiva⁃
lent conditional closure error minimum norm component estimation method is proposed. Methods: First, 
we use the equivalent conditional closure error to construct the quadratic variance estimation formula, and 
combine the conditions of invariance, unbiasedness, and minimum norm criterion to derive the minimum 
norm estimation formula of the variance-covariance component based on the equivalent conditional closure 
error. Second, least-squares variance component estimation(LS-VCE) method, minimum norm quadratic 
unbiased estimate (MINQUE) method and our proposed method are used to calculate the noise amplitude 
of simulated time series and North American GNSS station coordinate time series respectively, and the cal⁃
culation time of our method and LS-VCE method are calculated. Results and Conclusions: The estima⁃
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tion effect of the MINQUE method is consistent, and its calculation time decreases over  70% of the LS-
VCE method, which verifies the correctness and the effectiveness of the proposed method.
Key words： equivalent conditional adjustment model； closure error； minimum norm component； GNSS 
coordinate time series； noise estimation

现代大地测量可实现连续、动态观测，以全

球导航卫星系统（global navigation satellite sys⁃
tem，GNSS）为主的卫星导航定位基准站网近年

来发展飞速，为大地测量的应用领域提供了高精

度的空间基准基础设施［1］。GNSS 坐标时间序列

可以为地壳形变监测、参考框架建立等研究提供

基础数据，因此被广泛应用于大地测量学及地球

动力学研究［2］。由于受电离层误差、多路径效应、

地理环境等多种因素的影响，GNSS 坐标时间序

列中包含信号和误差（噪声）两部分［2-3］，采用有效

方法估计出噪声中各个分量的振幅，从而建立有

效的噪声模型，进而精确地估计速度、周期项等

运动参数，有助于地壳形变监测以及构建参考框

架。目前时间序列噪声估计普遍采用方差 -协方

差分量估计法［4］，近年来国内外学者针对方差-协

方差分量估计问题进行了大量的研究，一种是以平

差结果作为输入变量的方法，例如最小二乘方差分

量估计法（least-squares variance component esti⁃
mation，LS-VCE）［5-9］、Helmert 法［10-12］、极大似然方

差协方差分量估计法（maximum likelihood vari⁃
ance covariance estimation，MLE-VCE）［13-14］、最小

范数二次无偏估计法（minimum norm quadratic un⁃
biased estimate，MINQUE）［15-19］、最优不变二次无

偏 估 计 法（best invariant quadratic unbiased esti⁃
mation，BIQUE）［20］、等效残差法［21-22］等；另一种是

以等价条件闭合差为输入量的解析型 VCE 方法，

例如等价条件闭合差方差分量估计法（variance-

covariance component estimation based on equiva⁃
lent condition misclosure， VCE-ECM）［23-25］。

文 献［21-22］发 现 LS-VCE 法 可 以 导 出

MINQUE 法的方差 -协方差分量估计公式，具有

无偏性；文献［24-25］发现基于等价条件平差模型

的 VCE-ECM 法以等价条件闭合差作为基本输

入量，减少了平差值求解或残差的计算；文献［4］
指出在时间序列噪声估计的效果方面相较于

MLE-VCE 方法、LS-VEC 方法，MINQUE 方法

为最优的噪声方差分量估计方法。鉴于此，本文

采用等价条件闭合差构造二次型方差估计量，结

合最小范数无偏估计，导出了基于等价条件闭合

差最小范数分量估计方法（简称 MINQUE-ECM
法）。通过模拟的时间序列数据以及北美实测的

GNSS 站坐标时间序列对所提方法进行验证，分

析其正确性和有效性。

1　等价条件平差模型

设概括条件平差模型为［23-24］：
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式中，A、BT、C T 均为行满秩系数矩阵；W 为具有

参数的条件方程闭合差；Z 为限制条件方程闭合

差；D L 为观测值 L 的方差阵；V、x 分别为待求的

残差与参数向量；c、s分别为条件方程的个数和限

制条件方程个数；n、u 分别为观测数和参数个数。

平差模型自由度 r = (c + s)- u。

令矩阵 B̄T = [BT C T ]，利用正交投影矩阵

H 消去参数向量，即［23-24］：
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式中，H 称为零空间算子；B̄ u、B̄ r 分别为 B̄ 的上 u

行与下 r行分块矩阵，即 B̄T = [ B̄T
u B̄T

r ]；I为单位

矩阵。式（1）等式两边均左乘 H，可将式（1）概括

平差模型化为等价的条件平差模型［23-24］：

Ā
r × n

V
n × 1

- W̄
r × 1

= 0
r × 1

, D L
n × n

（3）

式中，Ā = H c A，W̄ = H cW + H s Z 称为等价条件

闭合差，其中 H c、H s 为 H 的左 c 列与右 s 列分块矩

阵，即 H = [H c H s ]。

2　等价条件闭合差的最小范数分量

估计

根据文献［10］，设观测误差向量 Δ 具有如下

形式：

Δ
n × 1

= F 1
n × n1

ξ1
n1 × 1

+ F 2
n × n2

ξ2
n2 × 1

+ ⋯ + Fm
n × nm

ξm
nm × 1

= Fξ

（4）
式中，F=［F1  F2  …  Fm］；ξ T =[ ξ T

1 ξ T
2 ⋯ ξ T

m ]
表示随机误差向量；F i 为已知的 n × ni 系数矩阵，

ni 为 ξ i 的维度。E ( ξ i )= 0，E（ ）为均值。D ( ξ i )=
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σ 2
0 i

E i ( i = 1，2，⋯，m )，D ( ξ i，ξ j )= 0( i ≠ j )，由 此

可得：

D ( L )= D ( Δ )= ∑
i = 1

m

F i D ( ξ i ) F i
T =

∑
i = 1

m

σ 2
0 i

F i F i
T = ∑

i = 1

m

σ 2
0 i
Q i （5）

Q i = F i F i
T （6）

设

θ
m × 1

= [ σ 2
01 σ 2

02 ⋯ σ 2
0m ]

T
= [ θ1 θ2 ⋯ θm ]

（7）
且设 θ

m × 1
的任意线性函数为：

Ω = α1 σ 2
01 + α2 σ 2

02⋯ + αm σ 2
0m

= ∑
i = 1

m

αi σ 2
0m

= αT θ （8）

式中，α 为线性系数。令：

Ω͂ = W̄ T MW̄ （9）
式中，W̄ = H cW + H s Z，称为等价条件闭合差；

W̄ T MW̄ 为等价条件闭合差的二次型；Ω͂ 为 Ω 的

估计量；M 为待定的对称矩阵。 Ω͂ 具有不变性、

无偏性且符合最小范数条件［10］。不变性是指二

次估计 W̄ T MW̄ 与未知参数 X 的选择无关，其中：
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W = AL + BX 0 + A 0

Z = CX 0 + C 0

W̄ = -H c ( AL + BX 0 + A 0 )- H s ( CX 0 + C 0 )
（10）

式中，L、X 0 都为观测值与参数的真值，为常数，因

此 W̄ T MW̄ 具有不变性。根据文献［10］，估计量

W̄ T MW̄ 满足无偏性的条件为：

tr ( MC )= αi （11）
式中，i = 1，2，⋯，m；C = ĀQ i ĀT。

根据统计分析，假设随机变量 ξ i
ni × 1

的估计值

是已知的，则 σ 2
0 i
的理论估计值应为：

σ 2
0 i

= ξ T
i ξ i

n i
（12）

则 Ω = αT θ 的理论估值为：
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Ω = αT θ 的实际估值为：

Ω͂ = W̄ T MW̄ = ( ĀΔ )T M ( ĀΔ )= ΔT ĀT MĀΔ

（15）
令 ĀT MĀ = M 1，则：

Ω͂ = ΔT M 1 Δ = ξ T F T M 1 Fξ （16）
由式（13）和式（16）可知，Ω 的实际估值与理

论估值之差为：

Ω͂ - Ω = ξ T F T M 1 Fξ - ξ T Rξ =
ξ T ( F T M 1 F - R ) ξ （17）

选择其欧氏范数为最小，即适当地选择某一

矩阵 M 1，使得：

 F T M 1 F - R
2 = min （18）

因 此 ，根 据 文 献［10］，最 小 范 数 条 件

 F T M 1 F - R
2 = min 等价于：

tr ( M 1 QM 1 Q )= min （19）
令 C = ĀQ i ĀT，则式（19）为：

tr ( ĀT MĀQĀT MĀQ )= tr ( ĀQĀT MĀQĀT M )=
tr ( CMCM )= min （20）

因此，若矩阵 M 是下述极值问题的解，且

满足：

ì
í
î

tr ( M 1 QM 1 Q )= min
tr ( MĀQ i ĀT )= tr ( MC )= αi

（21）

则二次型 W̄ T MW̄ 为 ∑
i = 1

m

αi σ 2
0 i
的最小二乘无偏估

计，构建条件极值拉格朗日函数如下：

Φ ( M )= 2tr ( CMCM )- 4∑
i = 1

m

λi ( tr ( MC i )- αi )

（22）
式中，λi 对应于式（11）的 m 个联系数。对 Φ ( M )
求一阶偏导数，即：

∂Φ ( M )
∂M

= 0 （23）

得到：

∂Φ ( M )
∂M

= CMC - ∑
i = 1

m

λi C i = 0 （24）
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因此，MINQUE 可归结为下列方程的解：
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λi C i = 0

tr ( MC i )= αi

（25）

由式（24）得：

M = C-1 ( ∑
i = 1

m

λi C i )C-1 （26）

将式（26）代入式（11）得：

tr ( C-1 ( ∑
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m

λi tr ( C-1C iC-1C j )=αj

（27）
即

S
m × m

λ
m × 1

= α
m × 1

（28）

当 S 满秩时，则联系数 λ 的解为 λ = S-1 α，系
数矩阵 S 的表达式为：

S = tr ( C-1C iC-1C j )=
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由于：

αT θ̂ = W̄ T MW̄ = ∑
i = 1

m

λi W̄ TC-1C iC-1W̄ = [ ]λ1 λ2 ⋯ λm

é

ë

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

úW̄ TC-1C 1C-1W̄

W̄ TC-1C 2C-1W̄
⋮

W̄ TC-1CmC-1W̄

= λTW θ       (30)

W θ = [ W̄ TC-1C 1C-1W̄ W̄ TC-1C 2C-1W̄ ⋯ W̄ TC-1CmC-1W̄ ] T
（31）

将式（29）代入式（30），即得 αT θ̂ = αT S-1W θ，

因此单位权方差分量的估值 θ̂ 为：

θ̂ = S-1W θ （32）
结合上述推导过程以及文献［18］中相关结

论，表明 MINQUE-ECM 法与采用条件平差模型

的 MINQUE 法具有相似的运算公式，进一步证

明本文方法的正确性，因此式（29）、式（31）和式

（32）为等价条件闭合差的方差 -协方差最小范数

分量估计方法的计算公式。

3　实例验算结果及分析

3.1　GNSS站坐标时间序列建模

GNSS 单站、单分量坐标时间序列函数模型

以及随机模型分别为：

y ( ti )= a + bti + c sin ( 2πti )+ d cos ( 2πti )+
e sin ( 4πti )+ f cos ( 4πti )+ vi （33）

Dy = σ 2
WN QWN + σ 2

FN QFN （34）
式中，ti 为观测时间，单位为年；a 表示测站时间序

列的起始位置；b 表示测站运动的线性速度；c、d
表示测站周年项运动的振幅；e、f表示半周年运动

的振幅；vi 表示噪声；WN 表示高斯白噪声（white 
Gaussian noise），单位为 mm；FN 表示闪烁噪声

（flicker noise），单位为 mm/a-0.25；σWN、σFN 为所求

噪声分量的大小，即噪声振幅；Q WN 为白噪声的协

因数矩阵；Q FN 为闪烁噪声的协因数矩阵。根据

文献［26-27］，闪烁噪声的协因数矩阵可由转换矩

阵 T 与 Q WN 转换而成，其具体形式为：

Q FN = T T QWNT （35）
Q WN = I （36）

T =
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φ 0 0 0 ⋯ 0
φ 1 φ 0 0 ⋯ 0
φ 2 φ 1 φ 0 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

φn - 1 φn - 2 φn - 3 ⋯ φ 0

（37）

式中，φn =

-k
2 ( )1 - k

2 ⋯ ( )n - 1 - k
2

n！
；φ 0 = 1；k

为谱指数，对于闪烁噪声 k = -1。
3.2　模拟数据实验结果分析

为 了 验 证 LS-VCE、 MINQUE 以 及

MINQUE-ECM 法对 GNSS 站坐标时间序列中

噪声振幅估计的正确性，需要知道实验数据中噪

声分量的方差。因此，本文首先基于模拟数据对

上述 3 种方法进行实验分析。

为使模拟时间序列数据尽可能地接近真实

的 GNSS 站坐标时间序列，本文采用 CHUN、

HLAR、TAIN 3 个站所提供的相关参数，噪声

模 型 选 择 白 噪 声 和 闪 烁 噪 声 ，具 体 模 拟 步 骤

如下：

1）利用中国大陆构造环境监测网络（crustal 
movement observation network of China ， 
CMONOC）中国地震 GNSS 数据产品服务平台

（http：//www. cgps. ac. cn））提 供 的 CHUN、
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HLAR、TAIN 测站北（north，N）、东（east，E）、

竖直（up，U）方向的运动参数，表 1、表 2、表 3
分别为 3 个测站 N、E、U 方向的测站起始位置

（a）、速度（b）、周年项运动（c、d）、半周年项运

动（e、f）的运动参数取值。

2）文献［28］发现白噪声+闪烁噪声为中国

区域最佳噪声模型，因此本文选用的噪声模型

为白噪声和闪烁噪声，其中采用基于快速傅里

叶变换（fast Fourier transform，FFT）的 FIR（fi⁃
nite impulse response）滤 波 对 闪 烁 噪 声 进 行 模

拟。表 4 为白噪声以及闪烁噪声的振幅取值，

即噪声的标准差。

3）选取 2007—2017 年 10 a 的时间将模拟出

来的噪声数据和 CHUN、HLAR、TAIN 测站的运

动参数根据式（31）模拟出 3 个测站 3 个方向共 9
组数据。其中，SCHUN、SHLAR 、STAIN 表示

模拟出的 3 个测站类别。各测站单方向的数据由

6 个运动参数以及白噪声和闪烁噪声叠加组成，

SCHUN 站、SHLAR 站的采样点数均为 3 527，
STAIN 站的采样点数为 3 551，采样间隔为 1 d，
并采用 LS-VCE、MINQUE、MINQUE-ECM 对 3
个测站进行噪声振幅估计，每个测站单方向按上

述方案进行了 50 次模拟，将 50 次实验结果的平

均值作为噪声标准差的估计值，并统计其中误

差。表 5、表 6、表 7 分别展示了利用 LS-VCE、

MINQUE、MINQUE-ECM 计算 3 个测站 3 个方

向的噪声振幅，表 8 展示了 MINQUE-ECM 与

MINQUE 法估计结果差值。

表 1　北方向运动参数

Tab. 1　North Direction Motion Parameters

站点

CHUN
HLAR
TAIN

a

44.80
31.70
31.70

b

−12.17
−11.28
−11.32

c

−0.09
−0.46
−0.18

d

0.25
0.08

−0.01

e

−0.02
−0.12
−0.04

f

−0.26
−0.11
−0.04

表 2　东方向运动参数

Tab. 2　East Direction Motion Parameters

站点

CHUN
HLAR
TAIN

a

−104.00
−74.10
−89.60

b

26.85
26.02
31.58

c

−0.03
−0.38
−0.43

d

0.57
0.44
0.54

e

−0.38
−0.32
−0.03

f

−0.09
0.17
0.06

表 3　竖直方向运动参数

Tab. 3　Vertical Direction Motion Parameters

站点

CHUN
HLAR
TAIN

a

−0.80
−27.70

−6.50

b

−0.31
1.18
0.92

c

1.18
−3.05
−3.75

d

2.45
−1.79

1.22

e

1.17
0.48
1.20

f

−0.60
−0.41
−0.54

表 4　模拟数据噪声振幅（噪声标准差）

Tab. 4　Analog Data Noise Amplitude (Noise Standard 
Deviation)

站点

CHUN_N
CHUN_E
CHUN_U
HLAR_N
HLAR_E
HLAR_U
TAIN_N
TAIN_E
TAIN_U

WN/mm
0.500 6
0.998 2
1.398 3
0.602 2
1.200 3
1.797 0
0.801 8
0.700 0
1.403 2

FN/( mm ⋅ a0.25）

0.377 0
0.736 1
0.819 4
0.496 8
0.704 1
1.112 8
0.410 4
0.480 7
0.187 3

表 6　MINQUE对模拟数据的估计结果

Tab. 6　MINQUE Estimation Results of Simulated Data

站点

SCHUN
SHLAR
STAIN

N 方向

WN/mm
0.509 9±0.008 5
0.616 6±0.009 8
0.808 8±0.011 4

FN/( mm ⋅ a0.25）

0.491 4±0.029 4
0.638 9±0.049 3
0.543 0±0.046 3

E 方向

WN/mm
1.019 8±0.015 8
1.217 9±0.019 2
0.713 3±0.011 3

FN/( mm ⋅ a0.25）

0.975 5±0.057 4
0.919 8±0.072 1
0.628 7±0.042 6

U 方向

WN/mm
1.417 0±0.025 9
1.823 9±0.026 3
1.402 7±0.019 4

FN/( mm ⋅ a0.25）

1.076 7±0.092 0
1.452 9±0.113 5
0.307 4±0.144 0

表 5　LS-VCE对模拟数据的估计结果

Tab. 5　LS-VCE Estimation Results of Simulation Data

站点

SCHUN
SHLAR
STAIN

N 方向

WN/mm
0.509 9±0.008 0
0.616 6±0.009 8
0.808 8±0.011 4

FN/( mm ⋅ a0.25）

0.491 4±0.029 0
0.638 9±0.049 3
0.543 0±0.046 3

E 方向

WN/mm
1.019 8±0.015 0
1.217 9±0.019 2
0.713 3±0.011 3

FN/( mm ⋅ a0.25）

0.975 5±0.057 4
0.919 8±0.072 1
0.628 7±0.042 6

U 方向

WN/mm
1.417 0±0.025 9
1.823 9±0.026 3
1.402 7±0.019 4

FN/( mm ⋅ a0.25）

1.076 7±0.092 0
1.452 9±0.113 5
0.307 4±0.144 0
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由表 5~8 可知，LS-VCE 法和 MINQUE 法

对于仿真数据的白噪声的估计效果较好，其误差

在 N、E 方向大部分保持在 0.01 mm 左右，在 U 方

向保持在 0.02 mm 左右。对闪烁噪声的估计较

差 ，其 误 差 保 持 在 0.02~0.15 mm/a−0.25 之 间 。

LS-VCE 法和 MINQUE 法所估计的白噪声和闪

烁 噪 声 的 振 幅 完 全 相 同 ，本 文 所 采 用 的

MINQUE-ECM 法对于白噪声和闪烁噪声的估

计结果相比其他两种方法只在小数点后 4 位存在

差异。因此，根据上述分析可表明 MINQUE-

ECM 法与 LS-VCE 法、MINQUE 法具有一致的

估计结果，说明了本文方法对于噪声振幅估计结

果的正确性。

3.3　北美实测数据实验结果分析

为 进 一 步 验 证 本 文 方 法 与 LS-VCE 法 、

MINQUE 法估计结果的一致性，也为使数据更贴

合于实际，本文选用 SOPAC（Scripps Orbit and 
Permanent Array Center）提供的 2007—2017 年共

10 a 的北美 13 个 GNSS 基准站数据（http：//gar⁃
ner. ucsd. edu/pub/timeseries/measures/ats/West⁃
ernNorthAmerica/），该序列采用主成分分析方法

进行共模误差（common mode error，CME）滤波

处理［29-31］，以消除共模误差对噪声估计的影响。

采用上述 3 种方法对这些数据进行噪声分量的振

幅估计，表 9 为 N、E、U 3 个方向的中误差 σWN、σFN

的估计结果。

表 7　MINQUE-ECM 对模拟数据的估计结果

Tab. 7　MINQUE-ECM Estimation Results of Simulated Data

站点

SCHUN
SHLAR
STAIN

N 方向

WN/mm
0.509 9±0.008 5
0.616 6±0.009 8
0.808 8±0.011 4

FN/( mm ⋅ a0.25）

0.491 3±0.029 4
0.638 7±0.049 3
0.543 0±0.046 3

E 方向

WN/mm
1.019 9±0.015 9
1.217 9±0.019 2
0.713 3±0.011 3

FN/( mm ⋅ a0.25）

0.975 0±0.057 6
0.919 2±0.071 9
0.628 7±0.042 6

U 方向

WN/mm
1.417 0±0.025 9
1.824 0±0.026 2
1.402 7±0.019 4

FN/( mm ⋅ a0.25）

1.076 0±0.092 0
1.452 2±0.113 5
0.307 6±0.143 8

表 8　MINQUE-ECM 与 MINQUE法估计结果差值

Tab. 8　Difference Between MINQUE-ECM and 
MINQUE Method

站点

SCHUN
SHLAR
STAIN

N 方向

WN/
mm

0
0
0

FN/
mm ⋅ a0.25

−0.000 1
−0.000 2

0      

E 方向

WN/
mm

0.000 1
0
0

FN/
mm ⋅ a0.25

−0.000 5
−0.000 6

0

U 方向

WN/
mm

0
0.000 1
0

FN/
mm ⋅ a0.25

−0.000 7
−0.000 7

0.000 2

表 9　噪声振幅三方向估计结果

Tab. 9　Three-Directional Estimation Results of Noise Amplitude

站点

AB01
AB02
AC06
AC07
AC08
AC09
AC31
AC32
BALD
BAMO
AB12
AB13
AHID

N 方向

LS-VCE

WN
3.02
2.41
2.35
7.69
3.08
4.06
1.81
4.06
1.66
0.68

10.33
2.56
0.86

FN
3.84
3.58
3.11

10.88
3.75
7.15
2.65
7.32
2.75
0.60

16.72
3.42
0.97

MINQUE

WN
3.02
2.41
2.35
7.69
3.08
4.06
1.81
4.06
1.66
0.68

10.33
2.56
0.86

FN
3.84
3.58
3.11

10.88
3.75
7.15
2.65
7.32
2.75
0.60

16.72
3.42
0.97

MINQUE-

ECM

WN
3.02
2.41
2.35
7.69
3.08
4.06
1.81
4.06
1.66
0.68

10.33
2.56
0.86

FN
3.84
3.58
3.11

10.88
3.75
7.15
2.65
7.32
2.74
0.60

16.72
3.42
0.97

E 方向

LS-VCE

WN
2.70
2.35
2.54
8.28
3.83
2.66
2.22
3.42
1.30
0.90

10.03
3.86
1.39

FN
3.29
3.26
2.78

12.49
5.39
4.44
3.31
5.75
1.12
0.53

15.44
5.94
1.49

MINQUE

WN
2.70
2.35
2.54
8.28
3.83
2.66
2.22
3.42
1.30
0.90

10.03
3.86
1.39

FN
3.29
3.26
2.78

12.49
5.39
4.44
3.31
5.75
1.12
0.53

15.44
5.94
1.49

MINQUE-

ECM

WN
2.70
2.35
2.54
8.28
3.83
2.66
2.22
3.42
1.30
0.90

10.03
3.87
1.39

FN
3.29
3.26
2.78

12.50
5.39
4.44
3.31
5.75
1.12
0.53

15.44
5.94
1.49

U 方向

LS-VCE

WN
6.87
5.94
6.00

22.28
8.47
4.78
7.27
7.92
4.27
2.93

24.46
6.78
4.11

FN
9.04
8.61
8.44

35.10
10.88

7.22
10.50
13.12

5.14
2.85

39.25
9.03
4.97

MINQUE

WN
6.87
5.94
6.00

22.28
8.47
4.78
7.27
7.92
4.27
2.93

24.46
6.78
4.11

FN
9.04
8.61
8.44

35.10
10.88

7.22
10.50
13.12

5.14
2.85

39.25
9.03
4.97

MINQUE-

ECM

WN
6.87
5.94
6.00

22.28
8.47
4.78
7.27
7.92
4.27
2.93

24.46
6.79
4.11

FN
9.04
8.61
8.44

35.10
10.88

7.22
10.50
13.12

5.13
2.85

39.25
9.05
4.97

注：WN 估计值单位为 mm；FN 估计值单位为 mm/a-0.25。
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由表 9 可知，本文方法对于闪烁噪声估计结

果在 BALD 站的 N 方向和 U 方向、AC07 站的 E
方向与 LS-VCE 法、MINQUE 法的估计结果存在

0.01 mm/a-0.25 的误差，在 AB13 站的 U 方向存在

0.02 mm/a-0.25 的误差。其他估计结果均与两种

方法相同，表明 3 种方法具有一致的估计结果，进

一步验证了本文方法在时间序列的噪声振幅估

计方面的正确性。大部分测站白噪声的振幅约

为闪烁噪声振幅的 1/2，表明时间序列的数据噪

声中有色噪声为主要噪声，若只采用白噪声模型

进行运动参数解算，则会导致解算出的测站运动

速度偏高。对比分析 N、E、U 3 个方向的噪声振

幅，N 方向上 91.6% 的测站的白噪声振幅都在

5 mm 以内，闪烁噪声中 69.2% 的测站的噪声分

量小于 5 mm/a-0.25，15.3% 的测站的噪声振幅在

5~10 mm/a-0.25 范围内，东 方 向 的 白 噪 声 中 有

84.6% 的测站的噪声振幅小于 5 mm，闪烁噪声

中 61.5% 的测站的噪声振幅小于 5 mm/a-0.25，

因此 N 方向与 E 方向的噪声振幅相差不大，而

U 方向的白噪声中存在 69.2% 的测站的噪声振

幅 大 于 5 mm，闪 烁 噪 声 中 84.6% 的 测 站 大 于

5 mm/a-0.25，因此竖直方向的噪声振幅远大于

水平方向，这与现有结论相同，说明结果具有

参考价值。

LS-VCE 法均以残差向量为输入量，而本文

MINQUE-VCE 法以等价条件闭合差为输入量，

后者实现了平差值求解与随机模型估计分离。

等价条件闭合差维数低于残差向量维数，且前者

为不需求解的已知量，因此计算效率明显优于前

者。MINQUE-ECM 法在进行结果计算的时候，

无需进行多次迭代或搜寻过程，因此 MINQUE-

ECM 相较于 LS-VCE 的计算效率有所提高。为

进一步验证本文方法的计算效率，选取所分析的

13 个测站的数据，在 MATLAB 2014 环境下统

计 LS-VCE 法以及 MINQUE-VCE 法计算其结

果所需要的时间，结果见表 10。由表 10 可知，

MINQUE-ECM 的计算时间相比 LS-VCE 法减

少了 70% 以上，表明本文方法在计算效率上有

一定提高。

4　结     语

本文提出一种基于等价条件闭合差最小范

数估计方法，该方法通过等价条件平差模型以及

最小范数准则，采用等价条件闭合差构造二次型

方差估计量，结合不变性、无偏性、最小范数准则

等条件，导出了基于等价条件闭合差的方差-协方

差分量最小范数估计公式，实现平差值求解与随

机模型估计的分离，同时兼顾最小范数、无偏性、

不变性以及等价条件闭合差的特性。通过模

拟数据以及北美地区 13 个 GNSS 站坐标时间

序列在白噪声和闪烁噪声模型下的噪声振幅

估 计 结 果 以 及 运 算 时 间 ，结 果 表 明 ，本 文

MINQUE-ECM 法 与 LS-VCE 法 、MINQUE 法

估计结果相同，验证了本文 MINQUE-ECM 法

的正确性，相较于 LS-VCE 法，其计算效率更

高。但本文方法针对数据量较大的方差 -协方

差分量估计时会出现矩阵 C = ĀQ i ĀT 的行列

式较小，导致数值计算的不稳定性，这方面有

待进一步研究。
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