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摘 要：针对多种分布形式混合的观测数据，建立了 p范混合模型，考虑到模型中混合数属于不完全数据，引

入期望最大化 (expectation-maximum, EM)算法，对该混合模型的参数进行估计，详细推导了 p范混合模型参

数估计的迭代公式，并给出了相应的迭代步骤。采用混合高斯分布数据、拉普拉斯分布与高斯分布混合数据

及实测GPS观测值残差数据，验证了公式的正确性和适应性。算例结果表明，与单一概率分布相比，p范混合

模型能够准确反映数据分布的实际情况，同时利用 EM算法估计的模型参数具有较高的精度。
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高精度测量技术在航空、航天和船舶建造领

域有着广泛的应用，而数据的处理是精度控制的

关键技术。在传统的数据处理过程中，认为误差

服从正态分布，但在数据的采集、录入及处理过

程中，不可避免地会出现异质数据，即数据来源

于不同的子群体，而不是同质的单一的群体，如

多个正态分布的组合、正态分布和拉普拉斯分布

的组合或者多个其他分布的组合等，即数据中混

合了多种分布形式的误差，从而形成了混合分布

模型［1-3］。混合模型已成为数据分析中最常用的

模 型 之 一 ，期 望 最 大 化（expectation-maximum，

EM）算法［4］为求解这些混合模型提供了一个较好

的思路，许多学者对 EM算法做了研究［5-13］。冯杭

等［12］研究了混合高斯分布、混合指数分布参数估

计的 EM算法，给出了相应的迭代公式；赵杨璐

等［10］研究了混合模型中总体个数的确定方法。

也有学者将 EM算法应用到测绘数据处理中，得

到了一些有用的结果［8，13］。这些学者研究的都是

同类型的加权混合模型，而对不同类型的加权混

合模型的研究相对较少。

在数据处理过程中，观测值（误差）并不一定

服从正态分布，研究表明，部分观测值服从更接

近实际误差分布的 p范分布［3，14-15］，多名学者利用

迭代法、分数矩、对数矩等方法，给出了更加符合

实际情况的参数 p的求解方法，提高了估计值的

效率。在单个误差的假设条件下，通过选择合适

的 p值，可使误差分布的理论模式较正态分布更

接 近 于 误 差 的 真 实 分 布 ，估 计 结 果 的 精 度 更

高［2，14-15］。在误差为多个的情况下，对于 p范分布

混合模型的研究成果较少。

本文将正态混合模型推广到 p范混合模型，

借助于 EM算法，推导了 p范混合分布情况下参

数估计的迭代公式，给出了相应的迭代步骤。同

时提出利用 EM算法实现参数的精确解算，使得

扩展后的混合模型更符合实际的情况，提高了参

数估计的精确性。

1 p范混合模型

设 li ( i= 1，2⋯n )是 μ的一组独立观测值，观

测值 L=( l1，l2⋯ln )T 服从一元 p范分布，概率密

度函数为［1，3］：

f ( li| θ )=
pλ

2σΓ ( 1/p )
exp{-[ λσ | li- μ | ]p}（1）

式 中 ，λ= Γ ( 3/p ) /Γ ( 1/p )；参 数 分 量 θ=
( p，μ，σ )，其中，p为尺度参数（当 p=1时，误差的

概率密度函数为拉普拉斯分布；当 p=2时，误差

的概率密度函数为正态分布；当 p值无限趋近于 0
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时，误差服从极限分布；当 p值无限趋近于正无穷

大时，误差服从均匀分布）。

若各观测值服从一元 p范分布，假定模型的

混合数为 m，则构成了一元 p范混合模型，该模型

的概率密度函数表示如下：

f ( L | θ )=∑
i=1

n1

α1 f ( li| θ1 )+ ∑
i= n1+1

n2

α2 f ( li| θ2 )+⋯+

∑
i= nm- 1+ 1

n

αm f ( li| θm ) （2）

式 中 ，参 数 分 量 θ=( θ1，θ2⋯θi⋯θm )；θi=
( pi，μi，σi )；αj为混合的权重，表示满足第 j种分布

的数据所占的比例，为了满足密度函数的性质，

必须满足 0≤ αj≤ 1且∑
j= 1

m

αj= 1，第 j个总体的密

度函数为 fj ( L )。
该混合模型具有较强的灵活性，其难点在于

如何求解参数的估计量。p值可以根据一定的迭

代方法进行确定［1，3］，也可以采用直接计算公式快

速估计出 p值［2，15］，从而待估计的参数只有方差

σi、均值 μi以及混合数 αi。

2 似然函数构造

设 L为混合分布的观测数据，由于无法分辨

出哪个样本来自哪个分布，因此，观测数据中没

有包含数据的全部信息，是不完全数据。引入分

量 zij，当 zij= 1时，表示第 i个观测数据来自第 j个

分布，即 P ( zij= 1 )= αj；当 zij= 0时，表示第 i个
观测数据不是来自第 j个分布，则观测值 L的条

件分布密度函数为：

fL | Z ( L | zij= 1 )= fj ( L ) （3）
由于混合数 αj是无法观测的，因此称为不完

全 数 据 或 缺 失 数 据 ，设 缺 失 数 据 向 量 为 Z=
( z1，z2⋯zn )T，zi=( zi1，zi2⋯zim )，则 ( L，Z )称为完

整数据。则有：

f ( L,Z )=∑
j= 1

m

f ( L,zij )=

∑
j= 1

m

P ( zij= 1 ) fL | Z ( L | zij= 1 )=∑
j= 1

m

αj fj ( L )=

∑
j= 1

m

αj
pj λj

2Γ ( 1/pj ) σj
exp {-( λj

σj
)pj |L- uj |pj } （4）

完全数据 ( L，Z )的似然函数为：

f ( L,Z )=∏
j= 1

m

( αj fj ( L ) )zij （5）

缺失数据 Z的条件分布为：

fL | Z ( zij=1| L )=
f ( L,zij=1 )

f ( L )
= αj fj ( L )

f ( L )
（6）

设 l1，l2⋯ln为取自上述 p范混合模型的一组

独立观测数据，对应的缺失数据为 z1，z2⋯zm，记
θ=( α，μ，σ )，则完全数据的对数似然函数为：

ln ( f ( L,Z|θ ) )=∑
i= 1

n

ln ( f ( li |zi,θ ) f ( zi |θ ) )=∑
i= 1

n

ln ( αzi f ( li |θzi ) )=

∑
i= 1

n

∑
j= 1

m

zij ( ln αj+ ln (
pj λj

2Γ ( 1/pj ) σj
exp {-( λj

σj
)pj |li- uj |pj } ) )=

∑
i= 1

n

∑
j= 1

m

zij ( ln αj+ ln p j+
1
2 ln Γ ( 3/pj )-

3
2 ln Γ ( 1/pj )-ln 2- ln σj-( λj/σj )

pj |li- uj |pj ) （7）

3 EM算法下的参数解算

对含有m个子体的 p范混合模型来说，EM算

法 是 迭 代 算 法 。 先 给 定 参 数 的 初 始 值 α ( 0 )1 ，

α ( 0 )2 ⋯α ( 0 )m ；( μ ( 0 )1 ，σ ( 0 )1 )，( μ ( 0 )2 ，σ ( 0 )2 )⋯( μ ( 0 )m ，σ ( 0 )m )，由它求

出缺失数据的值；再根据此数据估计出新的参数

估计值，根据这一估计值对缺失数据的值进行更

新；如此反复迭代，直到收敛为止。

应用 EM算法求解式（7）。求解第 k次各参数

表达式的步骤如下：

1）E步：构造Q ( θ，θ ( k ) )。
缺失数据 Z的条件分布期望为：

E ( Zik |L,θ ( k ) )= P ( Zik= 1|L,θ ( k ) )=[ P ( Zik= 1|Li,θ ( k )i ) ] / [ ∑
j= 1

m

P ( Zik= 1|Li,θ ( k )j ) ]=

[ P ( Li |Zik= 1,θ ( k )i ) P ( Zik= 1,θ ( k )i ) ] / [ ∑
j= 1

m

P ( Li |Zik= 1,θ ( k )j ) P ( Zik= 1,θ ( k )j ) ]=

[ α ( k )i f i ( li |θ ( k )i ) ] / [ ∑
j= 1

m

α ( k )j f j ( li |θ ( k )j ) ] （8）

由式（7）、（8）得：

Q ( θ,θ ( k ) )= E ( ln f ( L,Z|L,θ ( k ) ) )=∑
i= 1

n

∑
j= 1

m

ln ( α ( k )j )W ( k )
ij +∑

i= 1

n

∑
j= 1

m

ln f ( li,zij |θ ( k )j ) )W ( k )
ij （9）
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式中，W ( k )
ij =( α ( k )j f ( k )j ( li ) ) / ( f ( k ) ( li ) )。

2）M步：将对数似然函数 Q ( θ，θi )极大化，求

取相应参数的参数估计值。在∑
j= 1

m

αj= 1的限制

条件下，由式（7）求 Q ( θ，θ ( k ) )关于 αj、μj和 σj的最

大值，对似然函数各参数求导，令其等于 0，有：

∂
∂αj
( ∑
i= 1

n

∑
j= 1

m

ln ( α ( k )j )W ( k )
ij +

∑
i= 1

n

∑
j= 1

m

ln f ( li,zij |θ ( k )j ) )W ( k )
ij -λ (∑

j=1

m

αj-1 )=0（10）

∑
i= 1

n

Wij= λα̂ j （11）

由于∑
j= 1

m

αj= 1，可以得到 λ=∑
j= 1

m

∑
i= 1

n

Wij= n，

故得到 αj 的估计值，从而得到该参数的第 k+ 1
次迭代表达式为：

α̂ ( k+ 1)j = 1
n∑i= 1

n

W ( k )
ij =

1
n∑i= 1

n αj ( k ) f ( k )j ( li |θj ( k ) )
f ( k ) ( li |θj ( k ) )

（12）

分别对 μj、σj求偏导，化简，同理可得到参数

的第 k+ 1次迭代更新式如下：

∑
i= 1

n

W ( k )
ij |li- μ̂ ( k+ 1)j |pj- 2 ( li- μ̂ ( k+ 1)j )= 0 （13）

σ̂ p
( k+ 1)
j
j =[ pj λpjj∑

i= 1

n

W ( k )
ij |li- μ̂ ( k )j |pj ] /∑

i= 1

n

W ( k )
ij =

pj λpjj
nα̂ ( k )j
∑
i= 1

n

W ( k )
ij |li- μ̂ ( k )j |pj （14）

式（12）~（14）是参数的非线性方程，可以采

用迭代的方法计算，计算步骤可总结为：（1）选择

合适的初始值，令 θ ( k )j =( α ( k )j ，μ ( k )j ，σ ( k )j )；（2）进行第

k+1次迭代，求得新的混合系数 α ( k+ 1)j ；（3）计算均

值的估计值，通过迭代解方程（13），求得第 k+1
次迭代的均值 μ ( k+ 1)j ；（4）计算方差的估计值，将

第（2）步 、第（3）步 中 得 到 的 混 合 系 数 α ( k+ 1)j 和

μ ( k+ 1)j 代入式（14），求得第 k+1次迭代的方差值

σ ( k+ 1)j ；（5）比较迭代后得到的各参数估计值与迭

代前相应参数估计值的差值是否充分小，若不满

足，则将此次迭代值作为下一次迭代的初始值进

行迭代运算，直到差值充分小停止循环。

4 算例与分析

假定模型的混合系数为 2，采用拉普拉斯分

布子样、高斯分布子样以及实测 GPS观测值残差

数据作为实验数据。首先，利用矩估计求解出混

合数据的 p值［16］；然后，利用本文的 EM算法解算

混合 p范分布的参数值；最后，通过分析实验的结

果验证本文算法的可行性。

4.1 算例 1：混合同分布数据

假定 p范混合模型为高斯混合模型，即混合

数据由两组高斯分布数据组成。通过Matlab软
件随机生成服从 L 1~N ( 3，1 )，L 2~N ( 4，32 )的数

据，L1中取 600 个数据作为样本 1，L2中取 400 个

数据作为样本 2，即样本总数 n= 1 000进行实验。

样本 1和样本 2的数据分布直方图如图 1所示（横

坐标和纵坐标均无单位）。

利用矩估计迭代法求解出混合数据的模型

分布参数 p值，并以直方图的形式给出模型参数 p
值求解的可靠性，如图 2所示。

从图 2可以看出，两种高斯数据混合后，计算

出的 p值为 1.363 9，可见混合高斯分布的数据不

再服从高斯分布。与高斯分布相比，采用 p范分

布（p=1.363 9）估计出的概率密度与真实密度更

为一致，也更加符合实际分布的情况。

为了获得更高的模型参数精度，利用上述样

本数据进行 12 次实验（p选取 1.363 9），将本文算

法 EM_p估计的结果列入表 1，取 12 次结果的平

均值作为模型参数的最终值。为了说明混合模

图 1 算例 1的样本直方图及分布曲线

Fig.1 Sample Histogram and Distribution Curves
of Example 1

图 2 直方图及真实和估计的分布曲线(算例 1)
Fig.2 Histogram and True and Estimated Distribution

Curves (Example 1)
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型参数估计的准确性，将计算结果与 EM解算高

斯混合模型参数（EM_G）结果进行对比，并采用

均方根误差（root mean square error，RMSE）来表

征参数估计的效果。

通 过 表 1 可 以 发 现 ，不 论 是 EM_p 还 是

EM_G算法，均能较好地估计出混合模型的 6 个

参数。但从最终估计的结果来看，EM_p估计出

的 6 个模型参数十分接近真值，估计精度远远高

于 EM_G算法。同时，每次估计出的模型参数变

化均较小，且与真值符合度较高，从而验证了本

文算法估计混合多峰数据的有效性和稳定性。

结合图 3可以看出，EM_p算法估计的模型参数

的 RMSE均小于 0.05，远远优于 EM_G算法，进

一步说明利用 EM_p算法估计的混合高斯分布模

型参数具有较好的精确度和稳定性。

4.2 算例 2：混合异分布数据

假定混合模型中 p值分别取 1和 2，混合数据

由一组拉普拉斯分布数据 ( L 1~L ( u= 0，σ= 1 ) )
和一组高斯分布数据 L 2~N ( 1，42 )组成。分别从

L1和 L2中各取 1 000个数据作为样本数据，即样本

总数 n= 2 000进行实验，样本直方图见图 4。

利用矩估计法求解出混合数据的模型参数 p

值，由图 5可以看出，当 p取 0.952 6时，估计出的

概率密度与真实密度十分接近，说明此时的模型

更加符合该实验样本数据分布的真实情况。

表 1 高斯分布混合下的 EM算法估计结果

Tab.1 Estimation Results of EM Algorithm Under Gaussian Distribution Mixing

次数

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12

均值

μ1 = 3
EM_p
3.019 1
3.019 1
3.019 1
3.019 1
3.019 0
3.019 1
3.019 0
3.019 1
3.019 0
3.019 1
3.019 0
3.019 1
3.019 1

EM_G
2.904 8
2.881 8
2.904 7
2.880 4
2.878 7
2.879 4
2.885 7
2.888 4
2.886 3
2.883 4
2.885 3
2.887 7
2.887 2

μ2 = 4
EM_p
3.946 3
3.946 8
3.946 0
3.945 8
3.946 4
3.945 8
3.946 4
3.946 0
3.946 4
3.946 6
3.946 7
3.946 5
3.945 8

EM_G
4.072 0
4.099 2
4.070 0
4.089 7
4.079 2
4.083 2
4.125 3
4.143 6
4.129 4
4.110 0
4.122 6
4.138 2
4.105 2

σ1 = 1
EEM_p
0.992 8
0.993 1
0.992 7
0.992 6
0.992 9
0.992 6
0.992 9
0.992 7
0.992 9
0.993 0
0.993 0
0.993 0
0.992 8

EM_G
1.171 2
1.126 7
1.170 2
1.122 2
1.117 0
1.119 1
1.138 9
1.147 3
1.140 7
1.131 7
1.137 5
1.144 9
1.139 0

σ2 = 3
EM_p
2.903 1
2.903 5
2.902 9
2.902 8
2.903 0
2.902 8
2.903 0
2.902 9
2.903 1
2.903 4
2.903 3
2.903 3
2.903 1

EM_G
2.708 0
2.717 4
2.707 2
2.712 8
2.707 5
2.709 5
2.729 8
2.738 3
2.731 7
2.722 5
2.728 5
2.735 7
2.720 7

α1 = 0.6
EM_p
0.601 7
0.601 9
0.601 6
0.601 5
0.601 7
0.601 5
0.601 7
0.601 6
0.601 7
0.601 8
0.601 8
0.601 8
0.601 7

EM_G
0.585 7
0.583 9
0.584 9
0.580 0
0.575 5
0.577 2
0.594 5
0.601 7
0.596 1
0.588 3
0.593 4
0.599 6
0.588 4

α2 = 0.4
EM_p
0.398 3
0.398 1
0.398 4
0.398 5
0.398 3
0.398 5
0.398 3
0.398 4
0.398 3
0.398 2
0.398 2
0.398 2
0.398 3

EM_G
0.414 3
0.416 1
0.415 1
0.420 0
0.424 5
0.422 8
0.405 5
0.398 3
0.403 9
0.411 7
0.406 6
0.400 4
0.411 6

图 3 模型参数估计的均方根误差(算例 1)
Fig.3 Root Mean Square Error of Model Parameter

Estimates(Example 1)

图 5 直方图及真实和估计的分布曲线(算例 2)
Fig.5 Histogram and True and Estimated

Distribution Curves（Example 2）

图 4 算例 2的样本直方图及分布曲线

Fig.4 Sample Histogram and Distribution Curves
of Example 2
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表 2统计了混合数据的模型参数，取 12次计 算结果的平均值作为模型参数的最终值。

通过表 2可以发现，当样本数据是由拉普拉

斯分布与高斯分布混合组成时，EM_G算法估计

出的模型参数精度较差，不能将混合数据分类出

来，其原因是样本数据中存在不同于高斯分布的

数据，致使其算法失效。同时可以看出 EM_p算
法虽然模型参数估计的精度不如混合同分布数

据时那么精确，但从最终估计的结果来看，EM_p
算法仍能够较好地估计出混合模型的 6 个参数，

估计出的模型参数十分接近真值，估计精度也远

远高于 EM_G算法。结合图 6可以看出，EM_G
算法估计的模型参数的 RMSE在 4左右，估计的

精度达不到模型参数估计所需的精度，而 EM_p
算法估计的模型参数的均方根误差在 0.06附近，

精度较高，充分说明 EM_p算法能够有效地估计

出混合异分布模型的参数。

4.3 算例 3：实测GPS观测值残差数据

数据来自加拿大Algonquin Park的ALGO测

站 点 ，利 用 TPS NET-G3A 接 收 机 采 集 获 得

2013-04-28的观测数据。在获得的 32 颗卫星对

地观测数据中，选取某颗卫星伪距的精密单点定

位双频无电离层组合观测值残差进行分析。取

其中 200 个误差值作为样本数据，利用矩估计求

出样本数据的 p值为 1.398。假设样本数据由两

种分布数据组成，利用 EM_p算法进行参数解算，

结果如表 3所示。

由表 3可以看出，EM_p算法计算出的两类

分布数据十分相似，几乎为同一种分布。所以将

其模型分量数设为 1，重新利用 EM_p算法进行

解算，取 12个计算结果的平均值作为真值。最终

求 得 GPS 观 测 值 残 差 服 从 p 为 1.398、μ 为

−0.052、σ为 0.446的 p范分布。

通过 GPS伪距单点定位的精度来验证计算

表 2 拉普拉斯分布与高斯分布混合下的 EM算法估计结果

Tab.2 Estimation Results of EM Algorithm Under the Mixture of Laplace and Gaussian Distributions

次数

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12

均值

μ1 = 0
EM_p
0.003 8
0.003 8
0.003 8
0.003 9
0.003 9
0.003 8
0.003 9
0.003 9
0.003 9
0.003 9
0.003 8
0.003 8
0.003 9

EM_G
0.118 4
0.118 5
0.118 3
0.118 4
0.118 3
0.118 3
0.118 5
0.118 4
0.118 5
0.118 5
0.118 4
0.118 3
0.118 4

μ2 = 1
EM_p
0.929 9
0.929 8
0.929 7
0.930 2
0.930 0
0.929 9
0.930 1
0.930 0
0.930 2
0.930 2
0.929 7
0.929 7
0.930 0

EM_G
0.883 8
0.883 9
0.883 7
0.883 8
0.883 7
0.883 7
0.883 9
0.883 8
0.884 0
0.883 9
0.883 8
0.883 7
0.883 8

σ1 = 1
EM_p
0.889 5
0.889 4
0.889 3
0.889 8
0.889 6
0.889 5
0.889 8
0.889 7
0.889 9
0.889 9
0.889 3
0.889 3
0.889 6

EM_G
0.644 7
0.645 2
0.644 7
0.644 9
0.644 6
0.644 6
0.645 1
0.644 9
0.645 4
0.645 3
0.645 0
0.644 6
0.644 9

σ2 = 4
EM_p
4.054 1
4.053 9
4.053 8
4.054 7
4.054 3
4.054 1
4.054 6
4.054 4
4.054 8
4.054 8
4.053 7
4.053 8
4.054 2

EM_G
3.744 0
3.744 5
3.743 9
3.744 2
3.743 8
3.743 8
3.744 4
3.744 1
3.744 7
3.744 6
3.744 3
3.743 7
3.744 2

α1 = 0.5
EM_p
0.448 8
0.448 8
0.448 7
0.449 0
0.448 9
0.448 8
0.449 0
0.448 9
0.449 0
0.449 0
0.448 7
0.448 7
0.448 9

EM_G
0.406 1
0.406 3
0.406 1
0.406 2
0.406 0
0.406 0
0.406 2
0.406 2
0.406 4
0.406 3
0.406 2
0.406 0
0.406 2

α2 = 0.5
EM_p
0.551 2
0.551 2
0.551 3
0.551 0
0.551 1
0.551 2
0.551 0
0.551 1
0.551 0
0.551 0
0.551 3
0.551 3
0.551 1

EM_G
0.593 9
0.593 7
0.593 9
0.593 8
0.594 0
0.594 0
0.593 8
0.593 8
0.593 6
0.593 7
0.593 8
0.594 0
0.593 8

图 6 模型参数估计的均方根误差(算例 2）
Fig.6 Root Mean Square Error of Model

Parameter Estimates（Example 2）

表 3 观测值残差的 EM算法估计结果

Tab.3 Estimation Results of EM Algorithm of Observed
Value Residuals

次数

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12

均值

μ1

−0.066
−0.075
−0.065
−0.071
−0.075
−0.073
−0.067
−0.070
−0.076
−0.068
−0.072
−0.071
−0.071

μ2

−0.028
−0.024
−0.029
−0.026
−0.025
−0.025
−0.028
−0.026
−0.025
−0.027
−0.025
−0.026
−0.026

σ1
0.543
0.556
0.543
0.549
0.556
0.552
0.545
0.549
0.557
0.546
0.552
0.551
0.550

σ2
0.425
0.436
0.428
0.431
0.437
0.434
0.430
0.431
0.437
0.427
0.433
0.432
0.432

α1
0.488
0.433
0.485
0.464
0.434
0.449
0.478
0.467
0.433
0.480
0.452
0.458
0.460

α2
0.511
0.566
0.515
0.536
0.566
0.551
0.523
0.534
0.567
0.520
0.548
0.542
0.540
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结果的正确性。利用武汉大学精密单点定位软

件对观测数据进行解算，得到观测站点的精密坐

标值，并以此作为伪距单点定位中测站点的真实

坐标。现以 p0371180点的观测数据为例，对其进行

解算，通过精密单点定位软件解算得到的测站点

高精度坐标为：［X，Y，Z］=［−1 304 152.045 9，
−4 831 831.378 5，3 943 232.966 1］。分别假设

误差服从高斯分布和 p范分布（p=1.398），利用

最小二乘（least square，LS）和 p范平差（least p-

norm adjustment，Lp）求解伪距单点定位误差方

程，得到待求参数的估计值。计算出定位点的三

维坐标估计值，采用各历元解得的坐标估计值与

真实坐标值进行对比，以每个方向上的坐标中误

差作为GPS伪距单点定位的精度，见表 4。

从表 4可以看出，假定 GPS观测值的误差服

从高斯分布，利用传统的 LS求解伪距单点定位

的精度较低，其定位误差（1.138 m）达到米级。采

用本文 EM算法求解出的 GPS观测值的误差分

布模型进行 p范平差所得到的坐标在 3 个方向上

的精度均优于 LS，定位效果达到分米级，从而进

一步验证了本文 EM_p算法估计模型参数具有较

高的准确度与可靠性。

5 结 语

p范混合模型作为一种新的分布模型，考虑

了测量误差的不确定性和误差分布的多样性。

本文探讨了该模型参数的 EM算法的迭代公式，

利用模拟数据验证了 EM算法结合 p范分布可以

有效解决误差的参数估计问题，并将其应用到

GPS观测值误差分析中。从仿真和实测数据的

算例计算结果可以看出，相比高斯混合模型，p范
混合模型能够更好地反映出混合数据的实际分

布情况，同时利用 EM算法求解出的混合 p范模

型的参数值也更加准确。

本文扩充了 p范分布理论，对进一步提高测

量数据处理的精度具有一定的实用价值。同时

还发现混合数的确定、尺度参数的确定和参数的

初始值对计算结果影响较大，如何减小其影响是

下一步需要考虑的问题。
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Application of EM Algorithm in Parameter Estimation of p‑Norm
Mixture Model
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Abstract：Objectives: Aiming at the mixed observation data of multiple distribution forms, a expectation-
maximum (EM) combined p-norm distributed model(EM_p) is established.Methods: Considering that the
mixed number in the mixture model belongs to incomplete data, the EM algorithm is introduced to estimate
the parameters of the mixture model and the p-model mixture model parameters are derived in detail. The
estimated iteration formula and the corresponding iteration steps are given.The mixture Gaussian distribu⁃
tion data, Laplace distribution and Gaussian distribution mixture data, and the residual data of measured
global positioning system(GPS) observations are used to verify the correctness and adaptability of the formu⁃
la in this paper.Results and Conclusions: The results of the calculation examples show that, compared
with the single probability distribution, the p-norm mixture model can accurately reflect the actual situation
of the data distribution, and the model parameters estimated by the EM algorithm have higher accuracy.
Key words：mixture model；parameter estimation；p-norm distribution；expectation-maximum(EM) algo⁃
rithm
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