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摘 要：乘性误差模型加权最小二乘参数估值是观测值的非线性函数，观测值的权是加权最小二乘参数估值

的非线性函数。已有的乘性误差模型参数估计方法理论上可以达到二阶无偏，但精度评定方法只能达到一阶

精度，并且参数估计逐步的迭代过程使得参数及改正数的每一步估值都具有随机性，使得最终的参数估值与

观测值为复杂的非线性关系。考虑到非线性迭代过程对加权最小二乘参数带来的影响，使用一种无需求导的

Sterling插值方法求解参数估值的均值和标准差。模拟实验表明，当模型非线性较高时，考虑每次迭代的随机

性对参数估值的影响可以得到更接近真值的参数估值，并且所提方法的精度评定可以达到二阶精度，验证了

Sterling插值方法用于乘性误差模型参数估计及其精度评定的适用性和有效性。

关键词：乘性误差模型；加权最小二乘；Sterling插值法；参数估计；精度评定
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随着测绘技术的发展，传统平差方法中的加

性误差模型已难以满足现代观测数据处理的需

求［1］。如在电磁波测距［2］和合成孔径雷达遥感［3-6］

中，随机误差表现为与系数矩阵和参数估值乘积

的形式，而非加减的形式。目前国内外仅有数篇

关于乘性误差模型用于大地测量领域的研究

论文［7-13］。

乘性误差模型的最小二乘解法由文献［7］首

先提出，文献［8‑10］在最小二乘解的基础上，使用

加权最小二乘方法进行乘性误差模型参数估计；

文献［11］研究了乘性误差模型的单位权方差计

算问题；文献［12］研究了乘性误差模型的粗差探

测问题；文献［13］在文献［7］的基础上删去观测

值协因数阵对参数估值求偏导数的非零项，得到

了加权最小二乘参数估值的理论上的二阶无偏

估计，但是其精度评定方法只能达到一阶精度。

目前常用的求解乘性误差模型的迭代解法为高

斯牛顿法，乘性误差模型本质上是一种非线性模

型，由于非线性的影响，在参数估值的求解过程

中，每次迭代都伴有随机性，从而导致最后得到

的参数估值和观测值之间的关系是一个非常复

杂的非线性函数，无法用求导的方法考虑所有随

机量的随机性来获得参数估值的均值和标准差。

Sterling插值法是一种近似非线性函数概率

密度分布的方法［14-16］，其通过选择一定的步长因

子 h生成采样点，以差分的方式代替复杂的或难

以实现的求导运算，不需要了解非线性函数的构

成，通过加权的方法得到非线性函数二阶精度的

均值和二阶精度的协方差阵。文献［14］将 Ster‑
ling插值法用于扩展卡尔曼滤波中，可以得到比

传统方法更好的结果；文献［15‑16］将 Sterling插
值法用于解决高斯型滤波的非线性估计问题中，

并提出中心卡尔曼滤波。在使用 Sterling插值法

求均值和协方差阵时无需求导，并且不需要了解

非线性函数的构造，而乘性误差模型中参数估值

和观测值之间的关系是一个非常复杂的非线性

函数，因此 Sterling插值法可以很好地用于乘性

误差参数估计与精度评定中。

针对已有文献未考虑迭代过程中参数及改

正数的每一步的随机性，以及乘性误差本身的非

线性对参数估值造成的影响，本文顾及加权最小

二乘非线性迭代过程对参数带来的影响，使用一

种无需求导、无需了解非线性函数构造的 Sterling
插值方法，通过对称采样的方式求解乘性误差模
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型中加权最小二乘参数估值的均值和标准差，并

给出计算流程，通过模拟数值算例和数字高程模

型（digital elevation model，DEM）数据处理算例

验证本文方法的正确性和有效性。

1 乘性误差模型及其加权最小二乘

解法

1.1 乘性误差模型

不同于表现为加性误差的高斯马尔可夫模

型，乘性误差模型可以表示为［10］：

y= Aβ⊙ (1+ Em ) （1）
式中，y∈ R n× 1为观测向量；A ∈ Rn× t为系数矩阵；

β∈ R t× 1为未知参数；Em ∈ R n× 1为服从正态分布

的乘性误差向量；1∈ R n× 1 为元素全为 1的列向

量；⊙为哈达玛乘积符号。

假设乘性误差 Em的元素之间不相关，标准差

为 σm，则乘性误差的协方差阵为Dm= Iσ 2m，I∈R n×1

为单位矩阵。对式（1）的等式两边取期望：

E ( y) = Aβ （2）
由式（1）和式（2）可得观测值的协方差阵为：

D ( y) = E ( ( E ( y) - y) ( E ( y) - y) T) =
Maβ D (m) M T

aβ （3）
式中，M aβ= diag ( ai β )为对角阵。

由式（3）可得观测值的权阵为：

P= Q ( y) -1 = æ

è
ççMaβ

D ( )m
σ 20

M T
aβ

ö

ø
÷÷
-1

（4）

式中，σ 20 为单位权方差。由式（4）可知，不同于传

统的加性误差模型，乘性误差模型中，观测值的

权是参数估值 β的非线性函数。

1.2 乘性误差模型的加权最小二乘解法

将加权最小二乘准则用于式（1）的乘性误差

模型，可以得到目标函数的计算式为［13］：

min :F 2( β ) = ( y- Aβ ) T P ( y- Aβ ) （5）
文献［13］删去观测值协因数阵对参数估值

求偏导数的非零项，得到偏差改正（bias correct‑
ed）的参数估值的二阶无偏估计 β̂bc：

β̂bc = ( AT PA) -1AT Py （6）
由于式（6）等号右侧中观测值的权为参数估

值的高次幂，因此也无法使用解析法得到式（6）
的解析解。将式（6）写为迭代形式：

β̂ i+ 1bc = ( AT P iA) -1AT P i y （7）
式中，β̂ ibc的初值为乘性误差模型的最小二乘解；

P i表示将 β̂ ibc代入式（4）时的值。

文献［13］给出 β̂bc的一阶协方差阵计算式为：

D ( β̂ bc) = ( AT PA) -1 σ̂ 2bc （8）

2 本文方法

2.1 Sterling插值法

定义一般的非线性函数如下：

Y= F ( X ) （9）
式中，X ∈ R k× 1 表示自变量；Y ∈ R q× 1 表示因变

量 ；F ( ) 表 示 自 变 量 与 因 变 量 之 间 的 非 线 性

函数。

Sterling插值法只需要获得自变量的先验信

息，便可以求得因变量的后验信息。对于式（9），

已知 X的均值 E ( X )和协方差矩阵 D ( X )，便可

求得Y的均值 E (Y )和协方差矩阵D (Y )。
对于形如式（9）的一般非线性函数，Sterling

插值法精度评定的步骤如下［17］：

1）构造平方根矩阵的列向量：

SX i= h D ( )X
i
,i= 1,2⋯n （10）

式中，SX i 表示生成的第 i个列向量； D ( )X 表示

对观测值协方差阵 D ( X )进行 Cholesky分解生

成的下三角矩阵；D ( X )
i
表示矩阵 D ( X )的第 i

列；h表示步长因子，取 3。
2）通过对称采样，生成 2n+ 1列采样值：

χ i=

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

E ( )X ,i= 0
E ( )X + SX i,i= 1,2⋯n
E ( )X - SX i,i= n+ 1,n+ 2⋯2n

（11）

式中，n表示自变量的个数；χ i 表示生成的第 i个

采样列向量。

3）通过非线性函数计算采样列向量的样

本点：

υ i= F ( χ i) ,i= 0,1,2⋯2n （12）
4）计算因变量的均值：

E (Y ) = h2 - n
h2

υ0 +
1
2h2 ∑i= 1

2n

υ i （13）

5）计算因变量的协方差阵：

D (Y ) = 1
4h2 ∑i= 1

n

( υ i- υ i+ n) ( υ i- υ i+ n) T +
h2 - 1
4h4 ∑i= 1

n

( )υ i+ υ i+ n- 2υ0 ( υ i+ υ i+ n- 2υ0) T

（14）
文献［18］证明了 Sterling插值法求得的非线
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性函数因变量的均值 E (Y )和协方差阵 D (Y )均
可以达到二阶精度。

2.2 乘性误差模型加权最小二乘迭代解法的改化

本文将乘性误差模型的加权最小二乘迭代

解法总结如下：

1）输入观测值 y和系数矩阵 A，计算最小二

乘估值：

β̂ 0 = ( ATA) -1AT y （15）
2）进行以下迭代过程：

M i
aβ= diag ( aβ i) （16）

P i=
æ

è
ççM i

aβ

D ( )m
σ 20

(M i
aβ) Tö

ø
÷÷
-1

（17）

β̂ i+ 1 = ( AT P iA) -1AT P i y （18）
3）当满足  β i+ 1 - β i ≤ 1× 10-8 时停止循

环，输出 β i+ 1。

由于观测值 y含有随机误差，从上述算法可

以看出，参数估值是观测值 y的函数，观测值的权

P是参数估值的函数，而参数估值的最后一步解

是观测值 y和观测值权 P共同的函数。

本文将式（15）表示为：

β̂ 0 = ϕ ( y) （19）
式中，ϕ ( )表示参数估值初值与观测值之间的非

线性关系。

同理，可以将参数估值的第一次迭代值 β̂ 1

写为：

β̂ 1 = ϕ ( y,β 0) （20）
尽管进行了一次迭代，但式（20）本质上仍然

是观测值 y的非线性函数。因此，经过 i次迭代

后，最终的参数估值与观测值 y的关系式为：

β̂=
               
ϕ ( )ϕ ( )ϕ ( )ϕ ( )y ,y ,y ⋯

i+ 1

= ψ ( y) （21）

由式（21）可以看出，逐步的迭代过程使得参

数估值的每一步估值都具有随机性，使得最终的

参数估值与观测值为复杂的非线性关系。

2.3 参数估值及精度评定的 Sterling插值法

由§2.2中对乘性误差模型加权最小二乘迭代

解的改化可以看出，式（21）的非线性函数构造无

法显式表达，很难求导。而 Sterling插值法具有

无需求导、无需了解非线性函数的构造等优势，

因此本文将 Sterling插值法和乘性误差模型加权

最小二乘迭代解法进行结合，研究非线性迭代过

程对加权最小二乘参数带来的影响，进行参数估

计与精度评定计算。

对于形如式（21）中 β̂= ψ ( y)的非线性函数，

本文通过以下步骤求解参数估值 β̂的均值、标准

差和单位权方差。将式（9）中的自变量 X替换为

观测值 y，将因变量 Y替换为参数估值 β̂，计算步

骤如下：

1）根据式（10）构造平方根矩阵的列向量。

2）根据式（11）生成 2n+ 1列采样值，观测值

的均值以实际观测值的平差值代替。

3）将步骤 2）生成的 2n+ 1列采样值分别代

入式（21）的非线性函数中，进行非线性变换，得

到非线性变换后的样本点，共有 2n+ 1列。

4）根据式（13）计算参数估值的均值。

5）根据式（14）计算参数估值的协方差阵。

6）计算参数估值的标准差：

σi= D ( )β̂
ii

（22）

式中，D ( β̂ )
ii
表示参数估值协方差阵的对角线

元素。

7）计算单位权方差：

σ͂ 20 =
( )y- E ( )β̂ T

P ( )y- E ( )β̂
n- t

（23）

文献［18］证明了 Sterling插值法求得的任意

非线性函数因变量的均值和协方差阵均可以达

到二阶精度。因此通过上述步骤，可以对乘性误

差模型进行参数估计与精度评定研究。

3 算例与分析

为了验证本文 Sterling插值法的正确性和

有效性，算例部分通过一个非线性较弱的直线

拟合模型和一个非线性较强的数字高程模型，

使用 4种方法分别进行参数估计与精度评定。

4 种方法分别为最小二乘（least squares，LS）方

法、加权最小二乘（weighted least squares，WLS）
方法、文献［13］方法、本文 Sterling插值方法。

3.1 算例 1
算例 1模拟了一个含有两个未知参数的直线

拟合乘性误差模型，计算式为：

é
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ê
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ê
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û
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úy1
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=
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÷

÷
÷÷
÷

÷
（24）

式中，（xi，yi）为坐标点；β1 和 β2 分别为截距与斜

率，为待估参数；ei为独立同分布的服从正态分布
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的随机误差。

给定 β1和 β2的真值分别为 10和 16，横坐标 xi
在 1~15 m之间取值，步长为 1 m，单位权中误差

σ0 = 0.5 m，随机误差的标准差为 σm= 0.02 m，随

机误差由Matlab的 mvnrnd函数产生。不含误差

时的直线和受到乘性误差干扰后的坐标点如图 1
所示。使用 4种方法计算的参数估值、与真值之

间的二范数、单位权中误差和标准差见表 1。

由图 1可知，当直线拟合模型受到乘性误差

的干扰时，观测值会受到一定的影响，进而与直

线产生了偏离。由表 1中参数估值与真值的二范

数可知，LS法求得的参数估值与真值的二范数最

大，并且单位权中误差估值也严重偏离了真值，

这是由于 LS法未考虑观测值的权。由于WLS
法考虑了观测值的权，所以参数估值与真值的二

范数小于 LS法的结果，并且单位权中误差估值

也更接近真值。文献［13］方法由于删去了观测

值协因数阵对参数估值求偏导数的非零项，减小

了参数估值的偏差，因此其参数估值与真值的二

范数要小于WLS法的结果。本文 Sterling插值

方法的参数估值与真值二范数与文献［13］方法

的结果一致，这可能是因为直线拟合模型的非线

性很低，每次迭代的随机性对参数估值的影响可

以忽略。

由表 1中参数估值的标准差可以看出，LS法

求得的参数估值标准差最大，这是由于 LS法未

考虑观测值的权导致的；WLS法求得的参数估值

标准差远小于 LS法；文献［13］方法求得的参数

估值的标准差略小于WLS法的结果；由于 Ster‑
ling插值法精度评定方法可以达到二阶精度，因

此本文 Sterling插值方法求得的标准差最小，这

也验证了本文方法的适用性和优势。

3.2 算例 2
算例 2是比算例 1更复杂的 DEM数据，本文

模拟的含有 4个未知参数的 DEM乘性误差模型

如下：

H ( x,y) = F ( x,y) ⊙ (1+ Em ) （25）
式 中 ，（x，y）为 地 面 点 坐 标 ；H ( x，y )为 高 程 ；

F ( x，y) =∑
i= 1

4

βi fi( x，y)，βi 为待估参数；fi( x，y)
的具体形式为：

f1 ( x,y) = e-( )( )x- 40 2+ ( )y- 40
2
÷ 500

（26）

f2( x,y) = e-( )( )x- 20 2+ ( )y- 20
2
÷ 500

（27）

f3 ( x,y) = e-( )( )x- 35 2+ ( )y- 35
2
÷ 500

（28）

f4 ( x,y) = e-( )( )x- 45 2+ ( )y- 45
2
÷ 500

（29）
横坐标 x和纵坐标 y都在 0~80 m之间取值，

步长为 2 m，单位权中误差 σ0 = 0.3 m，随机误差

的标准差为 σm= 0.05 m。不含误差和受到乘性

误差干扰后的 DEM如图 2所示。4种方法计算

的参数估值、与真值之间的二范数、单位权中误

差和标准差见表 2。
由图 2可知，尽管本文模拟的DEM加入的乘

性误差的标准差仅为 0.05 m，但对高程产生了较

大的影响。由表 2中参数估值与真值的二范数可

知，LS法求得的参数估值与真值的二范数最大，

并且单位权中误差估值也严重偏离了真值；由于

WLS法考虑了观测值的权，所以参数估值与真值

的二范数小于 LS法的结果；而文献［13］方法求

得的参数估值与真值的二范数小于WLS法的结

果，单位权中误差几乎一致。

由于本文方法考虑了乘性误差模型加权最

小二乘解法逐步迭代过程中参数估值每一步的

随机性和非线性迭代过程对加权最小二乘参数

表 1 算例 1中求得的参数估值、二范数、单位权中误差

和标准差/m
Tab.1 Estimated Parameters, 2‑Norm, Unit Weight Er‑
ror and Standard Deviation Calculated in Example 1 /m

方法

真值

LS法

WLS法

文献[13]方法

本文 Sterling
插值方法

β̂1

10
9.532
10.269
10.083

10.082

β̂2

16
16.024
15.901
15.926

15.925

2-

Norm
−
0.468
0.286
0.111

0.111

σ̂0

0.5
2.679
0.553
0.551

0.553

σ̂1

−
1.456
0.565
0.561

0.553

σ̂2

−
0.160
0.143
0.141

0.132

图 1 不含误差的直线和受到乘性误差干扰后的坐标点

Fig.1 Line Without Error and Coordinate Points
Disturbed by Multiplicative Error
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带来的影响，因此其参数估值与真值的二范数均

小于文献［13］方法的结果，考虑到算例 2是更复

杂且非线性程度更高的 DEM，说明在模型非线

性较强的情况下，考虑每次迭代的随机性对参数

估值的影响是必要的。由表 2中参数估值的标准

差可以看出，本文方法求得的参数估值精度最

高，这是因为 Sterling插值法的精度评定计算公

式可以得到任意非线性函数的二阶精度信息，验

证了本文方法的有效性和适用性。

4 结 语

本文分析了乘性误差模型的性质，得出参数

估值是观测值的函数，观测值的权是参数估值的

函数，而参数估值的最后一步解是观测值和观测

值权共同的函数的结论。

由于已有方法的参数估值解法未考虑迭代

过程中非线性的影响，并且精度评定方法仅为一

阶精度，因此本文引入无需求导、无需了解非线

性函数构造的 Sterling插值法，将 Sterling插值法

和乘性误差模型加权最小二乘迭代解法进行结

合，求解乘性误差模型中加权最小二乘参数估值

的均值和标准差，并给出计算流程。算例结果表

明，当研究的模型非线性较高时，考虑每次迭代

的随机性对参数估值的影响可以得到更接近真

值的参数估值，并且本文求得的标准差均小于已

有方法，参数估值的精度更高，具有一定的优势

和可行性。近似非线性函数的概率密度分布的

方法众多［19-21］，如何将不同方法引入乘性误差模

型或加性乘性混合型误差模型，分析不同方法在

参数估计和精度评定之间的差异，需要进一步

研究。
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Sterling Interpolation Method for Parameter Estimation and Precision
Estimation in Multiplicative Error Model

WANG Leyang 1 ZOU Chuanyi 2
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Abstract：Objectives: For multiplicative error model, the parameters estimated by weighted least squares
(WLS) are nonlinear functions of observations, and the weights of observations are nonlinear functions of
the estimated parameters. The existing parameter estimation methods of multiplicative error model can
theoretically achieve second‑order unbiased, but the precision of uncertainty can only achieve first‑order un‑
biased. Therefore, a new method is used to improve the accuracy of uncertainty.Methods: The effect of
nonlinear iterative processes on WLS parameters is considered, and the relationship between the estimated
parameters and the observations in iterative WLS process is regarded as a nonlinear nested function. The
derivative‑free Sterling interpolation method with symmetric sampling is used to calculate the expectations
of estimated parameters and the standard deviation.Results: From the analysis of two synthetic experi‑
ments, the following results are obtained: (1) Considering the impact of the randomness of each iteration on
the parameter estimation, the proposed Sterling interpolation method can get better estimated parameters
than the existing methods. (2) When the nonlinearity of model is high, the effectiveness of the Sterling inter‑
polation method is more significant. (3) The uncertainty estimation method in this paper can achieve second‑
order precision.Conclusions: The feasibility and effectiveness of the Sterling interpolation method for pa‑
rameter estimation and precision estimation of multiplicative error model are verified.
Key words：multiplicative error model；weighted least squares；Sterling interpolation；parameter estima‑
tion；precision estimation
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